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Unidimensional models of the acoustic propagation in

axisymmetric waveguides
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Abstract

I � �*JLKEM%KZ� � K � �NJ|�NO � JPM � �)Q �����'R JHS � �<� ��� �)OTQ �%U3��� � � �)O<��M � M/� �'R J � ���VK �|� KEMAQ�M � � � O �)O
M8W��)JYX�SZSz� �|� ���\["M%����Q R ���<�NJ�] �|� �^K � ��J_J R<� �_�<�NK �NO<�<�)OTQ � O`MaJ|�*ObQ � �cJ_KEM/���8�AM � �)M%d � �Ae
I � �\MAKbK �|� M/� � � � OTJ|�)J � J �%U [ � � � �)ObQ ��� �f["M%���H�Ng R M � � � OhM%O<� �|� �$d �'R O<�bM � Xg� � O��<�ji
� � � ObJ U¹��� Mg� �'��� �<�*OEM � �ZJYX4J � �NS � ��� � � U X'�)ObQ ��� � �)J � dEM � ���cS^M%K`M � ��M/� � � �*S �AeaI � �
k%l i½�<��KZ��O��<��O<��� �%UB��� �VK ��� d � ��S �)J �|��R J ��� MAObJ U � �|� ��� U¹�|� S ��� �VK � ��J_J R<� � ��� ��� �D� � i
�Nmz������O � J �AUb�|� �n["M��/�g�Ng R M � � � Ooe`p ��� S ��� �*J � �NJ R<�(� ]>M%O �1W�� �*R J|�(��� � XqQ/� � Sz� �|� ����M �
O<���5��J_J0M � X � � O��<� � � � O �*J �<�5� R �5��� U¹��� �|� �rM/�bSz�)J_J|�*d<� � � � X �%U �)J � dEM � ���nSZM%KbJNeqs � [Hi
���/� � ] ��� �utvO � [ � ���bQ�� �%Uf��� ��["M%����Q R ���<�uQ�� � S � ��� X �*JwO �/� J R mz�5����O �:�|� J���KEM � M � � ��� �
K � ��JxJ R<� �yM%O<� �|� � �)J � dEM � ���zSZM%K{J �/�)R�� � � ObJNe�|�O ��� ��� ����� �<�K��� ��� K}M R O<���<�)Sz��ObJ�� � ObM �
["M��/�!��g R M � � � Oo]TM$Q�� � S � ��� ����M �Z� X�K �/�|� ��J��)J��*J��<�)J�� R J_J|���oe>p �/����� J_J � ��JxJHM%O<�{S �/� � � O4i
� �NJxJ � �)Q����$[HM%���NQ R ���<��JN] �|� ���<�5� R �5���8��g R M � � � O � ��M/�TJ ��� �1WTM/� ��� ��J R<��� J U¹�����0R dZ��J>M%O��
� � O<��JNe>| � SZM9X~dZ�X�*O � � � K � � � ���{M%JHM�� �NdbJ � � � �Ng R M � � � O U¹�/� M�KEM ��� ��� R<� M � � ����� �<�)ObM � �
J_X�J � ��S�J �m�|� M � ��� ��KEM ��� ��� R<� M � K ���%�1� ��J U¹��� [ � ��� � M%OEM � X � ����M � J ���*R�� � � ObJ �%UZ��� ��K � ��J�i
J R�� � �-W��)J � M � � � ���<� � O��5�oeuI � �f["M��/� ��g R M � � � Oq�)JuM � J � �NJ � M%d � �*J � ��� U¹���b� M � Q���K<�)KZ��J
[R� �|� �'�*J|� � i ��� � � SZM � ��� JxJ���J�M%O<�o]�S ��� ��Q��NO<� � M ��� X'] U¹�/� S � d<� � �P["M ��� J � M%�'�)ObQZMcJ_S^M ���
M/�bSz� ��� M%O��5�%e}I � �_� � ScKEM � �*d<� � � � X �%U���� �^Q�� � S � ��� ����M � � X�K �/��� �NJ|�*Jf[R� �|� ��� � �1WTM/� �
S � �<� � �)JLJ_K ���5� � �5� U¹������� �)JLQ��NO<� � M � ��M%J��%e

����� � O R S$dZ� � J��w���Te k%� e��F��]E���Te k%� e��:�
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INTRODUCTION

I � �*J�[ ��� t ����M � J�[R� ���P�|� �z�<� � ���AM � � � O �%U S � ��� � J�M/��� �'R O � �)ObQ U¹���!��� �ZM/� �'R J � ���cK �|� KEM%Q�M � � � O
�)OrM�W��*J_X�ScS � ��� ���P["M��/��Q R ���<�NJPM%O��r[ � ��� � �<��KZ��O<� � O}M\J|�*ObQ � �PJxKEM � ��M � �AM � �)M%d � �Ae�I � � �1� J � ��J � M%d�i
� �*J � Sz��O � �AU J R � � Å�l i�S � ��� � JX�)J � R � �|� �:� � O �'R<��� ���uMAO<��� MAQ � M%OTQ�����] �K���NO � U �|� � � ����� ��J_K � O<�<�)OTQ
��g R M � � � O��*Jz� � ScS � O � X S �NO � � � O��5� M%J �|� �{� �NdbJ � � � ��g R M � � � O���e I � �*Jz�Ng R M � � � O � M%Jcd ����O �-Wvi
� �NObJ|�(��� � Xg�)O����NJ � �*Q�M � �5�o]�[R� � O<�NJxJ��5� d�X �|� �$d<�*d � � � Q � MAK � X � � ScK<� � �5�advX	�-�)J_O<� ��
 ]oM%O<� �|� � �AM � � �'R J
Q�� � S � ��� ����M ��� X4K �/�|� ��J���J R J��5� U¹��� � � JB�<� � ���AM � � � O � M%���Cd ����OfKZ� � � � �<����M ��� XX���)J|� R JxJ��5�oe I ��R J�]�K � M%OEM �
["M��/� U¹��� O � J�[:� � � � � O � ��J � �5� dvX�� MAS$d � ����
 M%O<�h� ���)dZ� ��� [ �<� K � J �0R<� M � ��� JxK � � � ����M ��� O<��JNe$I � �NX
� �NK �/��� ��� ��� �D�)OEM"�<��g R M/�1X �AUf��� � �1� J � M%J_J R ScK � � � Oo]'�1W � �*d<� � �)ObQ ��� � U M/� ����� M � [HM%�/� U¹�|� O � JLS^M�XcdZ�
���&���<� Q � OEM ���|� M%O�X � R<� ����� � �*Q����Z[HM ��� e�I � �yg R M%J��ji JxK � � � ���5� � XZ[HMAJb�-W4K � � �)Sz��O � M ��� X8� � O �1� S ��� U¹���
M �<��� OhK �|�A�1� � �*O ��� � ��� [ U¹� ��g R �NO<�NX � M%ObQ��fdvXh�:��OEM"�<�~M%O<���'M%OTJ � O���e��/M � � � ] � R��|� M%O���� ���'� t/���
U¹��� O<���5�NJxJ0M � X M%O<� J R m �����NO � � � O<�<� � � � OTJ U¹��� M{K �|� KbM%Q�M � �����~M"� �'R J � ���\S � �<� ��� dZ�~JxKEM � ��M ��� XF�<�-i
KZ��O<�<�NO � � O MrJ|�)OTQ � �\KEM � M%Sz� � � � eZs��~K � �)O � �5� �'R��!��� M � � O<�1i KEM � MAS � � � � M"� �'R J � ��� � � � �TJ � d �1X M

�P��dbJ � � � ��g R M � � � O{MAO<�_�1W � �*d<� � �5�nKbM � M ��� � � K � M%O���J�]�� � M�W��)M � �NX � �*O<�<� � J�]TM%O<�_� � O<����O ��� ���PJ_K � � � ��J�MAJ
��� � � O � X K � JxJ��)d � �z� ���|� ��J_K � O��<�)ObQ}K �/� �NO � ��M � J R<�_U M"�5��JNe������/� �&��� � � ��J_J�]-�K����O � U"� O<�<�)OTQ M}Q���O<� � M �
Å9l i S � �<� ��� �*ObQ �*J �<� K � � ��J_JzM%O��q�)O��5� � ��J � O �"��� � � M%KTK �|� M"� � ��J���������] ��� �yJ��)ScK � ���5� � X �%U��|� ���P��dTJ � � �
��g R M � � � O J � � ��� J � �*S R<� M � ��J �|� �rJ|��M � � � U¹��� S �/� �rM/��� R<� M � � Å9l i S � �<� � J�e`I ��R J�]H�uQ R<����� ]w�HM � � M R ]
M%O<�"! �5� U �#�$� � ���5��O �|� X M%JxJ R Sz�5� �|� � � �)Sz�1i+�*O��%M � ��MAO<�5� �AU ��g R �*K �/� ��O � �)M � J R<�YU M/�5�NJ$M%O�� �<���/� ��� K ���
Å9l i S � �<� ��� �*ObQ'J U¹��� d �/��� JxK � � � ����M � J R<�YU M/�5�NJPM%O�� � d � M � �D� ��� �)KTJ � ���EM �Z� O<��JNe

|�O ��� �*JLKEM%KZ� � ]EM ��� ��M � Q�� � S � ��� ����M � � X4K �/�|� ��J��)JR�)JLK ��� K � J|���o]bOEM%Sz� � X'] �|� �Vg R M%J��ji�J_K � � � ����� � X �%U
�)J � dEM � JyO���M �!��� �c[HM ��� e{I � �)J � X�K �/��� ��J|�*J\M%Q � �5�NJ�[R� ��� ����OEM/���{M%O<�%�'M%ObJ � O'&�J �1W4KZ� � �*S �NO � �fd R��
� � ��J/O �/�B� ��g R � � � ��� � ["M%��� U¹��� O � J ��� d � � W����oe I � �CQ��NO<� � M � Sz� ����� � � � � ����J � OyM � �*S �-i+� � SZM/�*Ou["M��/�
��g R M � � � OH��J � M%d � �)J � �5� U¹��� MD� �'��� �<�*OEM � �CJYX4J � �NS ��� ��M ��� X � �5� � � U X'�)OTQ ��� ���)J � dEM � ���CSZM%K\M � ��M/� �H� �)Sz�%e
I � � � �5� � � � ��M � � � O ��ObJ R<� �NJ ��� M �:��� �PK � ��JxJ R<� � �*J � �5� R �5�5� �|� M Å9l i U�R O<� � � � Oo]vd R�� ]�� � O<� R<��� �NO �|� X%]�� �
��� M%ObJ U � � J �|� � k%l i+����KZ��O<�<�NO<�5� �%UZ��� �LK � ��J_J R<� � �|� ��� �R� � �Nmz������O � J �AU �|� �R�)J � dEM � ���"["M��/���Ng R M � � � Ooe
� J � M%d � �*J � �*ObQ Å9l i S � �<� � J � �Ng R � � ��J�S^MAt'�*ObQcM%O}M%JxJ R ScK � � � OoewI � ��g R M%J|�2i�J_K � � � ����� � X � X�K �"��� �NJ|�)Jb�)J
� �<� J���O~M%J6M�OEM �0R�� M � �1W � ��ObJ�� � O �AU<��� �>K ��� K � ��� X�J0M � �)J � �5�yd�XyK � M%O<�>M%O��$JxK � � � ����M � ["M%����J ��� M%�/� ��� �)ObQ
�)O �NX � �)O<�<� � JfM%O<� � � O<�NJ�] � ��JxKZ�5� � �(��� � X'ea� ��� � � ��� � ]-� � � � �NJyO �"� � ��J �/��� �|� �*O � ��Q � M � ��g R M � � � ObJ ���
M%��� � M%Q��*ObQ � KZ� � M ����� J�M%J R J R M � ]/M%O<�hSZM%t/�NJ ��� � � �5� � � � ��M � � � OhSz� ����� � M%d � � �|�_��� ��M �D�|� �H��M%J�� �%U
� �*Q���� �*SZS � d<� � �L["M ��� J�M%JL[:� ��� M%J �|� M �R�%U S � �'�)OTQ~["M ��� J"[R� ��� M~J_S^M ��� M"�bS � �|� M%O<�5�Ae

I � �$J ���_R � �xR<� � �%U-�|� �$KEMAK � � �)JPM%J U¹������� [�J5� � ���%e�|�K � ��J���O � J ��� �$K �|� d � �NS J � M � ��Sz��O � e � ���%e�|x|
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��J � M%d � �)J � ��J M ���/��� � �-WTM/� � �<� � ���AM � � � ObJNe��!�NO<� � M � Q�� � S � ��� ����M � �<� � O�� � � � ObJ/M � �wK � �NJ|��O � �5�oe I � �w["M��/�
��g R M � � � O8�)J �1W4K � ��J_J|�5�F�)O^M � ����� �<�)ObM � ��J_X�J � ��S [ � ��� �8��� ��M ��� X � �5� � � � ��J �|� �X�*J � dbM � ����SZM%K^M � ��M/� �
� �*S �Ae"�uO<M/�bSz�)J_J|�*d<� � � � Xz� � O��<� � � � O}O<�5����J_J0M � � � XrJxM � �*J � ��� d�XaM%O�X �)J � dEM � ����S^MAKg�*J �|� ��Oq�<�5� R �5�5��e
I � �_��M%J|� �%U Q ��� dEM ��� X � �)Sz�1i½�)O��AM � �)M%O � �)J � dEM � ���~S^M%KTJ �)Jm�)O��/��J � �)Q�M � �5��e � ���%e6|x|x| ������� ��� KTJ\M Å9l i
S � �<� � U¹�/�X� �*Q����}S �/� � � O � �NJxJ�[HM ��� JNePI � �fQ�� � Sz� �|� ����M �B� X�K �/�|� ��J��)J �*J �1� J � ��� � M"� � ���oePI � �H�<� � �������
Å9l i S � �<� � �)J~K ��� �/��O �|� dZ� ��g R �(�%M � ��O � ��� ��� �}�P��dbJ � � � �Ng R M � � � O U¹�/� [ � ��� � ��� � ��� OTQ�� �xR �<�)ObM �
� �'��� �<�)OEM � �PSz��MAJ R<� ��J �|� �VM � � � �NObQ ���8�%UB��� �P["M ��� e I � �D�%M � ����� � X �%U d �/��� ��� � � X�K �/��� �NJ|�*J�M%O<� ��� �
S � �<� � �)J ���)J|� R JxJ��5�oe I � �HKEM �&� ��� R<� M � K �|�%�1� ��J U¹��� [ � ��� � M%OEM � X � ����M � J �/�)R�� � � ObJ �%U1�|� �"K � ��J_J R<� ���1W��)J �
M � � ��� �NO � �5��� � O<���oe\p �*OEM ��� X'] � ���%eo|�� �-W � ��O��bJ ��� � Å9l i�S � �<� ��� �)ObQ ���_�|� �H��MAJ|��J �AU S � d<� � ��[HM ��� J
� M%�'�)ObQ^JxSZM ��� M/�bSz� ��� M%O��5��JNezI � �$S � �<� � �)J �1� J � �<� � ���/�5�o] �|� � � � SZKbM � �*d<� � � � X �AU-��� �$Q/� � Sz� �|� ����M �
� X�K �/�|� ��J��)J"[R� ���z��� �*JCQ��NO<� � M � ����M � � � O �*J��<� � M/� � ���o]�M%O<� �|� �PKEM ��� ��� R<� M � ��M%J���J �%U S � d<� � � � �)Q/���\[HM ��� J
M%O<� �%U �'�)J|� � i �|� � � S^M � d �'R O<�EM � X � M9X/� � JuM � �!�)O����NJ � �)Q�M � �5�oe

I. PROBLEM STATEMENT

I �<���'R Q �<�%R�� ��� �*JrKEM%KZ� � ] ��� � K ��� d � ��S � � ObJ����<� � �5� �)J �|� � � �)O���M � M"� �'R J � ���hK �|� KbM%Q�M � � � O �*O
Q R ���<��J �|� M � M � �VJ_X�ScS � ��� ����M � [R� �|�F� ��J_K ��� �R���H��� � ��� ObQ�� �0R ���)OEM � M8W��*J��	��

�1e��zO � XnM8W��)JYX4ScSz� ��� ���
�1W���� � M � � � ObJ�M � � � � ObJ����<� � �5�aJ � ��� M ����� �V[ �<��� �VK �|� d � �NS �)J�M�W��*J_X�ScS � ��� ���%e

A. Basic equations

p ��� M/����M%dEM � ��� ��� J_J � �NJxJ�Sz�5�<�)MT] �|� �!��g R M � � � O �%U S^MAJxJR� � OTJ|� � �AM � � � O ���

������� �<�(����������� ��!#"%$ & Å('
M%O<� ��� �m�Ng R M � � � O �%U S � Sz��O �xR S � � ObJ|� � �AM � � � O

��� �
!��)�*�,+.-(/102�#"3��$ & k
'
X'��� � � ��� �V["M%���m��g R M � � � O 415 � 6� � � �!87 "9�;:<$ & � '
[ � � � �="8�<��O �"� ��J ��� �uM/� �%R J � ���PK � ��J_J R<� �%]<� �*J �|� �PKbM ��� ��� � ��M/� �'R J � ���b�/� ��� ��� � X'] ��� �*J �|� �X�<�NObJ|� � X �%U
��� �PM/� � ]vM%O�� � �)J ��� �uJ_K ���5� �%U ��� �uJ �'R O<�8�*O �|� �PM"� � e6I � �Pd �'R O��EM � X � � O<�<� � � � ObJ�[R� ��� d ��JxKZ�5��� � ���
�)O �|� � U¹������� [R�*ObQb] U¹��� ��M"� � KEM ��� ��� R<� M � ��M%J|��J �xR �<���5�oe
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�:����M R J�� �AU���� �uJYX4ScSz� ��� X �%U��|� ��K �|� d � ��S � � ObJ����<� � ���o] "nM%O<� � � O � XH�<�NK �NO<� � O ��� � ��� ObQ�� �xR i
�<�*OEM � M%O<� �|� � �|� M%OTJ���� � J�� � �'��� ���)OEM � ��JN]�O �"� �5� 
nM%O<� � � ��JxKZ�5� � �(��� � X'eup ���b�|� �)J k%l i K �|� d � �NSa] ��� �
JxKbM � �)M �f� KZ� � M ����� J�M � � � �5� R ���5� ��� ���

�<�(� ����� �;��� ��� ����� �
	 � ������ 	 ��
(��� ����� ��$ & � '
+.-(/10=�#"3� �;����" ��� 	 ��
 " ��� $ &�� '

M%O<� 5 "9� � �� "�	 6� ��
 "�	 � �
 " $ &�� '
[ � � � � ��� M%O<� ��� M � � �|� ��O ��� S^M �TR O<� � M � X ����� ���/� J � ��J_K ��� � �(��� � XcM%J_J � �5��M � �5�\[R� ��� ��� �R� �'��� �<�)OEM � ��J
cM%O<� � ]EMAO<��� ��� �<�NO �/� ��J ��� ��J���M � M � K �|� � R � � e
B. Perspective goals and description of the problem

� �*S R<� M � �)OTQ �|� �~M/� �%R J � ���$K ��� KEM%Q'M � � � O �)O<M%O M8W��)J_X�ScS � ��� ���y["M%���NQ R ����� � ��g R � � ��JVJ ��� �'�*ObQ ��� �
k%l i K �|� d � �NS � g�e & � ' [R� ��� � g�e &�� ' U¹���z��� �ad �%R O<�EM � X � � O<�<� � � � ObJ � O ��� �a[HM ��� MAJZ[�� ��� M%J{M �
��� �z�*ObK R�� MAO<� �|� � �'R�� K R��m�%U ��� �~Q R ���<�%e~p ��� �*ObJ � M%O<���%] � M � Q�� � MAKbK � ����M � � � OTJzS^M�X � ��g R � � �\["M ���
� � O<�<� � � � OTJuJ R � � M%JPS �/� � � O � ��J_J � �)Q����}["M ��� J�& K � JxJ��)d � X{[R� ��� �'�)J|� � i �|� � � S^M � d �'R O��EM � X � M�X/� � J ' U¹���
S � �<� � J �%U [R�)O<�H�*ObJ �|�xR Sz��O � JN] ��� � � O ���|�/��� ���$S � �'�*ObQVM%O<� �'�*d � M � �)ObQu[HM ��� J U¹��� � � ��M ����� M/� � S � �<� � J�e
I � �HK R<� K � J|� �%U1��� �*J KEMAK � � �)J ��� K �|� K � J|�HMPS � ���<� � �|� �<� � ���/�"S � �<� � J �%U J R � � ["M%���NQ R ������J�]�[ � ��� �
� � O �/��� ��g R � � �fM � �NJ ���*R�� � � OF�)O ��� � k%l i+�*ObJ|���<��JxKEM"�5�%]�M ����� [R�)ObQ ��� [Hi½� � J � J��)S R�� M � � � ObJ�&¹�%e Qbe � ��M � i
� �*S ��MAKbK � ����M � � � OTJ ' e I � �����<��Mm�<�K��� ��� KZ�5� �)O ��� � U¹������� [R�*ObQD� � ObJ|�*J � J �%U�� �5� R �5�*ObQ �|� � kAl i�K ��� d � ��S
��� M Å�l i+� � SZK � �1W�� � X J R � � MAJ �|� �}�P��dTJ � � � ��g R M � � � O�� � ��JN]LS^MAt'�*ObQ M%JxJ R ScK � � � ObJZM%Jc[���MAt MAJ

K � JxJ��)d � �%e
I � � �1� J � J � ��K �%U��|� �nSz� �|�<� �P�)J ��� J���KEM � M � � ��� �ZQ�� � S � ��� ����M � �*O U¹��� SZM � � � O ��M �|� ���5� dvX ��� �

� �*S �-i½�AM � X��*ObQR�)J � dEM � ��� SZM%KbJ U¹�|� S �|� M �a�%U<��� �"K ��� KEM%Q�M � � � O �AU<��� �CK � �NJxJ R<� � �|� M%��� ��� �)ObQ � O � � e/I � �*J
�)J � � O<�H� � ObJ|���<� � �)ObQ}M_� � M%OTQ�� �%U � ���/� �<�*OEM � �NJ �	
<$ � � � ��� ���
$�� $�� ��$������
$�� $�� � �L[ � � � � �z�*J � �<� J���O
�)O��<�1W��)OTQz�*J � dbM � J�M � ��M/� �g� �)Sz� & � �5�%eE|_|�� ' ]1�<� � O<�*ObQ!�hM%O��"�8�)O}M%O �)ScK � ���5� � ["M�X & � g�e & Å � ' ' e

I �vR J�] 
}M%O<� � dZ�5� � S � & � �*t/� �|� �\K � �NJxJ R<� � ' �<�NK �NO<�<�NO � �AM � �)M%d � ��J �%U �|� �~KEM ��� ��M � �<�$#�� � ��O � ��M �
��g R M � � � O`S � �<� ��� �)ObQ �|� �c["M%���_�Ng R M � � � Oo] M%O<� ����J|� � �*d � ��� � �)J � dEM � ���\S^MAK [R� �|� � ��JxKZ�5� � �|�g��� �
�)O��<��KZ��O<����O � �AM � �)M%d � �NJ ����$�� $%� �1e6� � � � �*ObQ �|� M � � �)O<���1W���J��*J � dEM � J &�� g�e & Å � ' ' �NOEM%d � ��J �|� � �<� � ���AM8i
� � � O �%UB�|� �zQ � M/�<���NO ���%UB��� �zK � �NJxJ R<� � & � g�e & Å'&�' ' M%O<� ��� �P[HM%�/�m�Ng R M � � � O & � g�e & k%��' ' U¹��� ���
$�� $�� �1e
I � �*J � M%J � ��g R M � � � Oq�1WTM/� ��� XrS � �<� � J ��� �m� �'R K � �*ObQ �AU ��� �fK ��� KEM%Q�M � � � O �AU ��� �fK � ��JxJ R<� ��[R� �|�g��� �
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�)J � dEM � ����S^MAK<Q�� � S � ��� X%]�SZM%KbJ U¹��� [ � ��� � MnO<���5��J_J0M � X � � O<�<� � � � Oq�)JuJ �|� M/�*Q ���xU¹��� [HM � � � XF�<��� R ���5�& � g�e & k � ' ' M%O�� � �)Sz�1i+�*O��%M � ��MAO � JxKZ�5���)Sz��ObJ�SZM�XndZ�m�-W � �)d<� � ��� & � �5�Ae�|x| l ' e
�PJ ��� �HK � ��J_J R<� �R� � �NJ�O �/� �<��KZ��O<� � O � ] � M%���*ObQD�-WTK � ����� � �1W4K � �NJxJ�� � ObJ �AUZ�|� ��� � �1m �����NO � J �%U1��� �

["M��/� �Ng R M � � � O U¹��� McQ/�����NO �aJ R mz��� �|�~U�R�� O<�*J � Å9l i�S � �<� � J�e>� �<�'� J|�*ObQ ��� �<�NJ|� � �)dZ� ��� ��[HM ����U¹���
M � � ObJ � M%O � � � � � ��M/�bJ �|� M%OF�1W4K � ����� � KEM � M%Sz� � � � ����M � � � O ��� ��$ ��� � �%Ua�|� ��[HM ��� & � g�e�& � Å ' ' e>� R��
��� �)J"tvO � [ � �5�bQ�� � ��SZM/�*ObJ��*ObJ R m �����NO ����� �*J ��� M � � ��� �PK ��� KEM%Q�M � � � OnM%O<� ��� �uQ�� � Sz� �|� ����M � K ��� d � �NSZJ& � �5�%eE|_|x|v� ' dZ�5��M R J�� �%U �)O�� ��� �/�5�rKEM �&� ��M � �<� � ���AM � ���/��J �%U �hM%O<���^[R� ��� � �NJxKZ�5� ���|� �/] � ��g R � � �)OTQ~M
� X�K �/�|� ��J��)JNe

I � � � X�K �/��� �NJ|�*J �%U g R M%J|�2i�J_K � � � ����� � X �%U �)J � dEM � JfO<��M � �|� �^["M ��� & � g�e &�� ��' ' S^MAt/��J ��� �_�*J ��� M8i
� � � O �%U��|� ��J��{K �|� d � �NSZJyK � J_J|�*d � �Ae p �/� ��� JxJ � ��J_J\M%O<� S �/� � � O � ��JxJ � �*Q���� [HM ��� JN] ��� �8�<�5� R �5�5� Å9l i
S � �<� � & � g�e & � k
' ' S^M�XcdZ�u[ � � �|� ��O U¹��� M 
8i½�<��J�� � �)K � � � O �%U ��� ��[HM ��� & � g�e &�� � ' ' ��� M��-i+�<�NJ|� � �)K � � � O& � g�e &���� ' ' [ � ��� � � ��M/�bJ ��� M^�P��dbJ � � � �Ng R M � � � Oo]��fSz��M%J R<� �*ObQ ��� �~M � � � ��ObQ ��� �%U ��� �f[HM ��� e�p ���
S ��� �$Q/��O<� � M � ["M ��� � � O<�<� � � � OTJ�] �|� � Å9l i S � �<� � & � g�e�&��
	 ' ' � ��g R � � ��J �|� M � �)J � dEM � JVM � �\O<��M ��� X ��� i
����� Q � OEM � �|�g�|� �Z["M ��� & � �5�Ae6|�� � ' ��� K � �NJ|� � ��� ��� � � �)O���M � � � X �%U:��� �ZK �|� KbM%Q�M � � � Oh[R� �|� � ��JxKZ�5� �
���H�|� ��K � �NJxJ R�� �%e>I � �*J��)J U�R<�j�1��� �5� U¹��� S � d<� � ��[HM ��� J��*OrS^M%O�X^K � M/� � ����M � ��M%J���JuM%O<� U¹��� S �/� � � O � �NJxJ
� �*Q����c[HM ��� JC[ � ��� � �)O�� R �5�����*J|� � i �|� � � S^M � ��� J_J|�NJ�] � ��M/�<�*ObQ �|� ��� � � ��J_K ��� � �(����S � �<� � J �wg�e &���� ' MAO<�
� g�e &
� Å(' e
II. DERIVATION OF EXACT EQUATIONS

I � �*J6J��5� � � � O ��J � M%d � �)J � ��J ��� �w["M��/����g R M � � � O �*OfM%O�Xm� �'��� �<�)OEM � �wJ_X�J � ��S � ��� � � U X'�)ObQ ��� �:�)J � dEM � ���
SZM%K U¹��� M�W��*J_X�ScS � ��� ���yK �|� d � ��ScJ�e�I � �H��M � � R<� M � � � OTJPM � � �1WTM/� � M%JzJ ��� O MAJD�)J � dEM � ���fSZM%KbJPS^M�X
dZ� ��� ��M ��� X ����J|� � �*d ���hdvX<M�� � i � �NQ R<� M � �<�$#�� � S �/� K � �*JxS}eu� ���|�<�'R Q �g��� K ����� Q�����M � M%JxKZ�5� � J�M � �$O �/�
�<�*J|� R JxJ|��� � � � �A]4MzO��5�5�NJxJxM � X~Q�� � Sz� ��� ����M � � � O<�<� � � � O �)J Q��(���NO U¹�/� ��� ��SZM%K'& J M/�bSz�)J_J|�*d<� � � � X'e/��� U¹��� �
��� �PSz� ����� �_�*J�����J|� � �*d ���o]��AM � � �'R J �)O�� �/� �����{Q�� � S � ��� ����M � g R MAO � � � ����J"M � �uK � ���5�*J|� � X8��� � O<��� U¹��� M%O
M � d<� �|� M � X � � M%ObQ/� �%U � �'��� �<�*OEM � ��J�e"I � � �<� � O<� � � � ObJPMAO<� �|� �yO �/� M � � � OTJ �AU���� �*J�K � � � �)Sz�)ObM � X^KEM ���
� � ObJ � � �0R�� � ��� � � � U � � ��O<��� � �)J ���%U3��� ��Q�� � S � ��� ����M � g R M%O � � � ����J R J��5�q�*O ��� �*JLKEM%KZ� � e

A. Geometrical definitions

� � � ��M%O<����� � � �
� $ ��� �Ld � � �NJxKZ�5� � ���/� � X ��� � ��� �*Q��)O ��� ��M � ��� � O ��� �yM8W��)J �%U J_X�ScS � ��� X}MAO<�
��� � ��� ����O � �5� ��M%O � O�����M � dbM%J|�*J �%U���� � � � U � � �NO<�5� k%l i U¹� M%Sz� � � $ 
<$ � �-e � � ��� dZ�HM%OfM � d�� ��� M � X � ��Q R<� M �
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�<�$#�� � S �/� K � �*JxS ��� � O<�*ObQ{McJxKEM � � � i � �NSZK ��� M � � � M%ObQ�� �%U � �'��� �<�)OEM � ��J����
$�� $�� �=� � � 
<$ � $�� ��[ � ��� �
� � ��J�O �/� ���)J �|������� �)Sz�%e�I � ��Oo] ��� � U�R O<� � � � ObJ � M%O<���8�<� � O��5� d�X


 � � ���
$�� $�� ��$ &
�%M '
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�1W��*J � M%O�� � M%��� ��� �nJ0M%Sz� � ��Q R�� M � � � X M%J � e �4R � � � ���/� �<�*OEM � �NJ �{M%O<� � M � �_� � SZS � O � X ��M ��� �5�
� R�� �'� � �)O<��M � d ����M R J|� �|� �F�AM � ��M � � � O �AU � O<� �%UX�|� ��S � � ��JcO �/� SZM%t/� ��� �g� ����� �NJxK � O<�<�*ObQ K � �*O �
�<�NJ|� � �)dZ�VMfJ ��� M"�)Q ����� �)O����*O ��� � ��� �*Q��)ObM � JxKEM"�5�%ewI � �zM%JxJ � ����M � �5�_� R<� �/��J�M � �uO �/� �5�o] U¹��� ��M/� �_� �*S �
�-]

������� !a� U �m�AM � ����J�MAO<� � � �NS^M/�*ObJ�� � ObJ � M%O � ]
���
	�� ! � U �g�AM � ����J�M%O�� � � ��SZM/�*ObJ�� � OTJ � MAO � e

| U � � MAJ6M �
� � ��Q R�� M � � � X']�MHJ_KEM � ��M ����� ��M � dEM%J|�*J � ! U¹�/����� � ����$���� i+� ����� �<�)ObM � � J_X�J � ��S�SZM�XzdZ�-�<� � O��5�
U¹��� ��M"� � � �*S � �Vd�X ��� � ����� �|��� J � 	 � �
� 	 � 	 � ��� MAO<� � � � �
� 	 � � � ��� e{I � ��O M � � ��� � O<��� ��� �5� �
� �NJxKZ�5� � ���/�ZO ��� ScJ�� 	 M%O<��� � ] ��� ��� � M%J_J � �5�)M � ��� R O<� � M � Xg���5� ����� J �
� M%O�� ��� ] ��� � � � M � M/� � � � �)J � ���
��� ����O � �5�hM%OTQ � �NJ�� � � �
� $ �
� �PM%O<��� � � ��� $ ��� �1ePI � ��J��\Q�� � Sz� �|� ����M � g R M%O � � � ����J � ��K � ��J���O � ���P�*O
p �*Qbe Å M � ��Q/�����NOad�X �|� � U¹������� [R�)ObQ �-W4K � �NJxJ|� � ObJ��

� 	 � � �	� 	 �%� � 	 � � 	 �<� � $ & 	'M '
� � � � �	� � �%� � 	;�	� � �<� � $ & 	%d '

����� � � � 	 ��� � 	 $ & & M '
�"!$# � � � 	 �%� � 	 $ & & d '
�&�'� ��� � � �(� � � $ & & � '
�"!$# ��� � � � ��� � � $ & & � '

�
� � ����� � �
� 	 �)!*# � ��� $ & Å9� M '
�
� � � �"!*# � �
� 	 �&��� � ��� � & Å9� d '
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p ��� � � O����NO<���NO<�5�A] �|� �q����� �|��� J �
� M%O<� ��� �|�/� M � ��� U¹�|� S �|� �hM%OTQ � � 	�� � M � �<M � J � �*O ���|� � R ���5�o]
OEM%Sz� � XZ�

� � � � �)!*# � �
� 	 �&��� � ��� $ & Å�Å M '
� � � � ����� � �
� � �)!*# � ��� � & Å�Å d '
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I � �NOo] ��� �H��� U M R<�(� �%U ���&���<� Q � OEM � � � X �%U � ! ��M%O dZ�H�1W � �)d�� � ���hd�X ��� �~MAObQ R<� M � �<�K�'��M � � � O�� �� � � $ ��� �LM%O<�}S �/� �zQ��NO<� � M ��� Xnd�X � � J � MAObQ���O � � Q����/��O}dvX

� � � � � $ & Å�k M '
� �"!$# # �%� � � & Å�k d '

|�O<�<���5�o] M ��� ��M � dbM%J|�*J � !:�*J ���&���<� Q � OEM � � U M%O�� � O � Xg� U&� � :TeyI � �)J �)J���g R �(�%M � ��O � �|�_��� � R J|� U�R��
� � � M � � � O � 	 ��� � � 	 � 	 � � � � �;: � & Å � '

p �*OEM ��� X'] ��� ��� M/� � O R S$dZ� � J(' 	 � �)+* � �
� MAO<�,'.-�� �).* � � � � �NJxKZ�5� � ���/� � X{M%J_J � �5��M � �5�{[R� ���_��� �
� MAObQ���O � ��M � M%O<� �|� �VO ��� S^M � � � SZK � O<�NO � J �%U �|� �D��� ��� �5� � X * �%U M$Q�� � S � ��� ����M � K � �)O � & O �/�:��� M ���%U
��� ��KbM ��� ��� � � ' ��� ��M � ���}M � ���
$�� �"M � �!�)O ����� � R �5�5��e>I � ��J|�m�TX�OEM%Sz���Vg R MAO � � � ����J�M � �VQ��(����O}d�X

' 	 � 6�0/ �
!�� �&��� � 	 ��! � �"!*# �	1 $ & Å ��M '
'+- � 6� / � �
!�� �)!*# � 	 �
! � ����� �21 � & Å �'d '

� �"� � ��� M � Mz� ���/� �<�*OEM � �PJ_X�J � ��S � � ScKEM � �)d � �u[R� ��� ��� ��M8W��)M � J_X�ScS � ��� X �)JLJ R � �g�|� M �

3 � $%��$54 � � � 3 �
$ 6798 � ����$�� ��$�� � � �����
$�� $�� ��$
�����
$��Z� $%� � � � �����
$�� $�� � �

I � �*J_�)ScK � ����Jz�)O KbM ��� ��� R�� M � ��� M �nU¹��� ��M/� � � �*S �A] ��� � � � �1W��*J � J�� � J R � � ��� M � ��� � � !m�)J �|� � M8W��)J
�%U JYX�SZSz� �|� X'e;� ��O<� � M ��� X%]CQ��(���NO M%O M�W��*J_X�ScS � ��� ���rS^M%K;: �
	�� ! $ ����� !�<v]LM OEM �xR<� M � � �<� ���5� U¹��� � � J
�<�NJ|� � �)K � � � O � � ObJ|�*J � J �AU R J��)ObQ �hM%O<���^[ � ��� �F� M%��� � ��J_K ��� � ����� � X}M%O �K����O M%O<�aM%O � ��� �bi�KbM � � � X'e

=



���������
	���
�������������������	� ��"!$#% ����
�
	
&'��()
��*��+-,/.0�1�1	2+0�� 4365879,�:<;>=1,?#A@���.CB'797-BA
ED�FHG%F

B. Rectification of the isobaric map

� � � M%ObQ�� �%U � ���/� �<�*OEM � �NJ � [ � ��� ��� �5� � � � ��J ��� �F�)J � dEM � ���rS^MAK��*JZJ R � � ��� M �8� O<� �/� �<�*OEM � �
�)O��<�1W���JX�)J � dEM � J�[ � � � � �|� � �"��� � � �)J�O �/� � ��� �)O<��M �����8�|� � �<� J �D� O<� �|� K � ��J�� � �/� � M%JzM^d�� � �5� � � � Ooe
� � O U � � �*ObQ ��� � �)O��<�1WTM � � � O �%U �)J � dEM � J ��� �CJ|�*Q'O<� � ��J �|� M � ] U¹��� ��M/� �m� �)Sz� �-] ��� � � R�� ���NJ �
	�� ! � ��K � ��J���O �
��� �m�*J � dbM � JH[ � � � � �|� �!� R<� ����J ����� ! M � ��O � [ � � � � � M%ObQ/��O �R��� �
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I �vR J�] U¹��� M%O�XqQ��(����O �'] �|� �nK � ��JxJ R<� � � � ��JfO �/� �<�NK �NO<� � O �/] J � �|� � ��� ��M ��� �5� � � � ��M � � � O � O M

� � SZM/�*O�� �)J � d � M/�*O<�5� U¹�����|� �!� � O��<� � � � O

4��" � 3 ���
$�� $�� ����� $ " ��� ���
$�� $�� ��$������
$�� $�� ��$�� �����" ���
$�� � � & Å � '
�PJ_J R Sz�)OTQ �|� � � � � ��Q R�� M � � � X U¹�/� �6] ��]"M%O<�	�" ] �|� �)J �*SZK � ����� � � � � M � � � O � O � MAO<� �`S^MAt/��J ��� �
�<� � ���AM � � � O �%U ��� � [HM%��� �Ng R M � � � O [ � ��� � Q � �/� � ObJ
�" K � JxJ|�*d � � � O��ze I � �qSz� ����� � � � ObJ|�*J � J
�%U J|�*Q'O<� U X'�*ObQ ��� � � �)Obt d � � [:����O ��� � KEM �&� �)M � �<� � �(�%M � ���/��J �%U " �	
 $ � $�� �_���AM �)R M � ��� �*O��	
<$ � $�� � ��������
$�� $�� ��$ �%���
$�� $�� ��$�� �CM%O<� ��� ��KEM ��� �)M � ��� � �(�AM � �(����J �%U �" ����$%� �1]EM%JR�<�NJ|� � �)dZ�5�}dZ� ��� [�e

�PKTK � X'�)OTQ �|� �X��� # � � �NO � ��M �1� K � � M �|��� J�� 	 ]<� � ]�M%O<�9�
! � O � g�e%& Å � ' R O � � �<��� �uJ|�5� � O<� �/� �<� ��� ��M/�bJ
���H�|� ��J_X�J � ��S

�� ���
$�� $�� � � 
 ���
$�� $�� ��� ��� ���
$�� $�� ��$������
$�� $�� ��$�� � � & Å � '
I � � � ���|� ��JxK � O<���)ObQ �-W4K � ���5� �cU¹��� S R<� M � � � O��*J8�<�K��� ��� KbKZ�5� �)O �wg�e & Å � ' ] � S � �|� �)ObQ ��� [ � � � � ��� �
�AM � �)M%d � ��J �%U ���AM �*R M � � � O U¹��� JxM%t/� �%U � � ScKEM/� � O<�NJxJNe
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I � �NOo] � �*J U¹��� SZM ��� X � d � M"�)O<��� U¹��� S � g�e & Å � ' d�X � � ScK R�� �)ObQ 
�� � �� M%O<� � �NS^M � t^�)ObQ �|� M �

���� � / � 	 �"%$ : $.��! �"%$.� �	 �" $.: $.� �! �"%$ : $.� 	 �
! �" $.:�1	$ & Å 	 '
J|�*O<�5�9� � �" ���
$�� � � :4e � W4K � ��JxJ�� � OTJcJ��)Q'O�� � ���`[R� �|� ��� �{S � O � i�JxKbM/�5� �<��KZ��O<����O � K � �NJxJ R�� � �" ���
$�� �
M � �zJ �|� M/�*Q ���xU¹��� [HM � � � X ���5� R ���5� U¹�����|� �zQ � M/�<����O �"U¹��� S � g�e &�� ' M%O�� U¹���:�|� �P["M��/� ��g R M � � � O U¹��� S
� g�e�& � ' MAO<���wg�e &�� ' ���AM �*R M � �5� �)O � 
<$ � $�� � � ��� ���
$�� $�� ��$������
$�� $�� ��$�� �1ez� Ux� � � J|�)ScK � � � ��M � � � O MAO<�
R J��)ObQ ��� ��O �/� M � � � OTJ��<� � O��5�q�*O{|x|v�f] �|� ��J�� � � � M � � � ObJHSZM�X{d �z[ � � ��� ��O

+.-(/102� �"3��� � 	 �"
� 	 / �
� 	 � � � 1 $ & Å'&�'
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[ � � � � ��� �!� � �Nmz������O � J�Q/�����NOad�X�
	 � 	 � 6 	 � � � � ' 	 	 � '+-�� �� �	 $ & k�Å M '�
	 � �"!*# � 	 � ����� �

� � 	 	 6 � ' �-� �	 � � 	 � � � �
	 � 6 	 � � � 4 � 	 � � �

� � ����� � 	 � � 	 � � � 	�� # � 	 7��� 6� � 	 4 ' �	 	 � � ' 	 '+- � ' �-� �	 7 � ' 	 '.-
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	 6� �
!
4 ' 	 	 � '.-

� 	 7 	 '.-� � 	 �
! � $ & k�Å d '�
	�� ! � � ' 	 	 � '.-� � 	 $ & k�Å � '

M � � �1W4K � ��J_J|� � ObJ �%U � M%O<� � �-W�� �)R J|���/� � X MAO<� �<�NK �NO<� � O ���
$�� $�� �1e�� �(���<�%R Q �g�|� � � �5�<� �'R Jb��M � � R i
� M � � � ObJ�M � ��O �/� �<� � M/� � �5�o]�O �/� � �|� M �b��� �*JPK ��� ����JxJ���M%OTO �/� dZ� � �5� R �5�5� �|� [ � � � �*ObQ ��� � � MAK � M/����M%O
� KZ� � M �����uU¹���D��� �H� � M%ObQ�� �%U � �'��� �<�)OEM � ��J � ]/MAJ U¹�/�zR J R M � J � M � ��� � �'��� ���)OEM � ��JNefI �vR J�] ��� �c� M/� �
O R S$dZ� � J ' 	 M%O<� '+- �)O�� �/� ����� �*O � gvJ�e=& k'Å(' M � �cK � ���5�*J|� � X ��� � � � O ��� �*d R�� � � O �%U:�|� � � � � S � �! " �*O
� g�e & � ' e I � �NX}M � � ��� �!�1W4K � ��J_J|� � O �%U3��� �!�TX�OEMAS ��� �%Ua�|� �!�)J � dEM � ���zSZM%Koe

� �"� � ��� M � � �<�'� J|�*ObQ �\J R � � ��� M � � � � ! � ��K � ��J���O ���|� � � � � � � �)O���J � ��M"�bJ [R� ���<�%R�� ��� JxJ �%U Q/��O<� � M � � � X
��� J|�)ScK � � � �1W4K � ��JxJ�� � OTJ U¹��� [ � ��� ��� � :^d ����M R J|� �%U-�|� � �/������� Q � OEM � � � X �%U �
	�� !wM%O<� � � � ! M � ��M/� �
K � �)O � ecI � �*Jm� � O<���)J|� U¹��� S R<� M � � � O �)J!�1W4K ��� � � �5� �)O � �5�Ae/|x| l �|� �-W � �)d<� �m� �)Sz�1i½�)O��AM � �)M%O � �)J � dEM � ���
SZM%KbJ�]�MAO<�q�*O � �5�%e�|x|_| �|� �<� � �(���yMcS � O � i JxKEM"�5�!�<��KZ��O��<��O � ["M%��� �Ng R M � � � O U¹��� S �/� � � O � ��J_J � �*Q����
["M ��� J�e � � � � ��M%J�] ��� �VJ �0R �TX �<��M � �*ObQ$[R� �|� S � d�� � ��[HM ��� J � M%���*ObQ~JxSZM ��� M/�bSz� ��� M%O<����JHK � ��J���O � ���q�*O
� ���%e�|�� � �Ng R � � ��J dZ�5�)OTQm� � ���/��O\[R� �|� O � O ���&���<� Q � OEM � � �'��� �<�*OEM � ��J�J �!�|� M � � g�e3& k%�
' �)J��NJ � M%d � �*J � ���
�)O �|� �)JLS ��� �VQ/��O<� � M � � � O � �1W � e

� � ��SZM � tAMAd � �VK ��� KZ� ��� X �%U ��� �NJ|� �Ng R M � � � ObJb�)J ��� M �b�|� �NXaM � �yO �/� S � �<� � ���ad�XaM%O�X}d<� � ��� � �����
� �NQ R<� M � � � M%ObQ/� �AU �AM � �)M%d � ��JzJ R � � ��� M � � ���2�����$ �� �1]�� ��	 �
�� $��� $ �� �-] MAO<� � � ��´� � M%t^�)ObQ���']
��/] ��-]�� �����$��� $ �� ��� � ���2���� $ �� ��$�	 ���� $��� $ �� ��$ �� �-]���������$��� $ �� ��� �����=�
�� $ �� ��$�	 �
�� $��� $ �� ��$ �� �1]AM%O<���" �����$ �� ��� �" ���=�
��
$ �� ��$ �� �1]
�)O K � M/�5� �AU �']��/] �-] �6] ��]/M%O<� �"`t"�5�NKbJ �|� � U¹��� S R<� M8���<��O � ����M � e\� ��� � � �/� � ] �|� �cM8W���M � J_X�SZSz� �|� X
�)JrM � J � ObM �0R<� M ��� X J R KbK ����� �5� d�X ��� � �*J � dEM � ���}[HM%�/� ��g R M � � � Ooe |�O<�<���5�o] U¹��� ��M%O<� � � M%�'�)OTQ
� �NJxKZ�5� � ���/� � X^MAO_���/��OrM%O<�^M%O � �<�!�bi KEM � � � X']vM%KTK � X'�)OTQ ���� � � � O � g�e & k%��' � ��M��/��J �|� �)J ��g R M � � � O
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C. Regular isobaric maps and admissibility

� O��5�5�NJxJxM � XH� � O<�<� � � � Oo]8�PO~M/�bSz�)J_J|�*d<� � � � X�� � O<��� � � � O U¹�/� �)J � dEM � ���>S^MAKbJ�]%[ � ��� � �*J �)O��<��KZ��O<����O �
�%U���� �rK � ��JxJ R<� �A]LS^M�X dZ� �<�5� R �5��� U¹�|� S �wg�e & kA��' � O ���3$%� �-e I � �)Jz� � � � � � � � O �%U M"�bS �*JxJ��)d<� � � � X
U�R<� O<�)J � ��J>M�K �|� KZ� �&� X �)O � � � �NO � �|� ��� ��J|� �:�AU�� ��Q R<� M � �)J � dEM � ���LSZM%KbJNe | � K �|� �/��J:�*O~KEM ��� ��� R<� M �a��� M �
M%O�XrM � d<� �|� M � X � ��Q R<� M � SZM%K � � ��J�O �/� M � [HM�X�J�S^M � � � [R� ��� M$["M��/�yK �|� KEMAQ�M � � � O{K � �NO � Sz��O � Ooe

I � � �<� � ���AM � � � O �%U �|� �)J � � O��<� � � � O � � � ���NJ � O ��� � �bi+�*O<�<�NK �NO<�<��O��5� �AU �" e I � � Sz� �|�<� �
� � ObJ|�*J � J �%U M%KbK � X��*ObQ � KZ� � M ����� J ���� � O � g�e & k%�
' e �uJ �|� � U M/� �|��� J � �NK � �NJ|�NO � �5� d�X�� �� � �	 �" � 	 �" � 	 ��! �" � �! �"�� � ]b� � O �/� �<�NK �NO<� � O �/] �|� �NX S^M�X d � � � �)Sz�)ObM � ��� d�X SZM%t^�)ObQ � �)O���M �
� � S$d<�)ObM � � � ObJ �%U�U¹�'R<� �<�*J � �)O<� � � � � M � � � ObJ K ��� ���5���<�)ObQ U¹��� S U¹�'R<� �<�*J � �)O<� � �)O � �NQ�� � J���e�|�O U M"� � ] � O � X
����� �5� �%U3��� ��J|� � � � M � � � OTJHJ R mz���fM%J �|� ��K �|�'�%U d � ��� [ ����J|� � �*d �NJ�� � e

�PJuJ �'� OhM%J ��� ��� � U�R O<� � � � ObJ � M%O<� � � M%��� �)OhM/���<� � � � OaM �
	xi � �NQ R<� M � � � X U¹�����|� � �AM � ��M%d � � �/]
��� � � K � � M �|��� J ���� &�� � :<$ 6 $ � $
� ' M%KbK � ����� � O � g�e & kA��' X'��� � �bJ ��� ��� ��JYX�J � �NS
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U¹�|� Si� � dZ�5� � S �NJ R O � ��M/� � M%d � �ZM%J�J �'� OqMAJ �|� � � ��g R �*J|� � � �4X4ObM%S ���cM%O<�`Q/� � Sz� �|� ����M � K ��� K � ��� ����J
M � ��O �/����� ���'��M � e

D. Globally time-invariant isobaric maps

I � �*J\J|�5� � � � O K � �NJ|��O � JnM%O �)O��/��J � �)Q�M � � � O � O ��� � � �NJ �|� ��� � ������M%J|� �%U Q ��� dEM ��� X � �)Sz�1i½�)O��AM � �)M%O �
SZM%KbJ � O\[ � ��� � K ��� KEM%Q'M � �(���H["M��/��JCS^M�X �|� M%��� � e�|�O ��� �<� �-�|� �-W � �)d<� � � O � X ��� �LK � X4J�����M � K �|� KbM%Q�M8i
� �(���$J ���)R�� � � ObJ�] ��� �fK � �NJxJ R�� � �)JPM%JxJ R S ��� ��� dZ�$J R � � �|� M ����� � U�R O<� � � � ObJ � �	 �"o] � 	 �" ]oM%O<� � �! �" M � �
O � O �5� �|� M%O<� � ��M � eCI � � �)O��/��J � �)Q�M � � � OF�*J �xR Og�<� � �5� �|� X U¹��� S �|� � �*J � dbM � ���z[HM%��� ��g R M � � � O � M ��� � �
��� M%O �|� ��M/�bSz�)J_J|�)d�� � � � X � � � � � � � � On[ � ��� �F� O � XnQ��(���NJuM\O<���5�NJxJ0M � XF� � O��<� � � � Ooe

��Q ��� dEM ��� X � �)Sz�1i½�)O��AM � �)M%O � SZM%K S^M�XhdZ� �<��J�� � �)dZ�5�`d�X � �)Sz�1i+�*O<�<�NK �NO<�<��O ��U�R O<� � � � ObJ � ���
$�� �
M%O<� �����
$�� �1e$� �<�'� J|�*ObQ ��� MAJ �|� � � � � � � �)O���JzX'��� � �bJ �|� �H� � OTJ ��� M/�)O � � � :Te\I �vR J�] ��� �~J ���)R�� � � O
SZM%KbJLSZM9Xnd � � ��K � ��J|�NO � �5�a[R� �����'R��R��� JxJ �%U Q���O<� � M � � � XZd�X ���3$%� �>J0M � �)J U X'�*ObQ �wg�e & Å � ' M%O<�� �	 �" 	 � 	�� � 	 �" � � �	� � � �! �" � : $ & k � '
��M � � R�� M � �5� U¹�|� S � g�e & k%��' S R���� �*K � ���5�ZdvX � �	 e � �*JLQ����/��O}d�X
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� �NS^M � t^�)ObQ �|� M � � g�e & Å � ' �*SZK � ���NJ2� � � � ����� � � �;� � ���;� 	 � � � � 	 e I � �NOo] � [ � ��MAJ|��JuM%KbKZ��M � e
1. ��� does not depend on �

|�O �|� �)Jb��MAJ|�%]�� 	�� � � �NJPO �"� �<�NK �NO<� � O � �5� ��� � � &�J|�5� � g�e�& k � ' ' e�� M � M ��� � � K � M%O<��J ���&���<� Q � OEM �
��� � ��
��CM%O<� � � M8W���M � �NX � �*O<�<� � JLM � � � d � M"�)O<��� U¹��� � 	 � � :\M%O�� � � � �;: � �NJxKZ�5� � ���/� � X'e � W�����K ��U¹���
��� ��J|��KEM �|�<����� Q�����M � ��M%J���J�] � g�e & Å � ' ��ObJ R<� �NJ ��� M � � 	 �6].� � �6] � 	 ��]EM%O<� � � �{M � �VO � O �5� ��� e

I � �NOo] � g�e�& Å � ' SZM%t"��J �|� � � � �)Sz�)OEM � � � O �%U � 	 � K � J_J|�)d � �m�)O � � � � �	 � ��:8��M � � R<� M � �5� U¹�|� S ��� �
�<� � O<� � � � O"� g�e=& 	%M ' e}I � � � ��J R���� � 	�� # � � � ���%� � 	�� # � � � � � ��g R �(�%M � ��O � ��� � 	�� # � ! # # � � � : & J|���
� g�e & & � ' M%O<�	� g�e�& & � ' ' K ��� �/��J �|� M � � � O � X_�<��KZ��O<�TJ � O � e"�PJ � � ! # # � �9� �
���)J,�5� ��� ] �z�*J�M%O
�1W�� �)R J������ U�R O<� � � � O �%U � M%JH[�� ��� e � g R M � � � ObJ & & M ' M%O<� & & d ' J �<� [ �|� M �
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$�� � �	� ��� � ����� � � � �
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� � [�] U¹�|� S � g�e�& & � ' ] � � � � � � � ��� � �<J � ��� M � � 	 � � � � : ��M%O<dZ�y[ � � �|� ��O � � � 	�� # � � � � ��� � :
[ � ��� � ]b[R� �|� � g�e�& k �8d ' ] � ��M/�TJ ���

� � � ��� � � �"!$# � ��� ��$
� � d ���)ObQ�M%OZM � d<� �|� M � X � � ObJ � M%O � e p �*OEM ��� X'] ��� �b��M � � R�� M � � � O �AU � g�e & Å � ' R J|�)OTQ�� gvJ�e & k � ' [R� �|�z�|� �)J
U�R O<� � � � O � X'��� � �bJ
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 � �)JyM � d�� ��� M � X%e{I � �_� ���|� ��JxK � O<���)ObQg�)J � dEM � JyM � �8� � O<�5�NO �|� ���^JxK � � � ��J�eaI � �)J � � O�� �)R J|� � O
� � SZK � � � ��J ��� �cK �����%U ��� M � KEM � M ��� � � K � M%O<�NJ�]3� � M8W��)M � �NX � �*O<�<� � J�] M%O�� � � O<�5�NO �|� ���ZJ_K � � � ��JfM � � ��� �
� O � X � ��Q R<� M � Q ��� dEM ��� X � �*S �-i+�*O^�AM � ��M%O � �)J � dEM � ���VSZM%KbJ U¹��� [ � ��� � � 	 � � �NJ�O �/� �<��KZ��O�� � O"�/e

2. ��� depends on �

|�O ��� �*JR��M%J��%].� 	�� M � J � �<�NK �NO<�bJ � O �/e �uKbK � X'�*ObQ � � ��� � g�e & k � ' � ��M/�TJ ���
� � � 	�� � 	 �" � � � � � �	 �� � � �! �" � : �

� �*O<�5� � � � 	 M%O��9� 	 �"nM � �uM%JxJ R Sz�5�nO � O �5� �|� ] ��� �)J � � � M � � � O~K �|� �/��J �|� M � � �! �" �8� 	 �"_� � �NJCO �"� �<�NK �NO<�
� O �-e�I � �NOo]'� g�e & k � ' K �|� �/��J ��� M � � �	 �" � � 	 �" �*� 	�� # � �" �<� � ��JuO �/� �<��KZ��O<� � O ���5� ��� � � ]�J �8�|� M � M
Q��NO<� � M � J ���)R�� � � Oq�)J �" ����$%� � � � ���(��� � � ��	�� � � ��[ � � � � � ]��9]oM%O���� M � � � ��M �/U�R O<� � � � ObJ�e�� � � � �)ObQ
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� ��� � � ��� � ]B� U �|� �\JxKEM � ��M � �<�NK �NO<�<��O��5��� U¹���X�|� �\S � �<� � �*J ��� ��M ��� Xrd�� � �5� � �(���%] K � J��)ObQ �� � �3���(�1]
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B. Geometrical hypothesis
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D. Observations and discussion
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M � ��M/� �%U � � �" M � �g�<�)J � �)O�� �cU¹��� d �/��� S � �<� � J�e I � M �_�%U � R���� M%O<� �*J9� ��� � � $%� �"� � � �8$�� �$[ � � � � �

�<�NO �/� �NJ ��� �VM � ��M �%Uf�|� �D�*J � dEM � ��� & �����|� � � �-i+�)J � � ' J R<�_U M/����J � ��� � J R J ��� � ��� U¹�/� � g�e & ��� ' [ � ��� � �)J
� �*S �-i+�*O^�AM � ��M%O � e � � ObJ|���<� � �)ObQ ��� � ��� M%J>M � M � � � � ��� � �)� � � � �1]'[ � � � � � [ �'R<� � � ��K � ��J|�NO �:��� ��K � M%O<�

� �



���������
	���
�������������������	� ��"!$#% ����
�
	
&'��()
��*��+-,/.0�1�1	2+0�� 4365879,�:<;>=1,?#A@���.CB'797-BA
ED�FHG%F

J|��� � � � O �%U��|� �^["M%����Q R ���<� � � M�[�O U¹��� �Zd R�� O �/� 
T] X'��� � �bJfM J|�*S � � M �VU¹��� S R<� M � � � O d R��H� ��SZM/�)ObJ
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E. Particular profiles
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��� � � � � � � � �)!*# ����� � & J��)O R J � ���EM � ' ]
������� � � � � � � � ��� & �:�NJxJ�� � ' e
|�O<�<���5�o]EO �/� �*ObQ�� � �8$��=� ��� �Vp �'R�� ��� ���|� M%ObJ U¹��� S �%U � � � ���" � �8$�� � [ � � � ��� ����O �/� ��J �|� � � �*S ��K R<� J0M8i
� � � Oo] �|� �V[HM%�/� �Ng R M � � � O � ����� ��J_K � O<�<�)OTQ �|� �|� �!��M%J���J �������	�
��� �)J � d � M/�)O��5� U¹���

� �� � � � $��=��� 4
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[ � � � � � � � � � � � �"� � � � �:�)J�� � ObJ � M%O � ewI � ��J �/�)R�� � � ObJ:�)O ��� ��p �'R<� ��� � � � SZM/�)OrM � � ��� �NO

� � �8$��=����� � ���=� � 
����! � 	"� � ���=� � � 
��#�$ � $ & � &�'
[ � � � � � ���=�X�*J�M}J_g R M � � �|�'�/�!�%U%� � ��� � � � � M%O<�&� � ]'� � M � �cM � d�� ��� M � X%ec� � ��O �)( :T] M � R�� i
� #`K R<� JxM � � � O*� ) � �'+ � S^M�X<dZ� �<� � O<���f� � ���=�b�*JD�)SZM%Q��*OEM � X{M%O<� ��� �H� ���|� ��J_K � O��<�)ObQn["M%��� �)J
K ��� KEM%Q�M � ���/� � O � X U¹�/� �-,-� ) e � �/� � ��� M � M �������'R Q �!��� �*JB��g R M � � � O �)J R J R M ��� Xz[ � � �|� �NO �*O �|� �)J U¹��� S}]
�:� � O<� � J � � � MAJ$J �<� [�O �|� M � �|� � �|� M%��� ��� �*ObQ}S � �<��J�[ � ��� � � � ObJ � � �xR�� �NJ ��� �np �'R<� ��� � dEM%J��)J$J�� � � �
O �/�>U�R<� O<�)J � M!� � ScK � � � ��J|� �CU¹��� � � O^�/�1W^K �|�A�1� �NJ & �/. : ' e�|�O �|� �)J ��MAJ|�%] ��� �PJ|� �:�AU �5�*Q���O U�R O<� � � � ObJ
�%UB��� �yMAJxJ � �5�)M � ��� �'�0R<� S~i$� � �'R �'� ��� ��K ��� d � ��S S^M�X_�*O<� �*R �<� �|� ��J � i½��M ��� ��� � �|� M%KbKZ�5�rS � ����J � e�I � �*J
� �Ng R � � ��J ��� � � ObJ|���<� � � g�e�&���	 ' �*O ��� � �/M%K � M/�5� � � S^M/�*O � M �|� � ���|� M%O ��� M �R�%U p �'R<� ��� � e

p ���-��� �u�:�NJxJ|� � ����� ObJ ������� ]�O �/� �)ObQ10 � �8$��=� ��� �Pp �'R<� ��� ����� MAObJ U¹��� S �%U �" � �8$�� �1] ��� ��� ���|� ��JxK � O<��i
�)OTQ~["M%���m��g R M � � � O �*J
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[ � � � � 5�� MAO<� 8�� M � � �|� �L�:�NJxJ�� �bU�R O<� � � � ObJ �%U ] � ��J_K ��� � ����� � X%] ��� � �1� J � t^�*O<�~M%O<� �|� �LJ|��� � O<�~t^�)O�� � 
&\� � M%K � � � &�' ]�M%O��*0 � ] 0 � M � �yM � d<� ��� M � X'e
���K��� ����� � � �NJxJN]�J R � � K �|�%�1� ��J�M � �VtvO � [�O}[ � �NO �|� �z� �NdbJ � � � ��g R M � � � O �*JH[ � � �|� �NO U¹������� �D�AM � �ji

M%d � � 
 � M �|� � �_�|� M%O �Ae I �vR JN]VM ���|�<�'R Q � M%OEM � X � ����M �b� ��J R<��� JrM � � R O<� � M%ObQ/�5� U¹���8��� � K � ��J_J R<� �
� �NJ ���*R�� � � Oo] �|� M � �)JwO �"�-��� �b��M%J�� U¹���-��� � � ��M � K � X�J|����M � J � M%K �NJ�e |�OcKEM �&� ��� R<� M � ] �|� ��O<�N[ � � ScK R�� ���
K ���%�1� �NJ � M%���ZM%O R O R J R M � � � M � M/� � � � �*J � ���/� ��� ��� � � M"�<� R J �/�X��� ��� � � ��ObQ �|� S^M�Xad � � �Ng R � � �5� ��� dZ�
d �'R O<�<���oe

1. Properties of physical shapes

� � � 
 �� � � 
��$d � �|� �{K � J|� � ���/� � ��OTQ ��� �%UR��� �r["M ��� � U¹�|� S 
 � ��� 
 ( 
 � eqI � �NOo] � � �
� 6 	�� � �	
�� � � 
be l � � �(�'�)ObQ ��� �m�-W4K � �NJxJ|� � O � � 
�� � � ���,�	
�� ��Q��(���NJ

� � ���,�	
�� ��� � � � 
��
� 6 	�� � � 
�� � � &�� k
'

I � �*J �)ScK � ����J �|� M � � � �
��� 6 ] ��� � � �*S � � ��M%J�� � � � � � 6 � ����� �NJxK � O<�<�*ObQ ��� M%O �)O � O<� � �ZJ ��� KZ� U¹���
��� �aK � X�J|����M � J � M%KZ�%e ��W�����K �ZU¹��� ��� �}J|�*O R J � ���EM � K �|�%�1� �{[ � ��O � � � � � . 6 ] �|� � U¹��� S R<� M � � � �
� �NS^M"�)ObJ K � X�J|����M ��� X\Sz��MAO<�)ObQ U�R<��� O � X � O ��� [�� � ���wR KbKZ� � d �'R O<���5�8�*O � � � �AM � J J �m�|� M � M�SZM8W��)S R S
��� Sz�)O<�*S R S � M"�<� R J � � M%JxJ � ����M � �5�{[R� �|� M � ��ObQ ��� � � SZM�XndZ�m��� � O<��� &�J|�5��I6M%d � � &�|x| ' ' e

� �"� � ��� M � � U M � ��i � ��Q R�� M � K ���%�1� �b�NO<�bJ>[R� ��� M�J ��� KZ� � � � 6 M � �,� �5��]vK �|����� ObQ��*ObQ ��� ��K ���%�1� �
d�X ��� �b� � O��PJ R � �8��� M � 3 � , � � $ � � � � � � 6 � ����� ��J_K � O<�bJ �|� S � ��� �<��� �uK<�*K ��dEM��z���oe I � �)J>K ���%�1� �
J � � ��� J0M � �)J � ��J ��� � � � i � �NQ R<� M � � � X'e~|�O �|� �)J!��MAJ|�%] � g�e &���� ' K �|� �/��J �|� M � ] U¹�/� � , � � ] �|� �ZK � ��J_J R<� �
K ��� KEM%Q�M � ��J�M%JLJ_K � � � ����M � ["M��/��JNe

2. Computation of physical shapes

I � � � � ScK R�� M � � � O �%U � �	

� U¹�|� S � � � �!��M%O d �ZM/� � ��������� �)O M%O �*SZK � ����� � [HM�XP� U:�|� � � �8�-W��*J � J

 J R � � ��� M � � � � 
 � � �1e�|�O ��� �*JD��MAJ|�%] � g�e &�� k
' X'��� � �TJ 	�
 � �� + �
� 	 
 � �� � � 
 � � ���,�	
�� � �,� 
 � � �	
�� �
[ � ��� � �*JLK �|� ���NOq�Ng R ���AM � �NO �����
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[ � ��� � J ��� �/��J�
�M%JwM U�R O<� � � � O �%U}��� � � M/�<� R J�e I � � U�R O<� � � � ObJ 
 M%JxJ � ����M � �5�$[R� ���H��� �LJ � M%KZ��J �����������
M � �ZJ_K ���5� � �5� �*O`I6M%d � � & |_| ' e I � �^Q�� � S � ��� ����M � �<� # � � ��O<����J$dZ� � [��5�NO ��� �NJ|�nK ���%�1� ��Jm� � M�[�O U¹���
d �/��� 
aMAO<� �\S^M�XhdZ�cM%JxJ���JxJ��5� �*O pa�)Qbe��be � �/� � �|� M �!��� �*J � Q R<� � �-W � �)d<� � J �|� �ZSZM8W��)S R S MAO<�
Sz�)O<�*S R S � M/�����?e
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IV. GENERALIZATION FOR SMALL WALL ADMITTANCES AND MOBILE WALLS

� � �NO ��� �c["M ��� � !��*J�S � d<� � � �/� �*J�O �/� ���<��M ��� X � �)Q���� M%O<� ��� J_J � �NJxJN] �|� �ZO ��� SZM � � � SZK � O<�NO �
�%U-�|� �\M/� �'R J � ���m��� ��� ��� � XF�)JuO �_��� ObQ�� � ��� �|� e �����/� �&��� � � ��J_J�] �|� �f["M ��� � !wSZM�XaJ � � ��� d � �<��J�� � �*d ���
d�X � � � ! U¹��� Mz� � ObJ � M%O � � � � ]�M%O<� ��� �yQ��NO<� � M � O �/� M � � � ObJ � g�e & k &�' ��� � g�JNe�& � Å(' � ��SZM/�)O �AM � ���oe
I � � � O � X_�<�$#�� � ��O��5���NJPM � � ��� M � � � � MAO<� ��� � S^M�X{dZ� � �*S �-i½�AM � X'�*ObQ\M%O<� ��� M � � � � �� :~J|�*O<�5� ��� �
["M ��� � � O<�<� � � � O & �� � � � � � �� : ' K � ���/��O � JX�)J � dEM � J U¹��� S dZ�5�*ObQ �/������� Q � OEM ����� � ! |�O ��� �)JR��M%J��%] ��� �
d �'R O<�EM � X � � O<�<� � � � ObJ � O � !"S^M�X<dZ� �<��J�� � �)dZ�5� dvX M � � � M � � � O � �)OTt'�*ObQ �" M%O<� �� � � � � � e �4R � � M

� � � M � � � O �*J R J R M ��� X^J_K ���5� � �5�q�*O ��� ��p �'R<� ��� � � � SZM/�)O R J��)ObQcM�� p/rxrBp�[/UHYxL\L½p/J�G�I 8 e
�PJ�MAO �-WTM%SZK � �%] � U M{g R M%J��ji K � M%ObM � ["M ��� �)JD�'�)d � M � �*ObQb] M{J � M%O<�bM � � d �'R O<�EM � X � � O<�<� � � � OhS^M�X

dZ�m����J|� � �*d ��� U¹��� � � � dvX�� 
 & KEM%Q/����� '
�����	�" 	�
 �� 8 ���=���" �*� 
 � ��� �* � � � $ &���� '

[ � � � � �
� � � � � � +3-(/10 �*J �|� � �<� � ���AM � �(��� �*O �|� �P��� � ��� � � � O � � ]�� �� �� Q����/��J ��� � p �'R<� ��� �
��� M%ObJ U¹��� S ��� � O<��� U¹��� �|� � � �*S �-i�K R<� J0M � � � O���]\M%O<� * �*J ��� � ��� ��M � ��� ��� �5� � X �%U � !�e 8 ������ � � � � � ��.� �* � � ��� � �
�" �*J ��� �\J_K ���5� � �ZM"�bS � �|� M%O<�5� �%U ��� �\SZM � � � �)M � � � ObJ � � �xR�� �*ObQ ��� �~["M ��� e�� �/� �
��� M � 8 �*J ��� �<�)OEM � � � X~Q����/��O{J R � � ��� M � � � �)J �'R�� ["M � � � X_��� � ��� � �5�o]4J �H��� M � M$KEM �&� ��� R<� M � M �|� �NO � � � O
S R J � dZ�PKEM"��� �|� �|� �D� � O^�/��O � � � ObJ R J|�5��e � �/� � ��� M ���|� �)J��<� � �5� � � � Oz�)J"M/� � ��������� � �<�'� J|�*ObQ ��� � , :
M%O<� � � �hJ R � �g��� M ����� �!�*ObJ|���<� �%U3��� ��Q R ���<� �)J�M �b�|� � � �*Q ��� J|���<� �%U �
� e

I � �*JZJ��5� � � � O���J � M%d � �)J � ��JZM S � O � i JxKEM"�5�{[HM%�/� ��g R M � � � O �)O ��� �*J~Q���O<� � M � � � O � �1W �nU¹�/� ��M%J|�NJ
J R � �g��� M � � � ��� 6 ]ESZM%t^�)ObQ � � � � M%O<� � � � �hO<��Q � �)Q/�)d � �%e � �/� � �|� M �R��� �*J � �NJ ��� ��� � � � OF�NO<� � SZKEMAJxJ|�NJ
X�� � S^M%O�X{K � X�J�����M � ��M%J���J U¹��� [ � ��� � ��� �z[HM ��� M/�bSz� ��� M%O��5��M%O<�rJ � ��� � �" � � M � ��J_S^M ��� ]4M%JR� � M � � � �5�
dZ� ��� [ d�X��wg�e &�� � ' e I � � � ��M%J � O U¹������� �*J � ��J ��� ��� � � � O �*J�M � J � �<� � M/� � �5�oe
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A. Derivation of the 1D-model

� J � M%d � �*J � �*ObQ$M Å�l i�S � ��� ��U¹�|� S � g�e & k%�
' � �Ng R � � �NJ�� � K<�)ObQ$[R� ���8� [ � K �|� d � �NSZJNe�I � � �1� J ��� O��
� � ObJ|�*J � J �%U SZM%t^�)ObQ ��� �rd �'R O<�EM � X � � O<�<� � � � O R JxM%d � �A] �1W � �)d�� � �*ObQ M � � � M � � � O`d � � [:����O � � � MAO<������ �" e I � �)JcJ � M%Q��rJ � M%O<�bJz�)O U¹��� ��� �aJ��)ScK � � � ��M � � � O �xR O��)O � ���%ew|x|_| � � ObJ|���<� � �)ObQ ��� M ��� � :Te
� �|� � ��� � �)ObQ � g�e�& Å'&�' � O � � � ��M/�bJ �|�H��� �*J � ��g R �*J|� � � ���<�NO � � � ��M � � � O{Q��(���NOad�X

� � � 	 ��� � �"� 	 �" � &�� � '
I � �rKZ� � J��)J � �)OTQhS^M/�*OqK ��� d � �NS �*J ��� � �K�%M �)R M � � � O �AU � � � �<� � � �&��� �8� � O � !�e �VO��5�}M%Q�M/�*Oo] ��� �
��� ��M � g R M%J��ji�J_K � � � ����� � X �AU �*J � dEM � J O<��M �-��� �L["M ��� SZM%t"��J ��� ��J ���)R�� � � O �AU �|� ��K �|� KbM%Q�M � � � O\K ��� d � ��S
J|�NKEM � M � � U¹��� S �|� M �_�|� �<Q�� � Sz� ��� X �AU �*J � dbM � JNe ��� �0R M ��� X%] ��� �*J � X�K �/�|� ��J��)J �)J � d � M/�)O<��� M%J_�*O
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� ����SZM�XadZ�$MAKbK �|� W��)SZM � �5� d�X 6 M%O<� �4e l �NJ|� � �)d��)ObQ � ! [R� �|� � � �8$�� � � ��� � � �8$�� �-] �ydZ�5�)OTQ ��� �
� R�� �'� � �)O<��M ����� �<�)OEM � �VJ R � �g��� M � � 	 � � � �8$�� � � 6 ] �|� ��S � �<� ��� M%t"��J ��� ��J��)ScK � � �"U¹��� S� �� �" 	 4 � � � �

�
	 �
! ' 	� 	 � � � ' �- � ' �	 � 7 � � �" 	 � ' 	� �
! � � �" � 6� � � �! �"� ����� �

4 � �&��� �
�

	 �
! '.-� � ' 	 � � '.- 7 � �2' 	 '.- � � 	 � '+-� �
! �� ��! '+- 	 ' 	 ��! � ��$ &���� '
[ � � � � ��� ��Q�� � S � ��� ����M � g R M%O � � � ���NJuM � ��J � � ��� ���AM �)R M � ��� U¹��� � � � MAO<� �|� ��J|�5� � O<�aS �NS$d � � S^M�X
dZ�m�*O � � � K � � � ��� M%J�J �'R<� ����Jb�)O<� R �5���ad�X �|� ��S �/� � � O �AU � !�e
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� �"� � ��� M ��U¹��� SZM%O�X$K � M/� � ����M � ��M%J|�NJ�] ��� ��� � O ���|�/��� ���\S �"� � � O ������� �����*d � M � � � ObJ �%U}��� ��["M ��� M � �
J R m �����NO �|� X�JxSZM ���^�|� � � ObJ|���<� � S R � � J ����� ObQ�� � M%KbK �|� W��)SZM � � � ObJ�e ��O<�<� � J R � � M"�EM%K � �5� � � O<�<� � � � ObJ�]
� g�e &���� ' SZM�X{dZ� � �5� R �5��� ��� � � J �1� J �b��� �<� � M%KbK ��� W��*S^M � � � O

� �� �"�	 � � � �� � � �" � 6� � � �! �" � ����� � ����� ��
�	�
! '.- 	 ' 	 �
! �
��$ &�� 	 '

U¹��� � � � eup ��� �'�*d � M � �)ObQc[HM ��� JN] ��� �*J � MAJ � M/� �'R J � ��� �Ng R M � � � O SZM�XadZ� � �'R K � �5� [R� ���q�|� �fS � �<� �
�%U3��� �V["M ��� ���*d � M � � � ObJ�e

D. Influence of visco-thermal losses

� g R M � � � O &��
	 ' M � J � �NOEM%d � ��J ��� ��M � �)ObQ ��� �m��M%J|� �%U � M � Q��VK<�)KZ��JH[R� ��� �'�)J|� � i �|� � � S^M �f��� J_J|�NJ�� R �
���H�|� �V[HM ��� ]4O � [ M%JxJ R Sz�5�}S �/� � � O � ��J_J�e

� � � J|�*Q'O<� � ��M%O � KbM � M%Sz� � � � JCJ_K ���5� U X'�*ObQ �|� �zK ��� K � ��� ����JCM%O<� ��� �uOEM �0R�� � �AU ��� ��� R ���^M ��� ��J � dZ�
�<� � O<�5��� �|� �8� � �1mz�5���NO � �%U J � ��M � �'�)J�� � J�� � X ��] ��� � � � �Nmz�5����O � �%U:��� � � SZM � � � O<� R � � ���'� � X � ] ��� �
� ��M � � � �Nmz�5����O � JcM � � � ObJ � M%O � K � ��J_J R<� � M%O�� � � ObJ � M%O � � �/�)R Sz�nKZ� �\R O<� �H�%U SZM%JxJ ��� M%O�������]
��� �$JxKZ�5��� � � � ��M � � M � � ��� � ���
�
����]�M%O<� � OEM ��� X �|� � � � M � M/� � � � �)J � ��� � �NObQ ��� J	� ��
 � � � � ��� � �uMAO<�
�
� � � � � ��� � ��� �-eZI � �z� # �5� � �%U ��� �z�'�)J�� � i ��� � � SZM �-��� JxJ|�NJ � O �|� �cM/� �'R J � ����J�S^M�XhdZ�z�<��J�� � �*d ���
U¹�����|� M%��� ��� �*ObQ$["M��/��JudvX{M%Og�Ng R ���AM � ��O � JxKZ�5��� � �V["M ��� M"�bS � �|� M%O<�5� 8 Q/�����NOad�X � 
 &�KEM%Q��NJ Å�Å�k i Å�Å � '
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[ � � � � � �)J � �*Obt/��� �|�m�|� ��M%ObQ � � �%U �*O<�5���<��O��5� �%U �|� ��[HM%��� U¹�|� O � J � O � !oM%J�����J|� � �*d ���ZdZ� ��� [�e � �/� �
��� M �R��� d ��K � X�J|����M ��� X{Sz��M%O��)ObQ U�R�� ] 8 SZM9X � M%���yM%O � � � Sz� � ��M%O{JYX�SZSz� �|� XrJ � ��� M �R��� �m� � ScK � �1W� 
 �=� ��� � O<�5���bJ �|� dZ��JxKZ�5��� � ���f� ��� �)Jwg R M%O � � � X~S^M�X\dZ� R O<�<� � J �|��� �ZM%J � � ��� ����� � 
 ������� U¹�/� � , :T]
M%O<� ��� �g� � O �_R Q�M � � � � ��� ����� � � 
 ����� � U¹�/� � . :Te � ��� �}K � ���5�*J|� � X'] �|� �)Jz�<� � O<� � � � O S^MAt/��Jz� �
� �/�|� �NJxK � O<� ��� ��� � � �)Sz� � KZ� � M ����� � ��� �! U¹�/� ��M R JxM �oU�R O<� � � � ObJ � � e

I � ���AM � ���<� � X �%U � g�e3&�� &
' � � � ���NJ � O ��� � U M/� �-��� M �-��� � �|� ����tvO<�NJxJ �%U �|� ��d �%R O<�EM � X � M9X/� � SZM�X$dZ�
��� � XZJxSZM ��� [R� ��� � ��Q'M � � ��� d �/�|� ��� � � M"�<� R JCM%O<� ��� � � M/��� R J �%U � R<� �AM �xR<� � �%U ��ewp ��� MyK R<� J0M � � � O
��] �|� � ��� ����tvO<��J_J��*JLQ����/��Ord�X � � � � �
 � � U¹�����|� � �'�)J|� �'R J�� #���� � JN]�M%O<� � � � �
� � � U¹������� � ��� � � SZM �
� # �5� � JNe�p �/�LR J R M � � � O<�<� � � � ObJ�]�� �
 M%O<�����$M � �yMAd �'R�� � 6 :������ M%O<��� 6 :������ J � �|� M �R��� � ��� � � SZM �
� # �5� � JVM � � ��� �yS � J �b� ��J ��� ��� � ���/�%e�I � � �|� ����tvO<�NJxJD���5� � ��M%J���Jz[R� ���g�|� � U¹� ��g R �NO<�NX � M%J � � ��� � MAO<�
�)JwMAd �'R�� � ��� � � M � � � 6"!$# U¹�/� �|� � ��� � � SZM � � #���� � JNe I � �)J � � O<�<� � � � Oz�*J ��� �NO U�R��*�1��� �5� U¹�/� S^M%O�X
K � M/� � ����M � ��M%J���JNe
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� � [�] � ���(��� ����� ��J_K � O<�bJ �|� �|� �yJ_g R M � � �%U �|� �fJ��)O<� �%Ua��� �yM%ObQ � � � 
 & KEM%Q/� Å � � ' � �
� $ +3-(/10=� �"1� �1]
��� ���<�NO � ����M ��� X'] ��� ����� � � � 6 � � 6 � � � �1eV�PJ � � �)JuO<��Q � �5� � �5� MAd � ���A] � S^M�X}d �$M%KbK ��� W��*S^M � �5�advX6 eHI � ��Oo] � U � � �*J �%R�� [HM � � � X �<� � �5� � �5�o] ��� �yd �'R O<�bM � X � � O<�<� � � � O	� g�e�&���� ' & U¹��� * � � ' SZM�X{dZ�
[ � � �|� ��O �)O ��� � � �)Sz�D� � SZM/�*O{dvX

��� � �" 	 + � � 
 	 � � � 6 � + �
����� � � � �! �" � :<$ &
� ��'
[ � � � � U¹���zR J R M � � � O<��� � � � ObJ + � � 
 	 � � � 6 � + �
� �)JVM%d �'R�� � 6 :���� � 3� e�I � �)J ��� �<� � �%U S^MAQ'O<� �xR �<�
� � O �1� ScJ ��� M ����� �!� # �5� � � R � ��� ��� ��d �'R O<�EM � X � M9X/� � �)JLJ_S^M ��� J �z�|� M ���|� �fMAJxJ R SZK � � � O � � 6 �)J
[�� ����U¹�'R O<���5� �)O �|� �)J���M%J��%]�M%O�� ��� �zg R MAJ|�ji JxK � � � ���5� � X � X�K �"��� �NJ|�)J�� � ScKEM � �*d � ��[R� �|�8��� �VK �|� d � ��S}e

p �*OEM ��� X'] �|� � � � S �*OEM � �*ObQ � �Ng R � � �NS �NO � �)J ��� �fJ ��� [�O<�NJxJ �AU-��� �m�%M � ��M � � � O �%U ��� � � �|� J_JYi J|�5� � � � O
�%U �|� �zK<�*K �Ae�I � � Å9l i S � �<� � � d � M/�*O<�5� U¹�/����� ��J|�VK��)KZ��J U¹��� S � g�e &��
	 ' M%O<� � g�e & � ��' [R� ��� ' 	 � � �'.- � � � :H�)JLQ��(���NO U¹��� �9� � d�X

6� �	 � �	 �" 	 ��� 	 � # �� �	 � 	 �" � 6� � � �! �" � � ����� �
�

���� � ��� �! �"9� :<$ &
� Å('
[ � � � ��� � + � � 
 	 � � � 6 � + �
�'e p ��� �|� � ��� �<�)OEM � ��� U¹��� [ � ��� � � 	 � � � 6 ] ��� �*J���g R M � � � OZMAKbK ��M � JwMAJ
M$� �NdbJ � � � ��g R M � � � O}KZ� ���xR<� dZ�5�}d�X ��� � ��� [ U¹� M"� � � � OEM � �<� # � � ��O � �)M ��� � � S ���
	���
)�� ��� ��� � �! �" e � �/� � ��� M �
U¹��� ��� �cK �|�%�1� � � � � ���(� � � � ] ��� �)J!��g R M � � � O �1WTM/� ��� X<X'��� � �bJ ��� �~[�� ��� i�tvO � [�O ��g R M � � � O �%U K � M%O<�
["M��/��JuQ R �����5� �)O � M � Q��D�1X � �)O�� � ��� �0R dZ��JL[R� �|� ���*J|� � i �|� � � S^M ����� J_J|��J�� 
 &�KEM%Q�� Å ��� ' e
V. CONCLUSION

� � �*Q �����'R J��<� � �(�%M � � � O �%UZ��� � � �)O<��M � M/� �'R J � ���H["M%���b��g R M � � � O �*O~M%O�X ��� ��M � �)J � dEM � ���:� ���/� �<�*OEM � �
J_X�J � ��S � M%J\dZ�5��O K � ��J|�NO � �5� U¹��� M�W��*J_X�ScS � ��� ���^K ��� d � ��ScJ�e �PJ ��� �{S^M/�*O ��� � ��� � � ����M ��� �NJ R<�(� �%U
��� �)Jz[ ��� t�]3� � �1W � �*d<� � J U¹��� SZM ��� X ��� � �-WbM"� � � �'R K � �*ObQ{d � � [:����O �|� �~Q�� � S � ��� X �%U ��� �\["M��/� U¹��� O � J
M%O<� ��� � K ��� KEM%Q'M � � � O �%U �|� � K � ��J_J R<� �%e �'�|� M/�*Q ���xU¹��� [HM � � �<� � ���AM � � � ObJ � M%�/�`J ��� [�O ��� M � M%O�X

� �NQ R<� M � �)J � dEM � ���LS^MAKZSZM�X~J0M � �)J U X\MyK R<� � � X~Q�� � Sz� �|� ����M � � � � � � � � � O �%U M/�bSz�)JxJ��)d<� � � � X'e I � �uQ���O<� � M �
� �*S �-i+�*O^�AM � ��M%O � �*J � dbM � ����SZM%KbJ � M%���fd ����O<K ��� ����O �|� dZ�yKbM � M ��� � � K � M%O���J�]Z� � M8W���M � �1X � �)O<��� � JN]�MAO<�
� � O<�5�NO �|� ���hJxK � � � �NJ�e � ��� � � �*SZS � d<� � � �)O��AM � �)M%O � SZM%KbJ_�-W��)J � d R�� ]��)O �|� �)J8��M%J��%] � O � X MqK R<� �
J|�*O R J � ��� ��� M^K R<� � �-WTK � O<�NO � ��M � ��M%O ��� M��/� �a� Oq��M/� � �%U-��� ��S}ePp R<�&��� � � S ��� �A] �|� � �*J � dEM � ����["M��/�
��g R M � � � O J �<� [�J �|� M � J|��KbM � M � �)ObQ ��� � � ��J ���)R�� � � O �%U �|� �q�*J � dEM � ���}SZM%K U¹��� S ��� M �8�%UD�|� � Å9l i
K � ��JxJ R<� � �)J R J R M ��� X �)ScK � JxJ��)d � �%e\�PJ_J R Sz�)OTQ �|� �Zg R MAJ|�ji JxK � � � ���5� � XhO<��M �m�|� �c["M ����U¹��� M}Sz�)O<�*S^M �
��� �<� � �*J{K �|� ���NO �|� d � J R m �����NO � �|� ���)JxK � J�� �%U �|� �)J{K �|� d � ��S}e I � � Å9l i�S � �<� � J_��� � �(����� U¹���
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S �/� � � O � �NJxJ � �)Q/���`["M ��� J ��� S � d<� � � � O<��J$[R� ��� JxSZM ��� M/�bSz� ��� M%O��5��JH� � ObJ � � �xR�� � �|� �{J|��� � O�� SZM/�)O
� �NJ R<�(� J �%U ��� �)Jz[ ��� t�e\I � �1XhS^MAt/� ��� �ZM � � � �NObQ �|� �AU �|� �\[HM ��� M%KTK ��M � M%J ��� �\OEM �0R�� M � ���)J � M%O<���
��� M%��� ��� ���}d�X}M$["M��/��[R� ��� ��� �VJ_K ���5� � e

�����NO � Uf�|� �PQ�� � Sz� ��� ����M �}� X�K �/��� ��J|�*J�� � ��JCO �/��� ��g R � � � � W����n[HM%�/� U¹�|� O � J�M%J R J R M � ] �|� � � �)Sz� � M�i
� � � ObJ S � J �|� X � ��SZM/�*O ���<� J�� �AU �|� �R� � MAJxJ|����M � � �NdbJ � � � ��g R M � � � Oo]vOEMAS � � X'] ��� [ � R<� �/�5�nMAO<�ZJ_S �'�/�|�
["M ��� J�]4M%O<�nJ R mz�5���NO ��� X � M � Q���[HM%�/� � �NObQ �|� JR��ObJ R<� �*ObQ ��� M �:�|� M%ObJ&��� � J|�VS � �<��J"M � �zO �/� �-W���� � �5�oe I �
g R M%O � � U X �|� �$g R M � � � X �%U-�|� � Å9l i S � �<� � J�]�M^O R Sz� � ����M � �AM � ���EM � � � O}S R J � dZ� �xR Oo]f� � SZKEM � �)OTQ ��� �
K � ��JxJ R<� �X�<�5� R �5�5� U¹�/� �|� ��S �|� ��� M � � � ScK R�� ���^O<��M ���|� ��[HM ���1��� M%OTt�J ����� O<� � ��� � �NS �NO � Sz� ����� �bJ
����R J��)ObQ ��� �z�<�*J|� � � � �ZS � ��� �-�%U � M%Q'O�� R W ��� en|�O`KbM ��� ��� R�� M � ] ��� � �<��� ObJyK � ��J���O � ��� �)O � ���%e |x|x| �
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