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TRANSPORT NON LINÉAIRE DISSIPATIF D’ONDES PLANES
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Thomas HÉLIE
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A1- L’IRCAM : Institut de Recherche et Coordination
Acoustique/Musique [umr cnrs 9912]

http ://www.ircam.fr

Création : en 1971 par Pierre Boulez

Vocation : interaction entre
• recherche scientifique (son & musique)
• développement technologique
• création musicale contemporaine

Équipe Analyse-Synthèse :
• modèles de synthèse
• procédés d’analyse des sons
• outils de transformation des sons
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A2- Modèles physiques : Objectifs - Intérêts
Modèles en syst. E/S :

X(t)

Résonateur

G(t)

SonExcitateur

Cas du cuivre :

État interne :  X(t)
Son

G(t) :  pression, param. lèvres, ...

Matériau, géométrie

Exemple sonore : modèle
simplifié contrôlé en temps-réel

Objectifs :

1- Modélisation réaliste pour la simulation
en temps réel

2- Prédiction et optimisation du fonction-
nement des instruments (matériau, forme)

3- Inversion entrée/sortie : trouver g(t)
fournissant un son cible

Intérêts :

1- Instruments virtuels et naturels
(attaques, transitoires, «canards», etc...)

2- Aide à la lutherie

3- Capture des bons gestes de contrôle et de
l’interprétation musicale
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B- EDP non linéaire : équation de transport NL amorti

Propagation acoustique d’une onde plane progressive p(`, τ ) :

L

PSfrag replacementsp(0, t) p(L
`0
, t− L

c0
)

Modèle : EDP NL avec contrôle frontière p(0, τ ) [Menguy,Gilbert2000]

∂`p(`, τ ) = p(`, τ ) ∂τp(`, τ )
︸ ︷︷ ︸

Non-linéarité

− α0 ∂
1
2
τ p(`, τ )

︸ ︷︷ ︸
pertes visco-thermiques

avec

{
τ = t − z/c0

` ∝ z

Validité : |p|<160 dB spl VS 110 dB pour ppgt◦ lin.

But : Représenter le tube par un syst. dyn. entrée/sortie (S)

Application : brillance du son des cuivres aux nuances fortissimo
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C1- SÉRIES DE VOLTERRA : Définitions

Série de Volterra de noyaux {hn}n∈N
∗ : système (S)

PSfrag replacements

{hn}u(t)
y(t)=

+∞∑

n=1
︸︷︷︸

somme

∫

. . .

∫ +∞

−∞

hn(t1 , . . ., t
n
)u(t-t1) . . . u(t-t

n
) dt1 . . .dt

n

︸ ︷︷ ︸

de convolutions multiples

Convergence : |u(t)| < ρ rayon de la série

+∞∑

n=1

‖hn‖1 xn

Causalité de (S) : hn(t1, . . ., tn) est nul pour tk < 0

Transf. de Laplace de hn : Hn(s1, . . ., sn) (<e(sk)>0, causal stable)
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C2- SÉRIES DE VOLTERRA : interconnexion de systèmes

SOMMEde 2 systèmes :ρh = min
(
ρf , ρg

)

Hn(s1, . . ., sn) = Fn(s1, . . ., sn) + Gn(s1, . . ., sn)

PSfrag replacements

{fn}

{gn}
u(t) y(t)

PRODUIT de 2 systèmes :ρh = min
(
ρf , ρg

)

Hn(s1, . . ., sn) =
n−1∑

p=1

Fp(s1 . . ., sp)Gn−p(sp+1, . . ., sn)

PSfrag replacements

{fn}

{gn}
u(t) y(t)

CASCADE (Volterra+linéaire) :ρh = ρf

Hn(s1, . . ., sn) = Fn(s1, . . ., sn)G1(s1 + .. . + sn)

PSfrag replacements

{fn} g1
(lin.)

u(t) y(t)
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D1- NOYAUX de (S) : Éq. satisfaite par les noyaux

Éq. de Menguy & Gilbert :

∂`p + α0 ∂
1
2
τ p = p ∂τp

(` : var. spatiale, τ : var. temporelle)

Syst. de Volterra :

PSfrag replacements

{

h
(`)
n

}
p(0, τ ) p(`, τ )

(` : paramètres des noyaux)

Équation satisfaite par les noyaux H (`)
n (s1, . . ., sn) :

PSfrag replacements

{

h
(`)
n

} ∂` + α0∂
1
2
τ

−∂τ

p(0, τ ) p(`, τ ) 0

∂`H
(`)
n (s1, . . ., sn) + α0

√
s1+ . . . +sn H

(`)
n (s1, . . ., sn)

=
n−1∑

p=1

[

(s1+. . .+sp) H(`)
p (s1, . . ., sp) H

(`)
n−p(sp+1, . . ., sn)

︸ ︷︷ ︸

ordres < n

]
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D2- NOYAUX de (S) : Éq. satisfaite par les noyaux

Équation Differentielle Ordinaire : ∀n ≥ 1,

∂`H
(`)
n (s1, . . ., sn) + α0

√
s1+ .. . +sn H(`)

n (s1, . . ., sn)

=
n−1∑

p=1

(s1+.. .+sp) H(`)
p (s1, . . ., sp)H

(`)
n−p(sp+1, . . ., sn)

︸ ︷︷ ︸

ordres< n(` : variable, sp : paramètres)

Conditions aux limites : ` = 0 =⇒

PSfrag replacements

{

h
(`)
n

}
p(0, τ ) p(`, τ ) ≡Identité

H
(0)
1 (s1) = 1 and H

(0)
n (s1, . . ., sn) = 0, ∀n ≥ 2

Comparaisons :
Cas Système NL Résolution (noyaux de Volterra)

classique E.D.O. NL Algébrique
présent E.D.P. NL E.D.O. Linéaire
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D3- NOYAUX DE (S) : ordres 1 et 2

n=1 : ∂`H
(`)
1 (s1) + α0

√
s1 H

(`)
1 (s1) = 0

H
(0)
1 (s1) = 1






⇒ H

(`)
1 (s1) = e−α0 `

√
s1

n=2 : ∂`H
(`)
2 (s1, s2) + α0

√
s1+s2 H

(`)
2 (s1, s2) = s1 e−α0 (

√
s1+

√
s2) `

H
(0)
2 (s1, s2) = 0

}

=⇒ H
(`)
2 (s1, s2) = s1

α0

e−α0 `
√

s1+s2 − e−α0 ` (
√

s1+
√

s2)
√

s1 +
√

s2 −
√

s1+s2
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D4- NOYAUX DE (S) : ordres supérieurs

Solution (∀n) : H(`)
n (s1, . . ., sn) =

∑

φ∈Sn

Qφ(s1, . . ., sn) e−α0 `φ[s1,. . .,sn],

où S1 ={√.} et Sn ={⊕,�}n−1 (∀n ≥ 2)

avec la convention

{

A ⊕ B =
√

A + B

A � B =
√

A +
√

B

Les fonctions (Qφ(s1, . . ., sn))φ∈ ∪n∈NSn sont :

1. bien-définies par récurrence (analytiquement),

2. indépendentes de `,

3. frac. rationnelles de racines carrées de sommes de (sk)1≤k≤n.
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E1- SIMULATION TEMPORELLE : cas des signaux
périodiques

PSfrag replacements

{hn}u(τ) =
+∞∑

k=−∞

ck eikωτ
y(τ) =

+∞∑

k=−∞

dk eikωτ

avec dk =

+∞∑

n=1

+∞∑

k1, . . ., kn = −∞

k1+ . . . +kn = k

ck1 . . .ckn
Hn(ik1ω, . . ., iknω).
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p(0, t) p(0.014, t)

L = 0 m L = 1 m L = 2 m L = 3 m L = 4 m
(⇔ `=0.014)

f = 440 Hz, a ≡ 154 dB spl, R0 = 5.6 mm, et constantes physiques typiques.
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E2- SIMULATION TEMPORELLE : signaux non
stationnaires (fmoy = 440Hz, amax ≡ 154dB spl, R0 = 5.6mm)

signal d’entrée :

spectro. de l’entrée :

t

f

0  0.1 t1 0.2 0.3 t2 
0

200

400

600

800

1000

1200

−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

spectro. de la sortie :
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E3- SIMULATION : Convergence et troncature (N=4)

Rayon de convergence estimé par ρn = |Hn(iω, ...iω)/Hn+1(iω, ...iω)|, n → +∞ :
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ρ

`

`1 `2 `3 `4 `5 `6 `7

Simulations pour les longueurs ` = 0, `1, ..., `7 (0m à 26m) :
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q(
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)
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q(
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q(
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)
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E4- Confrontation aux données expérimentales

Ratio des amplitudes du fondamental sortie/entrée |d1/c1| :
(F =2 kHz, R0 =29 mm, L=4.98 m, [Menguy,Gilbert])
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a = 2 c1 (dB spl)
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E- Conclusion [Ieee ndes 2003], [International Journal of Control 2004]

Résolution d’EDP faiblement non linéaires par les séries de Volterra :

• Nouvelle méthode :
Cas Système NL Résolution (noyaux de Volterra)

classique E.D.O. NL Algébrique
présent E.D.P. NL E.D.O. ou E.D.P. Linéaire

• Alternative à la méthode par perturbation,

• Outil de décomposition hamonique efficace,
(e.g. solution exacte de l’équilibrage harmonique)

• En pratique, conserver les premiers noyaux suffit.

Travaux actuels et perspectives :

• Approx. en Représentation Diffusive de H1(s1) = e−α0`
√

s1, H2, etc [Matignon]

• Identif. de réalisations temporelles faible coût (appli. en temps-réel) [Rugh]

• Extension aux systèmes de dim. infinie : entrée=u(~x, t)
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