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Introduction

Dans cet article, la résolution d’une équation des on-
des faiblement non linéaire grace a une représentation en
séries de Volterra est présentée. Le probleme considéré
est décrit par une équation de Westervelt pour un fluide
dissipatif incluant des sources de forces volumiques et des
conditions aux bords de type Neumann pour la pression.

Dans un premier temps, 1’équation de Westervelt dis-
sipative est révisée: le modele d’amortissement com-
munément admis est en fait & ’origine de composantes di-
vergentes. Un examen de I’établissement du modele per-
met de déceler un probleme d’inconsitance d’ordre dans
les approximations utilisées. Une correction est proposée,
qui redonne le comportement attendu.

Puis, apres avoir introduit les séries de Volterra, la
méthode de résolution est présentée. Elle transforme le
probléme non linéaire en une suite de probléemes linéaires.
Chacun est résolu par décomposition modale. Le pre-
mier noyau de la série résoud le probleme linéarisé.
Les suivants expriment les contributions non linéaires
pour des ordres de non-linéarité de plus en plus élevés.
La décomposition modale des noyaux apporte des in-
terprétations physiques: chaque déformée spatiale est
associée a une dynamique non linéaire que I'on exhibe.

Enfin des calculs analytiques menés jusqu’a 'ordre 2 (et
qui peuvent étre poursuivis) permettent d’identifier une
réalisation temporelle constituée de filtres linéaires, de
somme et de produits instantanés. Un atout majeur
d’une telle réalisation est de traiter indifféremment tout
type d’excitation f (périodique, quasi-périodique, sta-
tionnaire, transitoire, etc).

Probleme posé
Equation de Westervelt d’ondes amorties

Le probleme considéré est la propagation non linéaire
d’ondes planes de direction €, dans un fluide dissipatif en
domaine borné (z € [0, X]) qui contient des sources de
forces volumiques représentées par un potentiel ®(zx,t).
Les conditions aux bords considérées ici sont de type Neu-
mann pour la pression (parois rigides idéales).

Lorsque la pression n’excede pas de trop forts niveaux
(de Pordre de 160dB spL pour 'air), I’équation de West-
ervelt fournit un modele satisfaisant de ce probleme. Une
version de cette équation pour un fluide dissipatif, ini-
tialement établie dans le cas sans perte (cf. [1] et [2,
(14.4.16)-(14.4.17))]) est donnée par [3, chap. 3, (46)]

(A= 050N 5207 (v7) ==, V(x,1) €0, XpRT, (1)

c pct

ot A = 92 est le laplacien, p est la densité, c est la
célérité, & est le coefficient de diffusion, et 5 le coeffi-
cient de la non-linéarité (cf. [3, chap.3,§5]). Les condi-
tions initiales sont nulles et les conditions aux bords sont
décrites par

Ozp(z,t) =0, V(x,t) € {0,X} x RT. (2)
Enfin, le potentiel considéré est celui d’une force f(t)eé,
distribuée spatialement, et de la forme

O(x,t) = o(x) f(1), V(z,t) €0, X[xRT. (3)

Révision de I’équation

Une étude du comportement linéaire (5 = 0) de (1) mon-
tre que le terme d’amortissement C%@?p ne donne pas le
phénomene escompté: une décomposition modale per-
met d’exhiber les fonctions de transfert de chaque mode
qui présentent deux poles a partie réelle négative et un
troisieme réel positif. Ce dernier est a l'origine d’une
croissance exponentielle non oscillante portée par chaque
déformée modale. Ce phénomene disparait lorsque le co-
efficient de diffusion ¢ est nul.

A la connaissance de l'auteur, ce paradoxe n’est
ni référencé, ni résolu. Cependant, l'examen de
létablissement de (1) a permis d’identifier une in-
consistence dans les ordres d’approximations des
développements limités utilisés [3, p.52-53]: 'opérateur
original C%atA ne doit pas étre remplacé par %48? al’aide
de l'identité A = £9?. Cette derniére identité est valable
pour une propagation linéaire conservative, ce qui n’est
pas consistant avec 'ordre d’approximation recherché.
Ainsi, (1) est remplacée par

1 ]
(A= 0+ 30+ 70t () = —0. (4

Dans ce cas, les modes sont associés a deux poles a partie
réelle négative, ce qui rétablit bien un comportement de
type amorti.

Modeéle adimensionnel

Une version adimensionnelle de ce probleme est obtenue
pour le changement de variable (Z,%) = (z/X,ct/X).
En omettant le tilde afin de ne pas surcharger les nota-
tions, le probléeme se récrit

(32 - 8t2+a6t8§)p+68§(p2):—¢f, V(z,t) €]0,1[xR*, (5)

p(z,t) = 0, V(z,t) €]0,1[x{0}, (6)
Op(z,t) = 0, V(x,t) € {0,1} x R (7)



avec a = §/(cX) et ¢ = 3/(pc?).

Ce probléeme est résolu dans ce qui suit, par une
repéresentation en séries de Volterra.

Introduction aux séries de Volterra
Definitions and notations

Un systeme est décrit par une série de Volterra de noyaux
{hn}nen+ pour des entrées |u(t)| < p si la sortie y(t) est
donnée par la somme de convolutions multiples

+o0
y(t) = Z - ho (1, y1,)u(t — 1) u(t —7,)dr,. dr, |
) (8)

ou p est le rayon de convergence de la fonction car-
actéristique

n

+oo
on(@) =Y [hala", (9)
n=1

et ||hnlli = Jgulbn(7,, ., 7,)|d7, d7, est la norme L' de
hy,.

u(t) {hn} y(t)

Figure 1: Systéme représenté par une série de Volterra de
noyauz {h,}

Pour des systemes causaux, les noyaux h,, sont nuls pour
7 < 0. Leur transformée de Laplace mono-latérale [4,
(29.1.2)] est notée par des lettres capitales d’imprimerie
H, (s1,.,5n). Pour des systemes causaux stables, les noy-
aux H,, sont analytiques pour s € C;={s e C|Re(s) >0}.
Remarque: les séries de Volterra englobent les systemes
décrits par: @ des filtres linéaires (h,, = 0 pour n > 2)
; ®des fonctions non linéaires instantanées y = h(u)
nulles en zéro qui admettent un développement en séries
entieres h(u) = Y272 au™; © leurs multiples combi-
naisons (somme, produit, cascade) comme indiqué ci-
dessous dans les lois d’interconnezion.

Lois d’interconnexion

() ()
u(t) BV Yy

(g} (o) 2
(a) (b)

g1 (lin.) L ylt)

Figure 2: Somme (a), produit (b), et cascade (c) de systémes

Les noyaux {H,} des systémes présentés dans les fig-
ures 2a, 2b, et 2¢ sont données par (cf. [5, p. 34-35]),

respectivement,

Hn(517~73n) = Fn(sl7'7sn)+Gn(sl7”7sn)7 (10)

n—1

Hy(s,,.s,) = ZFP(31 +8p) Grp(S,5,8,), (11)
p=1

Hn(su 78'7:.) = Fu(s,, 78'7:.) G1(81+ +Sn) (12)
Les rayons de convergence sont tels que p, > min(py, pg)
pour les cas (a,b) et pp > py pour le cas (c).

Noyaux solution
Equation satisfaite par les noyaux

Pour une distribution spatiale ¢ donnée, le probleme
(5-7) décrit un ensemble de systémes dynamiques non
linéaires paramétrés par x, d’entrée f(t) et de sor-
tie p(xz,t). La coordonnée x représente ici le lieu
d’observation de la pression p. Soient {th’}neN* les
noyaux de Volterra paramétrés par x, représentant ces
systemes.

L’équation (5) peut étre représentée sous la forme du
schéma-bloc donné en figure 3. Les lois d’interconnexion

t x
f( ) _ {h%m)} p(z,1) | ag _8t2+068t8§
()2 e o7
_ xgb(m) é(z) p(z,1)

Figure 3: Systeme annulateur de {hn}

(10-12) permettent d’exprimer les noyaux de Volterra du
systeme défini par le schéma-bloc :

e branche haute: dans le domaine de Laplace,
I'opérateur 92 — 902 + 9,02 devient (1+ a s)9? — 52
(on rappelle que les conditions initiales sont nulles).
Ainsi, d’apres (12), la concaténation de {hsf)} avec
cet opérateur définit les noyaux

(14alst  +5))2H s, ys.)~(s4+ +5,)2H s, s,)
(13)

L’opérateur spatial 92 s’applique en effet directe-
ment sur les noyaux puisqu’il commute avec les
opérateurs temporels (sous les hypothéses standard
du théoréme de convergence dominée).

e branche centrale: d’apres (11), la concaténation
de {h\} et d’une mise au carré définit les noyaux

n—1
STHO (s, 8,) HY (5,0 5,),
p=1

et la concaténation de ce systeme avec ’opérateur



£0? définit, d’apres (12),

s++s i 1

SO H (5,005,

(14)
Il est remarquable que le premier noyau donné par
(14) est nul puisque la somme est vide pour n = 1, et
qu’a un ordre n donné, seul des noyaux H, d’ordre
p <n —1 sont impliqués.

e branche basse: le systeme dynamique défini par
cette branche n'est en fait qu'un simple gain ¢(z).
Les noyaux de Volterra de ce systeme linéaire sont
donc, dans le domaine de Laplace, ¢(x) pour 'ordre
n =1 et 0 pour les ordres n > 2.

La loi (10) permet finalement de définir les noyaux du
systeme complet, qui a tous ses noyaux nuls. Ceci
conduit a I’équation, pour tout n € N* et (z,s1,) €
10, 1[xC7,

O2H (s1,) — [T(510) ] “H (51.0) = —E (s51.0),5
(15)
avec les définitions
2
2 S
[T(s)]" = T s’ Vs € Cy, (16)
E{"(s,)= ¢(z)  pourn=1, (17)
B (s10)= [T (51 ZHW (51p)H, (Spia )

p=1
pour n >2,  (18)

et ol les notations s, , = (s,, ,s,) et 5,4 = s+  +s,

avec (p,q) € N* x N* et p < ¢ sont utilisées pour alleger
Iécriture. Enfin, les conditions aux bords décrivent que
la sortie du systeme {8zH7(f)} est nulle pour z € {0,1}
de sorte que pour tout n € N*,

0. H (s1,) =0 ¥Y(z,81,) €{0,1} x C%.  (19)
La résolution du probleme (5-7) revient donc & résoudre
(15-19). En théorie, cette résolution doit étre menée pour
n € N*. De tels calculs peuvent étre menés (voir [6] pour
le cas d’une équation de Burgers modifiée). De plus, la
convergence doit étre prouvée. Mais, du point de vue
de la physique, la prise en compte des deux premiers
ordres n = 1 et n = 2 est déja sastisfaisante pour de
nombreuses applications, d’autant que I'ordre 2 est aussi
Pordre auquel ’équation de Westervelt est valide.

Pour chaque ordre n, I’équation (15) est une équation
différentielle ordinaire linéaire sur H,, pour la variable x
et ou E,, représente un second membre explicite. En effet,
FE est donné et pour n > 2, E,, ne fait intervenir que des
noyaux déja calculés (H, avec p < n — 1). Plusieurs
méthodes de résolutions sont donc disponibles.

Le choix est fait ici d’utiliser une décomposition sur la
base hilbertienne de L?(]0, 1[, ) consituée par les fonctions
propres du laplacien pour le probleme aux limites (¢f. par
exemple [7]). Ce choix a un intérét physique puisqu’il

a une interprétation modale: chaque composante d’un
noyau d’ordre n engendrera la dynamique non linéaire
d’ordre n portée par la déformée modale e;. En parti-
culier, ceci montre que la superposition des dynamiques
de déformées modales garde un sens pour le probléeme
non linéaire.

Décomposition modale

La décomposition des noyaux sur une base orthonormée
{er}ren de L2(]0,1],) s’écrit

H® = Y Hype(a), (20)
L*  jeN
Hn,k} = <H'r(bx)aek?>, (21)

ou le produit scalaire est donné par

(f.9) = f(z) g(a)de. (22)

10,1

Ici, la base orthonormée de fonctions propres {ey }ren est
décrite par

er(x)

ol les coefficients de normalisation sont §g = 1 et & = V2
pour k > 1. Ces fonctions propres du laplacien vérifient,
pour tout k € N,

= &, cos(kmz), Y €]0,1], (23)

3§ek = —(ﬂ'k)2 €. (24)
de sorte que, d’apres (15),

b
Pr(s1,0)
avec Py(s) = [F(S)f + (k)2

Hn,k(sl,n) = En,k(£1,n)7 vSl,n € Cr-:-, (25)

Noyau d’ordre 1. D’apres (17) et (25),
d’ordre 1 est donné par (20) pour n = 1 avec

<¢7ek> _ ¢1€
Pi(s,)  Pi(s,)’

le noyau

Hl,k(sl) =

VS1 € (C+. (27)

La fonction de transfert H fz)(sl) représente le systeme
linéarisé (¢ = 0) pour qui les seuls modes k excités sont
ceux de la distribution spatiale ¢(x). Les poles de la fonc-
tion de transfert H; j de chaque déformée modale sont les
zéros de Py, eux-mémes racines de s?+a(mk)%s+a(mk)?.
Les résultats rassemblés dans le tableau 1 montrent que
tous les modes sont amortis a l’exception de k = 0 qui
a un comportement intégrateur di aux conditions aux
bords de type Neumann. L’étude de ce systeme linéaire
est standard.

Eéw)(SLz)

elr(s)]

Noyau d’ordre 2. La fonction

s’écrit (cf. (18)),

Hlx) H(x

)= Hig(s

(kl,kg)eNxN

1 Hl,k2(52)ek1(m) €k2(.’17). (28)



| k | o |1 ()=t +00 |

poles 0 —ap + 1wg eR™*
(ak > 0)
comportement fot .dt | oscillant évanescent
amorti

Table 1: Poles et comportement de chaque déformée modale

(kl’kQ) Cky1Cky =

0= k‘l = kg €o

0# ki =ke | eo+ %62/@2

0="FKy <ks €k,

0# ki <k %ekﬁkl + %ekr/ﬁ

Table 2: Produit de deux fonctions propres e, er, (avec la
convention 0<kq <ks)

Les produits ey, ex, se décomposent sur les fonctions pro-
pres comme indiqué dans le tableau 2 de sorte que

PGz

Hy j(s1,2) = B, (31 ) Q2,k(s1,2), (29)
Q2,0(51,2) ZHlp VH1,(s,), (30)
peEN

Q2,5(51,2) = H10( OHE(8,)+Hak(s,)Hio(s,)
f > Hig(s,)Hig,(s,), sikeN"(31)

(kl ,k:Q)E]Ik

ot I = {(k1, k) € N*x N*|k1+k2 =k oulky — ko| = k}
(cf. fig.4). Pour k = 0, il est important de remarquer

012 _ k @ .. K

N RO

Rn i,

Figure 4: Conformément a (31), le poids 1 est attribué sur
les 2 coins, et 1/7/2 sur les diagonales noires (décrites par Ty,).

2
(s
que M = 1, ce qui signifie qu’il n’y a pas de
P (s12)
comportement intégrateur supplémentaire engendré par

la non-linéarité du systeme.

Noyaux d’ordres supérieurs. La poursuite des cal-
culs permet d’exhiber une récurrence construite a partir
d’arbres, de maniére assez analogue au travail mené dans
[6]. Ces résultats ne sont pas développés ici.

Réalisation temporelle

En cascadant le produit des sorties des systemes linéaires
A1(s1), Bi(s1) avec un systeme C7(s1), on définit un
systeme dont le seul noyau non nul, d’ordre 2, est donné
par Aq(s,)Bi1(s,)C1(512). Par identification sur (29-31),
on déduit la structure en filtres linéaires, sommes et pro-
duits instantanés, qui construit la dynamique px(t) de la
déformée ey, (cf. fig. 5 pour une version avec k< K).

ﬂ ‘ 012 i K

Py |7 |

= Vi N |

b L g N i
e \ : T e .
Py, N S . E%Z *EB pk(t pk(rvt)

B k

N
AN
oK M Jommeee e ex()
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Figure 5: Réalisation temporelle de la dynamique non

linéaire d’un mode k > 1 jusqu’a l'ordre 2. La fléche en

pointillé est la contribution du noyau d’ordre 1).

Conclusion et perspectives

Une méthode de résolution d’une équation de Westervelt
par les séries de Volterra a permis d’aboutir a une struc-
ture réalisable dans le domaine temporel. Cette strucutre
est pilotée par f(t). Elle construit les dynamiques non
linéaires de chaque déformée modale, générée par f .
D’un point de vue théorique, le calcul des noyaux d’ordres
supérieurs a deux, la caractérisation du domaine de con-
vergence, et une estimation de 'erreur de troncature sont
encore a étudier. Du point de vue applicatif, la mise en
oeuvre numérique de la structure reste a implanter.
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