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Introduction

La simulation numérique temporelle d’'un tube acous-
tique nécessite de définir des ondes respectant le principe
de causalité, en particulier pour les applications en temps
réel. Ces ondes progressives sont bien connues dans
le cadre d’une propagation sans pertes pour les ondes
planes et sphériques. Dans le cas de tubes courbes, des
définitions d’ondes progressives couplées sont encore con-
nues, e.g. dans la these d’Eric Ducasse [1]. Mais méme
si elles sont mathématiquement bien posées, ces ondes
ne correspondent pas a une généralisation des ondes
sphériques découplées: pour un profil de tube conique,
leur définition ne reconduit pas & des ondes découplées.

La premiere partie de cet article est consacrée a la mise en
évidence systématique d’ondes découplées et d’ondes pro-
gressives. Les cas simples des ondes planes et sphériques
sont illustrés ainsi que le cas d’ondes cylindriques et
d’ondes mono-dimensionnelles dans des guides a symétrie
axiale ou pavillons. Dans une seconde partie, apres avoir
rappelé et appliqué le changement d’état de type ondes
planes aux guides a symétrie axiale, d’autres change-
ments d’état acoustiques sont définis. Des extensions na-
turelles des ondes sphériques qui restent de type progres-
sives pour des géométries non coniques sont proposées.
En particulier, une définition conduit a des ondes avec
un couplage symétrique qui est fonction de la courbure.
Enfin, ces états acoustiques sont utilisés dans le cas de
guides incluant des pertes visco-thermiques, modélisés
par une équation de Webster-Lokshin. Le dernier change-
ment d’état a couplage symétrique a été utilisé pour la
simulation temporelle de pavillons. Ce travail est détaillé
dans [2]. De plus, il a permis d’aboutir & une application
fonctionnant en temps réel qui simule un résonateur d’un
instrument de musique de type cuivre [3].

Probléemes conservatifs

dimensionnels standard

mono-

Généralités
Pour un probleme d’acoustique linéaire dans un fluide
idéal et sans source, ’équation d’Euler et I’équation de
la conservation de la masse prennent la forme [4, p15]
I
OU+ —gradp = 0, (1)
p

op + pc*divi = 0, (2)

ou p est la densité p et ¢ la célérité. L’équation des ondes
associée est donnée par pdiv(1l) — 9;(2)/c?, c’est-a-dire,

1
Ap — 0*2515217 =0. (3)

De tels problemes sont conservatifs: la densité d’énergie
acoustique e(&,t), I'énergie E(t) contenue dans un vol-
ume 2 et sa variation sont données par

. 1 1
e(Z,t) = 3P0 + 2[)7]92 (4)

B = [ @ty (5)
Q

E'(t) = / (;)aatm b a’;p)dw _— / (ﬁ.gradp + pdivz’;)dw
Q pe Q

—/div(pﬁ)dw = —/ p.dS, (6)
Q 1¢]

Q

ot 99 est le bord de Q et dS est le vecteur de surface
élémentaire pointant vers I'extérieur.

Recherche d’ondes planes découplées

Le cas d’ondes planes se propageant dans une direction
Uy correspond & ¥ = v i, gradp = O, p Uy, dive = 9,v de
sorte que (1) et (2) se récrivent sous la forme

0: X, + M,0: X, =0, (7)
ol le vecteur d’état X,, et la matrice M,, sont donnés par
Xp = [pv tv (8)

v
u, = [ 0] )
pc?

Rechercher les ondes découplées revient a déterminer
un changement d’état qui diagonalise M, en D,. Les
deux valeurs propres de M, sont AT=1/c et A== —1/.
Elles sont associées aux vecteurs propres de la forme
et=al[l,1/(pc)]t et e== B[1,—1/(pc)]t ol a et B sont
non nuls. Le choix o = 8 =1 conduit & la définition
d’ondes homogenes a p (« et @ sont sans dimension) et
dont la somme vaudra p (« et 3 valent 1). Dans ce cas,
la matrice de passage P, et son inverse Pp_1 sont,

1 1
P - { } (10)
pc pc
1] 1
—1 o + pc
Pt - 2[1 _pc] (1)

Létat Y, = [p,p~] est donné par Y, = P, 'X,. La
matrice diagonale est D, = P, ' M, P, = diag(1/c, —1/c).



Les ondes découplées sont solution de I’équation de trans-
port 0,Y,+D,0,Y,=0. Elles ont donc aussi la propriété
d’ondes progressives et Y, (z,t) = [p*(z—ct), p~ (z+ct)]".

La densité d’énergie et ’énergie contenue dans un cylin-
dre Q =[0,L] x S de section S sont

(»* );Jg2(p‘)2(12)
E'(t) = S(p(z=0,t)v(x=0,t) — p(e=L,t)v(z=L,t))
_ %[p*(—ct)Q—p+(L—ct)z—p_(ct)Q—i—pTL—i-ct)ﬂ(13)

avec Mg = (1/2) diag(1/(pc?), p).

e=X!MpX,=Y!P'MpP,Y, =

Cas des ondes cylindriques

Les ondes cylindriques se propageant dans une direc-
tion radiale u, correspondent & ¥=vu,, gradp=0,p U,
divi'=(1/r)0,(rv) de sorte que (1) et (2) se récrivent

0 Xo + M0, X. = 0, (14)
X. = [p,’l“l}]t, (15)

0 P
W= [25]

La diagonalisation de M, n’entraine pas celle du systeme
(14) car P, est fonction de r et ne commute pas avec Oy.
En effet, I’état Y, tel que X, = P, Y, est solution de

0.Y.+ P 1 (P, + M.P.0;) Y. =0, (17)

ou P! est la dérivée de P, par rapport a r. Ce systéme n’a
pas de solution: il est diagonal si et seulement si P! P!
et P-1M_.P. sont diagonales, ce qui conduit & P. = 0.

Cependant, un état en ondes découplées peut étre
recherché en considérant P. dans la classe des opérateurs
temporels linéaires qui commutent avec ;. En notant
Y.(r, s) la transformée de Laplace (bilatérale) de Y. (r,t)
pour la variable temporelle, le probleme se ramene a
déterminer P.(r,s) qui diagonalise

—~ —~—1 —~ —_
D.=P.  (,P+sME.), (18)

qui définit le changement d’état f-’: }76 = )/(\C et le systeme

La variable complexe s est celle de Laplace (le cas par-
ticulier d'une analyse fréquentielle correspond a prendre
s = iw = 2w f). Imposer que anti-diagonale de D, soit
nulle conduit & résoudre deux équations différentielles en
r et aboutit & une solution P,.(r, s) de la forme

~

. B - a(r,s) N B(r,s)

P.(r,s) = m,(;;,s)é;(ns) %é\b(r,s) 20)
N () (%) — K (5

Ga(r,s) = “a(s) Io(%) + Ko(2) 2!

avec Eﬁ = )/(\C, ou Q, B, @ et b sont des fonctions ar-
bitraires et I, et K, sont les fonctions de Bessel mod-
ifiées [5, §9.6]. Le choix a(s) = v avec v — +oo et
E(s) = 0 conduit aux expressions plus légeres Goo (1, ) =
—1(55)/10(5F) et Go(r,s) = K1 (7)) Ko(5F).

Ondes progressives découplées. Ce change-
ment d’état s’obtient naturellement pour
D, = diag(s/c, —s/c). Ceci conduit a
a(r,s) = (ai(s)exp(22L) + az(s))/r et B(r,s) =

(b1(s) + l;;(s)exp(—2%))/r oll @i, @, by et by sont
arbitraires. Il est donc possible de définir de telles
ondes au prix d’un changement d’état compliqué. Méme

pour des expressions simplifiées, par exemple pour
(al7 as, bla b2) = <O7 1a 17 0)7

— 1/r 1/r

Prs) =) 1 Gors) LGu(rs) | P

ne correspond pas a des opérateurs intégro-différentiels
de dimension finie. Leur étude n’est pas menée ici.

Cas des ondes sphériques

Les ondes sphériques se propageant dans une direction
radiale u, correspondent a v = v, gradp = O.pi,,
divi = (1/r?)9, (r? v) de sorte que (1) et (2) se récrivent

arXs + Msath = 07 (23)
Xo = [p,r], (24)
0 L
pc?

Comme dans le cas précédent, les ondes découplées ne
peuvent étre trouvées que si Py est un opérateur tem-
porel. Le probléme & résoudre est similaire a (17)-(18)
ouY,, D., P. et M. sont remplacés paL\Ys, D, P; et M,
respectivement. La solution générale Ps est donnée par

= a(ﬁ S) B(Ta S)
PS (T‘, 8) = l TQE(T,S) — r2/ﬁ\(r,s) — ,(26)
THG.(T7 5) pc Hb(T7 5)
— (5 —D+als) (5 +1)e e

Hy(r,s) = , (27)

-~ _9sr
1+a(s)e 2%
avec P, Yy, = X, et ou @, (3, @ et b sont arbitraires.

Dans le cas général, les opérateurs impliqués sont de type
intégro-différentiel (fractions rationnelles en s), retard

(exp(—2sr/c)) et du type de @ et 5. Le cas particulier
a(s) = v — +oo et b(s) = 0 conduit & des opérateurs
&

°_q,

c — —
ST

sans retard puisque Ho(r,s)==+1 et ﬁ[\o(r, s)

s

et E\s est donnée par

—

1 o-a(r,
Dg(r,s) = diag (i—i— d-alr,s) , =

r a(r, s) c o B(rs)
(28)

_s+1+arﬁ<w>>_

Ondes sphériques progressives découplées. La
matrice diagonale D, = diag(s /e, —s/ c) est obtenue pour

~

a(r,s) = p(r,s) = 1/r de sorte que

1 1
ﬁ\'(ns) - 1 cr 1 cr ) (29)
5 [pc(s*’“) w(s-7)

~—1 1| -S4 £

O I (30)



Dans le domaine temporel, les ondes progressives sont

Y(rt) =Tt —r/e), = (t+r/c)]'.  (31)
Le changement d’état défini par (29) est donné par

%¢+ugwy@4r%w*@+ﬁvd (32)
1

rév(r,t) = ;[m (1/)+(7'—7"/c)—|—¢7(7'—|—r/c)) dr

T+ (Wt /o) + (T +1/0)  (33)

p(Ta t) =

et le changement inverse (30) par

r. rp(rT) cf p(r, 7)dT+pcro(r,t)

Vi - o= 5 (34)
vt + 2) _ rp(r, 7’)—|—Cfoop(;"7 7)dT—pcro(r,t) (35)

Ces résultats retrouvent la définition standard des ondes
sphériques progressives découplées.

Equation des pavillons
Recherche d’ondes découplées

Les ondes dans un guide axi-symétrique de rayon variable
R(¢) avec des parois rigides idéales satisfont en premiere
approximation I’équation des pavillons, dite aussi de
Webster,

2R (¢) 1
opp(L,t dup(L,t) — = 07p(€,t) =0 36

Zp( ) )+ R(@) Zp( ’ ) 2 tp( ) ) ’ ( )
ou £ est 'abscisse curvligne qui mesure la longueur de la
paroi. La validité de cette équation est conditionnée par
une hypothése de quasi-sphéricité des isobares pres des

parois [6, 7]. Ce modele peut étre remis sous la forme
conservative 9, X, + M,,0; X, = 0 avec
X (l,t)=[p(l,t), R(£)%v(,1)]* (37)
0 e
Mo®©=| e "0, (39)
pc?

E'(t) =m(R(0)%(0,t)v(0,t)— R(L)*p(L, t)v(L, 1)) (39)

Le cas d'un tube droit (R(¢) = R(0)) redonne les
équations obtenues pour les ondes planes (¢ =x). Celui
d’un tube conique (R(¢) = &f) redonne les équations
obtenues pour les ondes sphériques (£=r).

La recherche d’ondes découplées revient a écrire que

— —~—1 — —
D, = P, (6@Pw + sMwa> est diagonale. En met-
tant la matrice de passage P, sous la forme
_ a B
P,=1| & & (40)
ERa’y iﬁﬁ

paramétrée par les fonctions de (4,s), a, B, N et i, ce
probleme conduit a résoudre les équations

1 3 R 3
x_ﬁaﬁl >+2Ru+m4 — 0, (@)
1A3{( 332 +2R>\+c’9@>\} = 0, (42)
- D R

-~

qui sont symétriques si les roles de (@, A) et de (B, 11) sont

échangés.

Ces équations (qui expriment que l'anti-diagonale de 5;
est nulle) n’ont pas de solutions explicites en général.
Bien que de telles solutions existent cependant pour des
profils R(¢) particuliers, cet aspect n’est pas approfondi
ici. Dans ce qui suit, des changements d’état qui permet-
tent de traiter le cas de profils arbitraires sont rappelés
(extension des ondes planes) et proposés (extension des
ondes sphériques).

Changement d’état de type ondes planes

L’application du changement d’état (10) est utilisée com-
munément pour ’équation des pavillons, e.g. [1]. L’état
onde plane est Y, = P;' X}, = P 'diag(1,1/R*)X,, de
sorte que X, = P,,Y), avec P, (¢) = diag(1, R(()?) P,
Le changement d’état conduit donc a la matrice Ew\p =

]51;, (82]51:1, + s Mwé,;,) donnée par

s[1 0 R [ 1
Dw”_c{o —1}“3{—1

ou la premiere matrice, diagonale, fait apparaitre le
transport et la seconde est a l'origine d’un couplage.
Ainsi, le systeme dans le domaine temporel s’écrit

T

(8e + %@)p* = %(p‘ —-p), (44)
(ae - %c‘%)p* = %(p+ —p ). (45)

Pour éviter les variations d’amplitudes pour de grandes
variations de section, il est parfois préférable d’utiliser
des ondes homogenes a 1 (cf.(32)) obtenues pour
P,,(¢)/R(L) et gouvernées par

(a+ Loyur = Ty (46)

(- ta)u- = Tyr (47

Ces deux systemes définissent bien des extensions des on-
des planes progressives découplées: pour un tube droit
(R(¢) = R(0)) le découplage est retrouvé. FEn re-
vanche, ils ne correspondent pas a une extension des on-
des sphériques puisque pour un cone (R(¢) =€), le cou-
plage ne disparait pas (R'(¢)/R({) = 1/¢ #0).

Extensions du changement d’état de type
ondes sphériques

De nombreuses extensions d’ondes sphériques découplées
sont possibles. En effet, dans le cas d’un coéne décrit
par R({) = e/, la coordonnée sphérique radiale r
correspond & la fois & £ et & R/R’. De telles sub-
stitutions de r peuvent étre utilisées pour étendre
de plusieurs manieres P, (r, s), Xs(r,s) ou Y(r s) et

en déduire des changements d’état distincts. Ainsi,
— —~—1 —
le choix d’extension Y;(¢,s) = P, (£,5)X({,s) =



B (6, s)ding(1
R(tz) )Ps

, %2)2))/(;(& s) conduit & définir ]§w\51 =

diag(1, (E, s) et aboutit a

s[10 R 1 1+£& —(1- ")
per 30 Ll )
W e | 0-1 R ¢ —(1+i) 1-%
Les ondes correspondantes sont bien progressives. Elles
sont découplées dans le cas des ondes sphériques mais
pas celui des ondes planes puisque % - % est nul pour
un tube conique et non nul pour un tube droit.

Une extension plus intéressante est obtenue a nou-
veau pour une définition d’ondes homogenes a v et
de somme Rp, avec la substitution r = R(¢)/R'(¢).
Cette subsitution a I'avantage d’étendre en tout point
la signification de r comme étant celle d'une dis-
tance du point courant a lapex du cone local tangent
au tube. Elle permet d’écrire, d’apres (31)- (32) que

LUYa(G9) = wagps) = 11 ap)Vults),
qBiX (R'((e))7 s) = dlag(
Pys, (¢, s)=diag(1, R'(¢)?) P,

— s|1 0 ¢ R 1 1
DwSQ—C{O —1%253[—1 _1]. (49)

Le systeme dans le domaine temporel s’écrit

’W) w(ﬁ, s) de sorte que

R(¢ N
( R/((Z))’ ) ,1(2) aboutit &

(00 201)u0.1)= “212'((? / (66, 7)+07(6,7)dr, (50)
=20 Ly e naon

Ces ondes étendent a la fois les ondes planes et sphériques
découplées. Elles font intervenir la courbure R”/R.

Pavillons avec pertes

La prise en compte de pertes visco-thermiques aux parois
conduit & I’équation de Webster-Lokshin [6, 7]

1 5 3
—8tp —ed?p =0, (52)

ol 6,? représente une dérivée fractionnaire d’ordre 3/2 et
€(¢) > 0 est le coeflicient de pertes. L’existence et unicité
de solutions fortes a été étudiée dans [8]. Les change-
ments d’état de type ondes planes et ondes sphériques
étendues définissent ici encore des ondes progressives.
Cette propriété qui respecte le principe de causalité a
permis de construire des simulations de (52) dans le do-
maine temporel. Une étude pour le changement d’état
P,/ R peut étre trouvée dans [6] et un travail approfondi
pour P, et détaillé dans [2] a permis d’aboutir & une
application de résonateur de type cuivre fonctionnant en
temps réel [3].

Pour le changement P,,,/R, (46)-(47) deviennent
R/
R

—¢++ 73% (W + 7). (54)

(0400 = Fur= ok ). (59)

-t

(w*‘—‘rw 7) est retranché
au second membre de (50) et est ajouté a celui de (51).

% et un coefficient de pertes

De méme pour P,s,, le terme

Pour une courbure

€(¢) constants, le changement d’état P,s, permet une
résolution en modules bi-portes symétriques: les fonc-
tions de transmission et de réflexion sont identiques pour
les ondes aller et retour. En revanche, la stabilité de
ces ondes sphériques étendues n’est assurée que pour des
courbures positives ou nulles. Ceci empéche de traiter
numériquement les courbures négatives. Au contraire,
les ondes planes étendues assurent la stabilité numérique
mais ne donnent pas lieu a des quadripdles symétriques
ce qui alourdit les calculs et leur cott.

Conclusion et perspectives

La diagonalisation de systemes d’équations a permis
d’exhiber des définitions d’ondes découplées et pro-
gressives. Certains opérateurs temporels linéaires im-
pliqués dans les changements d’état ne sont pas intégro-
différentiels de dimension finie. Une perspective de
recherche est la détermination d’espaces de signaux pour
lesquels de tels opérateurs sont bien définis. Une autre
concerne la simulation de tels opérateurs: les ondes
progressives découplées étant peu couteuses a simuler,
I’enjeu est de pouvoir les reconvertir en I’état original.
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