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Vito Volterra [1860 (Ancone) - 1940 (Rome)] (source: wikipédia)

Vito Volterra est un
math ématicien et physicien
italien . Il est surtout connu pour
ses travaux sur les équations
int égro-diff érentielles, la dis-
location des cristaux, et la
dynamique des populations
Il fut un opposant résolu au fas-
cisme, n’hésitant pas a renoncer
aux honneurs académiques par
conviction politique.

Royal Society (1910) - Royal Society of Edinburgh (1913)
Un cratere de la Lune porte son nom
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Séries de Volterra: principe et intérét

Systeme diff érentiel non lin éaire entr ée/sortie d’ état x

T Relation Ly
x'(t) = F %x(t), u( )3 explicite ?
y(t) = G(x(t),u(t) en général, non!
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Séries de Volterra: principe et intérét

Systeme diff érentiel non lin éaire entr ée/sortie d’ état x

Relation

u— R
explicite ?

_)y

en général, non!

Cas lin éaire (LTI & CI nulles)

F(x,u)=Ax+Bu
G(x,u)=Cx+Du

Relation E/S: Convolution
par le noyau

h(t) = CeMB+D

Intérét: analyse & simulation
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Séries de Volterra: principe et intérét

Systeme diff érentiel non lin éaire entr ée/sortie d’ état x

J Rele_lti_on Ly
x'(t) = F %x(t), u(t)g explicite ?
y(t) = G(x(t),u(t) en général, non!

Cas “faiblement” non lin  éaire
F(x,u)=Ax+Bu F, G: analytique autour du point
G(x,u)=Cx+Du d’équilibre (0,0)
par le noyau Sommes de convolutions mutliples
h(t)=CeMB+D par des noyaux calculables
Intérét: analyse & simulation | Intérét: idem.
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Lien avec les perturbations r éguli éres

Systeme faiblement non lin éaire
DmnF (0,0
X'() =F (x(t),u(t))  F(X,U)=3mn2mf @D X U,...,U)

y()=G(x(t),u(t))  G(X,U)=Fmn2m0I % . x,U,...,U)

min!
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Lien avec les perturbations r éguli éres

Systeme faiblement non lin éaire

Dm.nF (0,0
X'() =F (x(t),u(t))  F(X,U)=3mn2mf @D X U,...,U)
Dm,nG(0,0)

y(t) =G(x(t), u(t)) G(X,U) = ymp0=(X,..., X, U,...,U)

On chaisit I'entr ée comme la perturbation u(t) = nv(t)

(i) Poser x(t) =3k n*xk(t) et y(t) =3k n“y(t)
(i) Injecter ces décompositions dans les ég. du systeme.

(iii) Reclasser les équations selon les nk




Préambule

Lien avec les perturbations r éguli éres

Systeme faiblement non lin éaire

X'(t) =F (x(t),u(t))  F(X, )zmnDm;zs(g‘ZJ’)(x,...7x,u7...,u>

‘y(t):G(x(t),u(t)) G(X,U) =ymp 0= (x,...,x,u,...,u)/

On chaisit I'entr ée comme la perturbation u(t) = nv(t)

(i) Poser x(t) =3k n*xk(t) et y(t) =3k n“y(t)
(i) Injecter ces décompositions dans les ég. du systeme.

(iii) Reclasser les équations selon les nk

On obtient une infinit &€ d’EDO lin éaires index ées par k

(iv) Résoudre analytiguement

(v) Chaque contribution homog ene d’ordre k correspond a une
convolution multiple sur  u avec des noyaux calculables
— noyaux de Volterra
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Point de vue qualitatif et domaines d’applications

Quelgues comparaisons:

Relation distorsions | auto-oscillation

Cas explicite E/S bifucation, chaos
Général non oui oui
\Volterra oui oui non

Linéaire oui non non
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Point de vue qualitatif et domaines d’applications

Quelgues comparaisons:

Relation distorsions | auto-oscillation
Cas explicite E/S bifucation, chaos
Général non oui oui
\olterra oui oui non
Linéaire oui non non

Domaines d’applications

@ Electronique, Electromagnétisme, Mécanique, Ingénierie
bio-médicale, etc

@ Acoustigue musicale (modeles EDP)
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Partie 1: Tutoriel

TUTORIEL

(Pratique des séries de Volterra en ingéniérie)
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Séries de Volterra (syst. stationnaire, entrée simple)

Unsyst. U, Y est défini par la série de Volterra {h,}, ..
si

oo
o = 3 /Rnhn(rl,.._,rn)u(HI) u(t - t)dr,.dr,

~—
Somme

de multi-convolutions
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Séries de Volterra (syst. stationnaire, entrée simple)

Unsyst. U, Y est défini par la série de Volterra {h,}, ..

+oo
y(t) = /Rnhn( s T)U(t— 1) u(t — 1) dr,..dr,

n=1
= Jgha(t)u(t—r1)d1,

@ Filtres linéaires: h, =0 pourn > 2
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Séries de Volterra (syst. stationnaire, entrée simple)

Unsyst. U, Y est défini par la série de Volterra {h,}, ..

y(t) = Z/ Ty T,)u( t*T) U(t*Tn)dTl..d'l'n
n=1
= Yn210n (u(t))n Fct. DSE

@ Filtres linéaires: h, =0 pourn > 2
@ Fct sans mémoire: h, (11, ,T,) =ano(11, ,Tn)
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Séries de Volterra (syst. stationnaire, entrée simple)

Unsyst. U, Y est défini par la série de Volterra {h,}, ..
Si

oo
o = 3 /Rnhn(rl,.._,rn)u(HI) u(t - t)dr,.dr,

~—
Somme

@ Filtres linéaires: h, =0 pourn > 2
@ Fct sans mémoire: h, (11, ,T,) =ano(11, ,Tn)
@ Cas général: n=1 (contrib. lin.), n=2 (quadratique), etc

de multi-convolutions
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Propriétés et analogies avec les systémes linéaires

Un systeme est causal, si

T<0 = Nh(1)=0 (linéaire)
w<0 = hp(1y, ,%%, ,Tn)=0 (Volterra)
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Propriétés et analogies avec les systémes linéaires

Un systeme est causal, si

T<0 = Nh(1)=0 (linéaire)
w<0 = hp(1y, ,%%, ,Tn)=0 (Volterra)

Domaine de Laplace (/idem Fourier) on note (T1.n) = (71, Tn)

Fct. trsfrt H(s):/Rh(r)e*STdr (lin.)

Noy. trsfrt Hy(S1.) = / hn(Tyq )~ (S1at St dry dr,  (Volt.)
RI’]
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Propriétés et analogies avec les systémes linéaires

Un systeme est causal, si

T<0 = Nh(1)=0 (linéaire)
w<0 = hp(1y, ,%%, ,Tn)=0 (Volterra)

Domaine de Laplace (/idem Fourier) on note (T1.n) = (71, Tn)

Fet. trsfrt / h(t)e STdr (lin.)
Noy. trsfrt Hpn(S1.n) /h Typ)e 1t 4l g, dr, (Volt.)

Pour un systeme causal stable: PAS de poéles (ni singularités)

de H(s) pour Oe(s) >0 (linéaire)
de Hn(s1.n) pour Oe(sy)>0,...,0e(sp)>0 (Volterra)
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a(t
u@[ )y(t)
P

G

Loi d’'interconnexion: Somme

Calcul de y(t) = ya(t) +yp(t)
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Loi d’'interconnexion: Somme

Calcul de y(t) = ya(t) +yp(t)

y(t) = z::lfR” an(Tl;n)U(t*Tl)...u(t*Tn)drl___dTn
+ 342 JgnPa(Ten)u(t —1,)...u(t — 1) dr,..dr,
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Loi d’'interconnexion: Somme

Calcul de y(t) = ya(t) +yp(t)

y(t) = z::lfR” an(Tl;n)U(t*Tl)...u(t*Tn)drl___dTn
+ 342 JgnPa(Ten)u(t —1,)...u(t — 1) dr,..dr,

oo
_ nzl/Rn[an(rl:n)+bn(rl:n)}u(tTl)...u(t ~1)dr, dr,
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Loi d’'interconnexion: Somme

Calcul de y(t) = ya(t) +yp(t)

y(t) = z::lfR” an(Tl;n)U(t*Tl)..‘u(t*-[n)drlmdrn
+ 352 Jgobn(Ten)u(t —1,)...u(t — ) dr,..dT,

oo
_ nzl/w[an(rl:n)+bn(r1:n)]u(t ~1)...u(t—1,)dr,.dr,

Résultat: Noyaux équivalents ¢y,

Cn(T1:n) = an(Te:n) +bn(T1:n)

T. Laplace: Cn(s1n) = An(S1:n) +Bn(S1n)
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a(t
() [ n
CO—

[{bn} )

Loi d’interconnexion: Produit
Calcul de y(t) = ya(t)yp(t)
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a(t
() [ n
CO—

[{bn} )

Loi d’interconnexion: Produit
Calcul de y(t) = ya(t)yp(t)

y(t) = 2321 Jre @p(B1p)u(t —6,)...u(t—6,)dd, de,
X 2321 JraPqg(O1g)u(t —0,)...u(t —0,)do, .do,
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a(t
() [ n
CO—

[{bn} )

Loi d’interconnexion: Produit
Calcul de y(t) = ya(t)yp(t)

y(t) = 342 Jwe@p(Brp)u(t—6,)...u(t—6,)d6, de,
X Y qoq Jrabg(O1q)u(t —0,)...u(t - 0,)do, .da,
o0
= Zl/R[ S ap(61p)ba(0rq)]u(t —6,)...u(t—6))

p.g=>1
pie=n U(t—0,)...u(t—0,)d6, d6,do, do,
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Loi d’interconnexion: Produit
Calcul de y (t) = ya(t) yp(t)

Y() = 57% fro@p(Bup)u(t—6,)...u(t - 6,)de, .dg,
X Y a2y Jrabg(0rq)u(t —0,)...u(t - g,)do, .dg,

Cn(Tin) = 3p_1@p(T1p)bnp(Tps+1n)

T.Laplace: Cn(stn) = Yp_1Ap(S1:p)Bn-p(Spi1n)
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Somme, produit et cascade de systemes
f
(t) (an} y(t)

Noyaux de transfert équivalents Cp,

An et Bn: noyaux de transfert des 2 séries
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Somme, produit et cascade de systemes

Noyaux de transfert équivalents C,

A, et By: noyaux de transfert des 2 séries

Somme: Cy(S1.n) = An(S1:n)+Bn(S1:n)
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Somme, produit et cascade de systemes

Noyaux de transfert équivalents C,

A, et By: noyaux de transfert des 2 séries

Somme: Cy(S1.n) = An(S1:n)+Bn(S1:n)
n-1

Produit: Cn(S1n) = 5 Ap(S1:p)Bn—p(Sp-+1:n)
p=1




Partie 1: les SV pratiquées en ingéniérie (tutoriel)

Somme, produit et cascade de systemes

Noyaux de transfert équivalents Cp,

An et Bn: noyaux de transfert des 2 séries
Somme: Cn(S1n) = An(S1:n)+Bn(S1:n)
n—-1
Produit: Cp(S1.n) = Z Ap(S1:p)Bn—p(Sp+1:n)
p=1

Cascade avec un syst. lin.: Cn(S1.n) = An(S1:0)B1(S1n)

avec Sy = S1 + ...+ Sp.
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Syst. annulateur: Ressort NL {hn}

Equation (repos avant t=0)

mz” +az’' +kiz +ko [2]2 =f
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Syst. annulateur: Ressort NL {hn}

Systeme annulateur (diagr. bloc)

Equation (repos avant t=0)

f {hn} Z } _ mz’+az'+kz. 0

]2k2[Z]2

mz” +az’' +kiz +ko [2]2 =f
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Syst. annulateur: Ressort NL {hn}

. Systeme annulateur (diagr. bloc)
Equation (repos avant t=0)

f {hn} z } Bp i |2tz rkyz, O

]2k2[Z]2

mz” +az’' +kiz +ko [2]2 =f

Blocs élémentaires —  Noyaux de transfert équivalents

mié*a%Hl —  Qu(s)=ms?+as+k;, Qu=0sin>2

ko[- — interconnexion produit, puis xky
— & ,=-1sin=1et -5 ,=0Ssinon
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Syst. annulateur: Ressort NL {hn}

. Systeme annulateur (diagr. bloc)
Equation (repos avant t=0)

e i 0

]ZKZ[Z]Z

mz” +az’' +kiz +ko [2]2 =f

Blocs élémentaires —  Noyaux de transfert équivalents

mié*a%Hl —  Qq(s)=ms?+as+k;, Qu=0sin>2

ko[- — interconnexion produit, puis xky
— & ,=-1sin=1et -5 ,=0sinon
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Syst. annulateur: Ressort NL {hn}

Systeme annulateur (diagr. bloc)

Equation (repos avant t=0)
f {Hn} Z \ Q | mz"+az’'+kz. O

L~ ]
mz” +az’ +kiz +ko [2]2 = f Lkz[ZI2

Noyau d’ordre n du systeme annulateur

Hn(sl:n)Ql(S/:[;)
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Syst. annulateur: Ressort NL {hn}

Systeme annulateur (diagr. bloc)

Equation (repos avant t=0)
f {Hn} 7 N Q | mz"+az’'+kz. O

L= ]
mz” +az’ +kiz +ko [2]2 = f Lkz[Z]2

Noyau d’ordre n du systeme annulateur

Hn(S1:0)Q1(S1:n)
n—-1

Ko z Hp(slzp)Hn—p(Sp+1:n)
p=1
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Syst. annulateur: Ressort NL

Systeme annulateur (diagr. bloc)

Equation (repos avant t=0) -

\mz“ az’+kz. 0

z”+az/+klz+k2[z]2:f

[{Hn}}? L

\ 71
k [ kz[Z]

Noyau d’ordre n du systeme annulateur

Hn(S1:0)Q1(S1:n)

n—-1
Ko z Hp(Slzp)Hn—p(3p+1:n)
p=1

—O1n
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Syst. annulateur: Ressort NL

Systeme annulateur (diagr. bloc)

f | mz"+az’+kz, O

[{Hn}f* -
" / 2 _ L ka[z]
z"+az' +kiz+ky[z]” =" m—/

Equation (repos avant t=0)

Noyau d’ordre n du systeme annulateur

Hn(sl:n)Ql(S/:[;)
n—1

Ko z Hp(Slzp)Hn—p(3p+1:n)
p=1

+ —Oin =0
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Noyaux {Hn} du systéme {hn}

Solution générale : équation algebrique recursive (n > 1)

ordres < n

n-1
O n—ko Z Hp(S1:p)Hn—p(Sp+1:n)
p=1

Hn(s1:n) = Q1(S1:n)

avec Q1(s) = ms?+as +kg
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Noyaux {Hn} du systéme {hn}

Solution générale : équation algebrique recursive (n > 1)

ordres < n

n-1
O n—ko Z Hp(S1:p)Hn—p(Sp+1:n)
p=1

Hn(s1:n) = Q1(S1:n)

avec Q1(s) = ms?+as +kg

Premiers noyaux (n = 1,2,etc)

Hl(Sl) = [Ql(sl)]il

Ha(S1,52) = —k2[Q1(51) Q1(S2) Q1(S1+52)] *
etc...
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En résumé:

On transforme un probleme faiblement non linéaire
en une infinité de problemes linéaires qu’on sait résoudre.
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On transforme un probleme faiblement non linéaire
en une infinité de problemes linéaires qu’on sait résoudre.

En pratique :
On tronque la série pour avoir les premieres distorsions

Extension aux équations aux dérivées partielles:

méme principe: cf. Applications




Partie 1: les SV pratiquées en ingéniérie (tutoriel)

En résumé:

On transforme un probleme faiblement non linéaire
en une infinité de problemes linéaires qu’on sait résoudre.

En pratique :

On tronque la série pour avoir les premieres distorsions

Extension aux équations aux dérivées partielles:
méme principe: cf. Applications

Pour la simulation :

On construit des structures “faible coGt” r  éalisables a partir
des noyaux
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Partie 2: Calcul de domaines de convergence

CALCULS DE DOMAINES DE CONVERGENCE

[Hélie,Laroche]



Partie 2: Calcul de domaines de convergence

Notations

T désigne soit [0,T]ou T > 0, soit R,.
U and X espaces de Banach sur R.
Z(U,X) et £(X): opérateurs linéaires bornés.

M ZL;(X,X) (j > 2) . opérateurs multilinéaires bornés de

j lIxq lI=--=lIxj =1

ML (X, U,X) (j > 1, k > 1): opérateurs multilinéaires bornés
de Xx .- xXxUx---xUdans X,
j k
IEI :Sup(xl,...,xj,ul,...,uk)eXi ol E(Xq, - XUt Ui ) |-
[Ixq [|=-+=[luy [I=1

U =L°(T,U), 2 =L°(T,X).



Partie 2: Calcul de domaines de convergence

Systeme analytique controlé

Probl éme consid éré:

9% — AX +BU+P(x)+Q(x,u), sur T, 1)
X(0) = Xini € X. (@)

@ A génére un semi-groupe Cy sur X, S,
borne de croissance a (< 0si T=R,).

@ B> 0 plus petit réel / pour t € T, [|S(t)| #xx) < Bexp(at).
0 BcZUX),ucw
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Systeme analytique controlé

Probl éme consid éré:

=Ax+Bu+P(x)+Q(x,u), surT,
X(0) = Xini € X.

P(X) =32 Ac(X,-.,x), Q(x,u) = Y72, By (X, ...,X,u),

k k—1

0 Ay e M L(X,X) et By € 4L 11(X,U,X),

40 +0
° z A2 2 (x30Z%, z 1Bkl 1102 "

analyuques enz= 0

(1)
(@)
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Mise sous forme perturbative

@ On introduit un parametre de perturbation n
u=nv ., Xni = NXini,

@ Le probleme s’écrit

aa)t‘ = (Ax+P(x))+n(Bv+Q(x,Vv)),
X(0) = NXini

@ Solution sous la forme
[ee] (o)
m=0 m=0
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Construction formelle

Substitution et reclassement sur les puissances de n:

Xo =0,

VEET, Xu(t) = S(t)Xin +/Ot S(t—1)Bu(1)dr,

xm(t):/OtS(t—r)Xm(r)dr, m> 2,

m

Xm(T) = z Z Ak(xp1( )""Txpk(T)>

k=2 pEMk

+z Y B (DXg ,(DU(D),
qeMK
gk =1

MK, ensemble des multi-index défini pour m € N* et K € N* par

M ={pe ) [pr+-+pc =m}.
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Mayjoration des ||Xm|| 2

Lemme (1)

Pour tout m € N*, xm et Xy sont dans 2. De plus, sim > 2:

bollz < 3 [ ¥ [[isls

K=2 L pémk i=1
k-1
toc 5 (T als)lule], @
{ q eM'% i=1
gc=1

avec ax = ¥ |[Ax| 4 o, (xx) Bk = VIIBkll s 2 1 ) €

L8Oy 0 <y < e
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Résultat de convergence |

Soit € > 0,
(i) notons a(z z a,z* 1, b(z z bz 1,

(ou les ay et bk sont définis dans Ie Iemme 1),
(i) et définissons la fonction

_ 1+eb(z)
Fe(z) = T a(z)’

de rayon de convergence enz =0 égal ar € R, U{+oo}.
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Résultat de convergence Il

Theoreme (Un résultat d’inversion)

L'équation

XF.(X)—Fe¢(x)=0
a soit une unique solution ¢ (cas 1) ou aucune solution (cas 2) dans
l'intervalle ]0,r[. On définit pf > 0 par

(cas1) pi = % @)
v . X
(cas 2) Pe = X'j?f FX)’ (5)

Alors il existe une unigue z — ®(z) analytiqgue en z = 0 tq:

®e(z) =z F¢(Pe(2)).

Son rayon de convergence est = p; (cas 1) ou > p; (cas 2) .
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Résulat de convergence Il

Theoréme

Soient u € % et Xjn € X, et x; = definini par
x1(t) = S(t)Xini + Jo S(t — T)Bu(T)dr. Si

alors la série x = Xm €st normalement convergente dans
meN*

Il < @e(lall).

2 avec

(i.e:z— &, (szﬂ@) domine z — S nen |[Xml| 2-2™ lorsque
|z| <1.)
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Idées de preuve

@ th.ll: conséquence directe des th. d’inversion réguliere et
singuliére [Flajeolet, Sedgwick].
@ th. Ill: on construit une suite (@n)men- tq @ =1, et

m
=2 & ) I'I%.+8Zbk > I'I‘Pq.
k=2  pemk i=1 {quk i=
=1
@ on montre que ||Xm|| ,- <
@ on définit ®¢(X) =S _; @gnX™ et on montre que
@ le tour est joué!
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Exemples: Une EDO quadratique

(:i)t( = —cx+dx2+u, x(0)=xp >0

c,d >0, T=[0,+oco].
Algorithme:
° S(t) =e % y=1/c,a(z)=9z,b(z) =0,

F(z)=1/(1 —fz) (indpt de &)
° r—c/d et o vérifie 0 = 5.

@ x; est la fonction t — xjjie % 4 [5 e~ ¢=Du(r)dr

p*=c/4d.
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Simulation

]| = nonlinear

067} - order 5 /
0.5 —*— order 3 /
—O linear L

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figure: x et ses approximations pour u = 1.03xp*/y (b = 1, Xjnj = 0).

Pour u =0 et xj; # 0, la borne trouvée (|xi,| < p*)) est tres
pessimiste.

+1ra (o)
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Stabilisation avec saturation

?;:ax—tanh(yx)+u,
ou y>a>0etx(0)=0. Ontrouve pour T =+ que

(6)

- . a
p* = |(2—&)arctan 1—{]—@, OUE:V
2277 - P —mEATEE
S, el
= - R
g P
Qo

y 10
Figure: p* (trait plein) et U, (trait pointille€) en fonction de y.
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EDP de réaction diffusion

Equation de réaction-diffusion 1-D conditions de Dirichlet

af(t,z) = vo(t,z)— uf(t,z)+f(t,z)/Olf(t,x)dx+h(z)u(tI?)
f(t70) = f( ) 0, 8)
f(0,z) = O 9)

f définie sur T x [0,1] avec T =R4, h € C([0,1]), v
constants positifs



Partie 2: Calcul de domaines de convergence

EDP de réaction diffusion

® U=R, X=L?([0,1]),
@ Operateur A de domaine 2(A) = H?(0,1)NH}(0,1),
A=vid?—pl,

Operateur B:
B(u): z — h(z)u.

@ P(x)=Ax(x,x)avec Ay:(x,y)—x<y,1>etQ=0.
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EDP de réaction diffusion

A générateur infinitésimal de S tq

ISl 2xx) <M exp(Ast),
avecM =1etA; = —(u+vm)

:Ml—ex—p()\lT)'
A

az =y, Fe(X)=F(X)= =5, 0= 5,

p* = 41y convergence pour ||x1]| 2 < p*.
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Simulations numériques

- -

reference
— — -order 6
— - — linear

251

£(t,0.5)

Figure: Simulation de f(t,0.5) pour xjni =0 et u(t) = 1.1p* ;
v=0.005, u=1eth:z+—sin(mz) (1ere fonction propre de A),
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PARTIE 3: Applications pour la synthése sonore

@ Application 1: Résultats pour un modele non linéaire de
corde

[Helie,Roze: JSV 2008]

@ Application 2: Propagation non linéaire dans les
instruments de type cuivre
[Helie,Hasler: 13C 2004] et [Helie,Smet: IEEE MED 2008]
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LIRCAM: Institut de Recherche et Coordination
Acoustique/Musique [CNRS UMR 9912]

Création : en 1971 par Pierre Boulez

Vocation : interaction entre

e recherche scientifique (son &
musique)

e développement technologique

e création musicale contemporaine

Equipe Analyse-Synthése :

e mod eles de synth ese
ircam e procédés d’'analyse des sons

== Centre . .
Pompidou o outils de transformation des sons

http://ww.ircamfr
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Application 1

Résultats pour un modele non linéaire de corde (Kirchhoff) J

[Hélie,Roze:JSV 2008]
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The Kirchhoff equation (u: transverse displacement)

V(x,t) € Q =]0; 1[xR+*
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The Kirchhoff equation (u: transverse displacement)

V(x,t) € Q =]0; 1[xR**
N Y T o
at2 ot ot 0x2 ax2

(a,B): damping
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The Kirchhoff equation (u: transverse displacement)

Y(x,t) € Q =]0; 1[xR**
%u du d 9%u d2u

gu  du 00 _ ot £t
32 "%t Paaxz= 1t ax2 T PLOf(t)

(a,B): damping f(t): excitation force
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The Kirchhoff equation (u: transverse displacement)

V(x,t) € Q =]0; 1[xR**

d’u  du 9 d%u ou
et —p2 T = [Lee [ 15017 ]axz P (1)

(a,B): damping &: nonlinear coefficient f (t): excitation force
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The Kirchhoff equation (u: transverse displacement)

V(x,t) € Q =]0; 1[xR**

d’u  du 9 d%u ou
et —p2 T = [Lee [ 15017 }axz P (1)

(a,B): damping &: nonlinear coefficient f(t): excitation force

Boundary and initial conditions

Dirichlet homegeneous: u(x=0,t)=u(x=1t)=0
Atrestfort <O0: u(x,t) =du(x,t)=0
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Equation satisfied by the Volterra kernels

Kirchhoff equation of the string

d’2u  du _d d%u 1 du , 7 d%u
35 Bage |1re ) 151
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Equation satisfied by the Volterra kernels

Kirchhoff equation of the string

d’u  _du d d%u 24
T radtpalu-[iee 1501 58 ot =0

Definition of the solution as a Volterra series
f(t) u(x,t)

S {h$y I

Volterra kernels must be paremetrized in space: {hp} — {h,(f‘)}.
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Equation satisfied by the Volterra kernels

Kirchhoff equation of the string

d’u  _du d d%u 24
T radtpalu-[iee 1501 58 ot =0
Cancelling system in the time domain
A2 w2y
f(t) u(x,t)
{hi}
J 2 o
Lo T —e g dx
x(—o(x)) 5
x2
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Equation satisfied by the Volterra kernels

Kirchhoff equation of the string

d’u  _du d d%u 24
T radtpalu-[iee 1501 58 ot =0
Cancelling system in the Laplace domain
| 52+as—(1+Bs)a‘%
f(t) oL ut)
{H) 0
9 2
Lo T —e g dx
x(—o(x)) 5
x2
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Equation satisfied by the Volterra kernels

Kirchhoff equation of the string

2 2
T radtpalu-[iee 1501 58 ot =0

ot ot 9x?

_— — s?+as—(1+Bs)Z;
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Solution and realization (see details in [JSV 2008])

(Projection of Volterra kernels on the L?-modal basis 2 = {e\ (x) = v2sin(kmx)})

el(x)

®<7
)

Y
8

=

£
Q=%
JrC

=

=

@
=
—

x
N

f
$
=
&
{
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Solution and realization (see details in [JSV 2008])

(Projection of Volterra kernels on the L?-modal basis 2 = {e\ (x) = v2sin(kmx)})
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Application 2

Propagation non linéaire dans les instruments de type cuivre J

[Helie,Smet: IEEE MED 2008]

B

op+ap+adtp= Sap% x>0

p(x =0,t) = po(t)
C.I. nulles



Partie 3 : Application|

Résultat

Realistic case: 2 order realization

21t)

2]

Doy 7t

Structure composed of sums, products and linear filters with
(irrational) transfer functions: . _

A(s) = 1/\/5 By(s) = Gy (s) = e 1tve

Cs) = e~ WV5/\ /5 D(s) = \fse @5 E(s) = /s



CONCLUSION )
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Perspectives

@ Convergence pour des systemes analytiques en I'état et
I'entrée

@ Convergence pour des classes d’EDP plus générales

@ Résolution d’'EDP en noyaux de “Green-Poisson-Volterra”

@ Etude des séries divergentes, troncature optimale

@ Couplage avec des techniques de réduction de modele
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