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Introduction

Contexte et état de ’art

La modélisation physique des instruments de musique a un intérét majeur en synthése so-
nore. En effet, elle permet de reproduire le comportement complet de 'instrument, incluant par
exemple les transitoires d’attaque, de fagon naturelle. Si la modélisation physique n’est pas une
idée nouvelle, les avancées récentes dans ce domaine ont montré 'importance et I'intérét de cet
outil de modélisation comme en témoigne le nombre croissant de logiciels musicaux utilisant ce
type de simulation.

Nous nous intéressons ici & la modélisation physique des tubes acoustiques pour la simulation
réaliste des instruments a vent, et plus précisément des cuivres. Deux hypothéses historiques
précédent I'ensemble des travaux présentés ici : I'influence de ’enroulement de I'instrument est
négligé et les tubes déroulés sont considérés comme axisymétriques. Ainsi un tube acoustique est
entiérement décrit par son profil (aussi appelé “perce”) : le relevé du rayon du tube le long de
son axe de symétrie.

Des travaux réalisés & 'IRCAM ont permis d’aboutir a des modéles réalistes et efficaces de
propagation dans les instruments a vent basés le modéle de Webster-Lokshin a abscisse curviligne
[1]. Contrairement aux modeéles précédents, ces modéles introduisent la prise en compte de la
courbure du rayon des tubes et des pertes visco-thermiques a la paroi interne du tube. Sous
certaines contraintes, ce modéle a été résolu sous la forme d’une matrice de transfert acoustique
liant le couple pression/débit a la sortie du tube au couple pression/débit a Ientrée du tube.

Les guides d’onde [2, 3, 4] sont des structures bien adaptées a la synthése temsp-réel et des
premiers résultats aboutissant & des structures de Kelly-Lochbaum pour les tubes courbes ont
été trouvés [5, 6]. Une étude plus récente a permis de mettre en oeuvre des structures en guides
d’onde bien adaptées a la synthése sonore temps-réel [6]. Ces modéles sont basés sur une décom-
position en quadripoles de transfert des matrices de transfert acoustique solutions du modéle de
Webster-Lokshin & abscisse curviligne.

L’étude présentée ici se place, entre autres, dans le cadre d’un travail sur des outils informa-
tiques pour la lutherie. En effet, des travaux récents ont permis de mettre en oeuvre des premiers
outils permettant ’estimation d’un modéle géométrique d’un profil d’instrument quelconque per-
mettant la résolution du modeéle de Webster-Lokshin [7] (joint & la fin de ce document). Ainsi, il
est aujourd’hui possible, & partir du relevé de la perce d’un instrument existant ou bien du tracé
de la perce d’un instrument avant sa premiére fabrication, de calculer des paramétres acous-
tiques tels que impédance et transmittance ou d’obtenir une version simulable en temps-réel de
I'instrument.



Probléme posé

La décomposition en structures de type “guides d’ondes” pour la simulation temps-réel n’est
pas encore aujourd’hui complétement opérationnelle. Il a en effet été observé, pour des tubes a
profil concave que les décompositions “standard” en ondes progressives conduisent & des sous-
systémes instables (ils contiennent des fonctions de transfert avec des singularités a partie réelle
négative) [8, 9, 10]. Se pose alors la question de la décomposition a utiliser (il en existe une
infinité) afin d’obtenir

1. une structure de type guide d’ondes,
2. une structure simulable a faible coiit,
3. une structure stable en tout point aprés décomposition.

Un probléme similaire d’instabilité a été mis en évidence dans le cas du raccord de cones
convergents [11]. Une solution stable par réalisation minimale est proposée dans [12].

Pour les profils concaves, une solution stable (ou plutot une infinité de solutions parameétrées)
a été trouvée pour la premiére fois dans [6, chap. 4] en introduisant artificiellement un degré de
liberté dans la structure en guides d’ondes qui

1. stabilise les réflexions internes au trongon,
2. regénére les relations exactes qui lient les états aux interfaces du trongon.

Cette solution, basée sur des considérations purement “traitement de signal”, améne a des struc-
tures qui fonctionnent dans la plupart des cas mais elle ne repose sur aucune considérations
“physiques” pour expliquer le probléme d’instabilité et le résoudre.

L’étude présentée ici concerne le choix de décomposition en structure de type guide d’ondes.
La démarche consiste & rechercher des nouvelles définitions d’ondes progressives informées par
la géométrie. Cette démarche inductive a pour but de définir de nouvelles ondes “physiquement
sensées” qui conduisent & une décomposition stable en tout point. La suite du travail consiste &
chercher, & partir de ces nouvelles définitions d’ondes, une structure simulable stable et a faible
cott.

Ce document est organisé de la fagon suivante. Aprés quelques rappels sur le cas simple des
tubes droits sans perte, nous cherchons & illustrer et & comprendre ’apparition des instabilités
pour les décompositions strandards en ondes progressives. Il apparait que ces décompositions
standards traduisent une propagation certes locale au trongon mais dans un troncon qui aurait
une longueur infinie. Or, un profil concave de longueur infinie présente des parties a rayon négatif
qui ne sont évidemment pas physiquement sensées.

Notre approche consiste d’abord a rétablir explicitement dans les matrices de transfert acous-
tique (et dans la définition des ondes recherchées) le fait que le rayon d’'un trongon est positif.
Ensuite, nous recherchons des quantités découplées pour définir de nouvelles ondes progressives
“informées par une géométrie physiquement sensée”.






Premiére partie

Etudes préliminaires

Dans un premier temps, nous reprenons le cas simple des ondes planes se propageant dans un
tube droit sans pertes. Nous rappelons deux méthodes qui permettent d’aboutir & la définition
des ondes planes progressives. Nous donnons alors quelques interprétations sur le sens acoustique
des quantités mises en jeu dans ces méthodes.

Dans un second temps, nous considérons le changement d’état “standard” utilisé pour définir
les ondes progressives sur le modéle de Webster-Lokshin. Enfin, nous donnons de premiéres
interprétations des instabilités qui apparaissent dans la décomposition en guides d’ondes & la
lumiére des informations apportées par la premiére étude sur les ondes planes.



1 Cas des tubes droits sans pertes

1.1 Ondes découplées dans les tubes droits sans pertes

Considérons en premier lieu un probléme de propagation acoustique linéaire d’ondes planes
dans un tube droit sans pertes. Les équations d’Euler et de la conservation de la masse sont

données par
I
0V + —gradP =0,
Po . (1)
o P + pQCOQdiVV =0,

et peuvent s’écrire sous la forme
0. X, + M0, X, =0, (2)

ol x est la variable spatiale qui décrit ’axe de symétrie du tube et ol le vecteur d’état acoustique
X, et la matrice M, sont donnés par les expressions

P
XP = |: V :| ’ (3)
(1) Po
MP - 5 0 ’ (4)
PoCo

ol pg est la densité de l'air, ¢g la célérité du son dans le milieu, P la pression acoustique et V' la
vitesse.

Ondes progressives : Métode 1 Pour trouver des ondes découplées localement (i.e. en tout
point du volume), il suffit de diagonaliser la matrice M,,. Les valeurs propres calculées sont

1 1
A =—et A\ =—-——. (6)
€o €0
Nous avons deux valeurs propres de multiplicité 1 donc la matrice de passage posséde deux degrés
de liberté. Un choix classique permet d’obtenir la matrice de passage

2 2
P, = 2 _ 2 (7)
PoCo Poco
et son inverse
. 1 poco ]
P, = . 8
p |: 1 —poco ( )

On peut donc mettre 'équation (2) sous la forme

1
= 0
0 Y, +| ¢ 1 |0Y,=0. 9)
0 -3
onY, = prl X, est le vecteur des ondes progressives découplées se propageant dans le tube.

On retrouve les ondes classiques

o[ ]-[522Y]



ol Zy = poco définit I'impédance caractéristique du milieu de propagation.

On note s la variable de Laplace dans le plan complexe. Le transformée de Laplace (pour
laquelle un multiplication par s correspond a une dérivation temporelle et une division par s
correspond a une intégration temporelle) de (9) s’écrit

1

Lo
BxYp—FS{%’ _L}Yp:o. (11)
co

Ondes progressives : Métode 2 Un seconde maniére de retrouver (9) consiste a factoriser
lopérateur d’Alembertien, dans le domaine de Laplace, sous la forme

1 _
A — 00_252 = (0, — ATs) (0x + A7) (12)

Les opérateurs qui “propagent” les variables d’ondes (appelés “opérateurs de propagation”) dans
un tube droit entre les abscisses a et b sont alors

T;(L,s):e%oL pt (b, s):TJr(L s)pT(a,s),
T (L,s)=c% , p (b $) =T (L, s)p~(a5), (13)
=b—a.

On remarque que T, (L, s) = T, (L, 5)_1. On notera donc plus volontiers

b7 S) - p(L7 S) ( )7
“(a,5) = Tp(L,s)p~(b,s), (14)
P(Lvs) +( )

p*(a) pr(b)

— > ¢ 0 >

p~(a) p~(b)

FIGURE 1 — Propagation d’ondes découplées dans un tube droit

—sL
e < étant le retard pur induit par la propagation dans un tube de longueur L, on définit

alors “l’opérateur de dispersion” D, (s, L) :
—sL
Ty(s,L) =€ 0 Dy(s,L). (15)

Dans le cas des ondes planes que nous étudions ici, Dy(s, L) = 1, ce qui signifie que les ondes
pT et p~ sont retardées mais ne sont pas modifiées lorsqu’elles se propagent dans un tube droit
sans pertes



1.2 Transposition de la méthode pour le cas des tubes courbes

Dans le cas des tubes a section variable, nous nous plagons sous les hypothéses du modéle de
Webster-Lokshin & abscisse curviligne que nous présenterons en section 2. L’objectif de la partie
II est de trouver des ondes découplées dans les tubes courbes, & 'instar des ondes planes dans les
tubes droits. La méthode mise en oeuvre différe quelque peu de celle présentée ci-dessus. En effet,
la diagonalisation sera effectuée sur la matrice de transfert obtenue par résolution du modéle et
non sur les équations du modéle lui-méme. De plus, des conditions de réalisme physique du tube
étudié seront injectées dans la matrice de transfert avant diagonalisation.

Ainsi, nous pourrons étudier les opérateurs de propagation et de dispersion trouvé dans les
tubes a section variable avec le modéle de Webster-Lokshin & abscisse curviligne.

2 Modéle considéré dans les tubes a section variable

2.1 Définitions de fonctions

Comme nous allons le voir par la suite, plusieurs fonctions jouent un réle prépondérant dans
le probléme et apparaissent & de nombreuses reprises, tant dans les formules liées & la géométrie
que dans celles liées a ’acoustique et & la propagation des ondes dans le tube.

k

zF x
gbprZw et ¢2xr—>zm (16)

k>0 k>0

sont analytiques sur C donc C* (R) et développables en série entiére avec un rayon de convergence
infini. Elles sont présentées en figure 2 sur I’axe réel. Ces deux figures font apparaitre deux valeurs

FIGURE 2 — Fonctions ¢ et ¢o

limites clés que nous retrouveront tout au long de ’étude :
— —72 est la valeur pour laquelle ¢o(z) s’annule et ¢;(z) atteint son minimum
— —72/4 est la valeur pour laquelle ¢;(z) s’annule
On définit de plus la fonction ®, qui apparaitra réguliérement dans la suite, par

i 91(@)
P . +—>¢2(x).

Cette fonction est présentée en figure 3 sur I'axe réel. On retrouve ici la valeur —72 d’annulation

(17)

10



F1GURE 3 — Fonctions ¢

de ¢ qui devient une singularité de ® et la valeur —72/4 pour laquelle ® s’annule.

Remarque : ces fonctions peuvent s’écrire (indépendemment du choix de N )

¢1(x) = cosh (\/E) ,
sinh (y/x) .
bo(x) = T six#0
1 siz=0
V=
(%) = b (V)

2.2 Modéle de Webster-Lokshin a abscisse curviligne

Le premier modéle de tube acoustique a dépendance mono-spatiale fut établi par Lagrange [13]
et Bernoulli [14]. Cette équation est dite “de Webster” [15] et a été abondamment étudiée [16].
Pour les pertes, les premiéres études ont été initiées par Kirchhoff [17]. On pourra retrouver 1’en-
semble de ces éléments bibliographique dans [18] et aussi dans [7] (joint & la fin de ce document).

Les effets de courbure et de pertes sont finalement regroupés dans le modéle dit “de Webster-
Lokshin” & dependance en ’abscisse curviligne [1, 19].

Soit un profil de tube z — r(z). Le passage en abscisse curviligne s’écrit en mesurant la
longueur de la paroi depuis z = 0, L(z) = foz /14 7'(w)2dw. On note I'abscisse curviligne
¢ = L(z) et on a alors

R(L(2)) =r(z) et R({) = T(Lfl(é)) . (18)

En notant P(¢,t) la pression dans le tube a I’abscisse ¢ et a I'instant ¢, I’équation de Webster-
Lokshin, établit dans [1], s’écrit

R'(0) 1 2e(0)
92 +2 0 — —0%—
(Z RO e®t

3
2

) ) P(t,t) =0 (19)

3
2

/11— R/ 2
ol ¢y est la vitesse du son et () = ﬂo%@(@ quantifie les effets visco-thermiques (ko ~

3x107*m!/? dans Pair). Cette équation est appelée équation de Webster en raison de la présence

/ 3
du terme 2%84 et équation de Lokshin en raison de la présence du terme 25—(5)8,3.
2

€0

11



Dans le domaine de Laplace, le modéle de Webster-Lokshin complet s’écrit

(67 - 1) (ROP(Ls) = 0 (20)
U(t, ) _
po S 50 + 0 P(l,s) = 0 (21)
o , 1, 2(0) s
L(s)" = —5s"+—5s2+7(() (22)
CO Co§
avec Y(0) = 1%((;;)) Sy =7R(0)?* et U(L,t) = S(£)V (£, ) définit un débit acoustique.

Remarque : la fonction I' est définie comme une racine complexe. L’analyse compleze et no-
tamment les racines complexes posent plusieurs problémes théoriques que nous n’aborderont pas
ici. Nous considérerons dans ce document que les fonctions définies avec des racines complexes
ne posent aucun probléme de définition sur Car (le demi-plan droit de Laplace).

L’énergie acoustique s’écrit

2 (P 2 1 2
eac(g,t) = 7TR(€,15) <§V(£, t) + 2[)7]3(6,15) > . (23)
et on montre que le modeéle sans pertes (¢ = 0) est conservatif. Pour la cas avec pertes, il faut
mener 1’étude en utilisant les énergies acoustiques étendues [20, 21].

3 Ondes découplées dans les tubes courbes avec le modéle de

Webster-Lokshin a abscisse curviligne et apparition des insta-
bilités

Le modéle (20-21) peut étre résolu analytiquement dans le cas ot les parameétres Y (¢) et £(¢)
sont constants. On définit alors un “trong¢on”, portion de tube pour lequel T (¢) est constant. Dans
un trongon, £(¢) est approximé par par sa valeur moyenne e({) ~ ¢ = % fOL e(0) dl et le modele
de Webster-Lokshin peut étre résolu.

Considérons un trongon a Y constant de longueur L (on suppose que le trongon est défini
entre les abscisses —L/2 et L/2), on note R; et R, les rayons du trongon a gauche et a droite.
Une résolution du modeéle (20-21) pour la propagation entre les abscisses —L/2 et L/2 est donnée
par la matrice de transfert acoustique Q(s) (détaillée en partie 6.1)

P%,s>] & 0 LU
= v Q(s) ] (24)
U (%.5) o 0 2 [ U(-5)

Une représentation guides d’ondes sous la forme d’une succession de quadripdles de transfert est
donnée dans [6]. Cette derniére représentation est tout a fait adaptée a la simulation temps-réel
(le travail d’implémentation a d’ailleurs déja été en partie mis en oeuvre [22]). Cependant, elle
pose des problémes de stabilité dans le cas ot le parameétre T devient négatif. Nous allons tenter
ici d’expliquer pourquoi en nous basant sur un interprétation physique de la décomposition en
quadripoles présentée dans [6].

12



Profil avec T =4, Rj =0.1 et R. =0.2

0.2

0.15

0.1

R1 ([) et —Rl ([)

-0.1

-0.15

-0.2

-0.5

FI1GURE 4 — Trongon a profil convexe

Prenons le cas d’un trongon de tube a section variable de longueur 1 avec T =2, R; = 0.05
et R, = 0.2 (nous verrons en section 5 que ces trois paramétres suffisent & décrire entiérement le
trongon) ; ce trongon est tracé en figure 4.

La décomposition en quadripoles proposée dans [6] fait apparaitre les réflexions internes du
tube semi-infini ayant le méme paramétre T mais se continuant a I'infini & gauche et a droite. En
effet, 'expression de la fonction de reflexion interne du tube aux abscisses —L/2 et L/2 nécessite
de fixer des conditions frontiéres aux extrémités du trongon (ces fonctions de reflexions internes
seront modifiées lors de la concaténation du trongon avec une impédance de rayonnement ou un
autre trongon). Les conditions frontiéres choisies dans [6] sont celles d’un tube semi-infini qui
prolonge le troncon existant avec le méme parameétre Y.

Autrement dit, la réflexion interne vue depuis U'intérieur du tube du coté droit est celle du
tube décrit par le rayon R;(¢) V¢ € [0, o] et la réflexion interne vu depuis l'intérieur du tube
du coté gauche est celle du tube décrit par le rayon Ry (¢) V¢ € [—oo, L].

Ceci ne pose pas de probléme tant que T est positif car le rayon tend vers oo en +oo. En
revanche, lorsque T devient négatif, comme le montre les équations (39-41) le rayon ne s’exprime
plus a I'aide des fonctions cosh et sinh mais & ’aide des fonctions cos et sin. Ceci implique que
le rayon peut s’annuler lorsque la longueur devient trop grande ou que Y devient trop négatif
comme l'illustre la figure 5. On définit alors la longueur critique d’un trongon de tube pour un
T donné (ou un Y critique pour une longueur donnée) au-dela de laquelle le rayon s’annule &
I'intérieur de son ensemble de définition. Cette valeur est précisément L..;; = ——

Nt

Dans le cas T < 0, les tubes semi-infinis ont un rayon présentant une périodicité spatiale et
étant alternativement positif et négatif. Un rayon négatif n’a évidemment aucun sens physique
et on ne peut pas s’attendre & des comportements naturels avec de telles considérations.

Une précédente étude [6] a montré que, quand T est négatif, les passage par 0 successifs
du rayon jusqu’a l'infini provoquent 'apparition d’un continuum de poles sur la partie positive
de I'axe réel pour les fonctions de réflexion internes dans la décomposition en quadripdles de
transfert. Ceci explique donc 'apparition des instabilités dans cette décomposition.

13



FIGURE 5 — Tube a rayon négatif

Il est toutefois possible de donner une autre interprétation des instabilités qui apparaissent
dans la décomposition en quadripoles. En effet, I'(s) étant un opérateur uniquement temporel (il
ne fait pas apparaitre de dérivée selon ¢) on peut écrire une sorte de d’Alembertien étendu pour
le modéle de Webster-Lokshin :

07 —T(s)” = (0, — T(s)) (8 + T'(s)) (25)
L’opérateur de dispersion pour le modéle de Webster-Lokshin est alors
D(s) =1, (26)

D’aprés ce que l'on a dit précédemment, on peut interpréter ce résultat comme le fait que 'on
rameéne des réflexions liées a des tubes semi-infinis & 'intérieur méme de 'opérateur de dispersion
d’ou les instabilités dans le cas T < 0. De plus, d’un point de vue plus “traitement de signal”,
nous verrons plus tard que 'opérateur de dispersion D(s) est un filtre instable dans le cas T < 0.

La condition sur la géométrie du profil & injecter dans la matrice de transfert est donc toute
trouvée, il s’agit de la positivité du rayon.
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Deuxiéme partie
Changement de variables en ondes découplées
informées par la géométrie

L’objectif de cette partie est de définir de nouvelles ondes découplées, se propageant dans les
tubes et permettant d’obtenir une structure guides d’ondes stable. Ce travail ce divise en deux
grandes étapes. La premiére consiste & trouver des conditions sur les parameétres géométriques
qui assurent que le profil de tube sur lequel nous travaillons est physiquement réaliste (la po-
sitivité du rayon). Ensuite, nous souhaitons injecter ces conditions dans la matrice de transfert
acoustique solution du modéle de Webster-Lokshin avant de diagonaliser cette derniére. Ainsi,
nous espérons trouver de nouvelles définitions d’ondes progressives découplées a l'intérieur d’un
tube & section variable dans lesquelles sont “inscrites” les conditions physiques de réalisme du
tube. Nous devrions de cette fagon éviter les problémes d’instabilité présentés en partie I.

Une étape préliminaire consiste a définir des quantités adimensionnées invariantes par change-
ment d’orientation du trongon (invariante par inversion entrée/sortie). Les formules de passage
principales entre les variables dimensionnées et les variables adimensionnées sont données en
section 4, des formules plus détaillées sont fournies en annexe.
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4 Adimensionnement, convention axiale et convention “troncon”

4.1 Notations

A T'exception de quelques variables qui possédent un nom différent en version dimensionnée
et en version adimensionnée, les notation suivantes sont respectées dans le reste du document :

— les variables et les paramétres dimensionnés sont notées avec un

— les variables et les paramétres adimensionnés sont notées sans

— les variables dépendant de la variable spatiale sont notées, en convention axiale, A(¢) ou
Als),

— les variables dépendant de la variable spatiale sont notées, en convention troncon, A; ou
A, (1 pour left, r pout right).

4.2 Adimensionnement

L’adimensionnement des variables nous permet de faire disparaitre toutes les constantes phy-
siques (cg, po etc.) des équations du modéle et ainsi de garder uniquement les quantités essentielles
a la compréhension physique des phénoménes mis en jeu. L’adimensionnement touche tous les
types de variables du problémes : variables géométriques, variables de Kirchhoff, fonctions d’ondes
etc. Comme nous le verrons tout au long de cette section, la valeur clé pour ’adimensionnement
est la longueur L du tube considéré. Ainsi, 'adimensionnement est propre & un trongon et lors
de la connexion de troncons les uns aux autres, il faudra prendre soin de redimensionner les
variables.

4.2.1 Variables spatiales et fonctions géométriques

Soit un trongon de tube de longueur L décrit par sa perce R({), £ € [a, b] (ona L =b— a).
La variable spatiale indépendante adimensionnée est notée x et I’adimensionnement se résume &
la transformation

11
——,=1. 2
€€[a,b]|—>x€[ 2,2} (27)
Les formules de passage entre la variable x et la variable £ s’écrivent alors
(-
r=X(l)= 2, (25)
b
E:E(x):Lx—i—a;_ . (29)
Dans le cas a = —% ,b= %, les formules de passage deviennent simplement
= x() =+ (30)
T = =1
(=L(z)=Lx. (31)
Le rayon E(f) est adimensionné de la fagon suivante
1 -
R(x)=—=R(L(x)),
o) = 7 RLE) )
R() =L R(X(Z))
et on a
T=L1°7,
-1 (33)



4.2.2 Variables temporelles et fonctions acoustiques

L’adimensionnement dans le domaine temporel (et dans le domaine de Laplace) est effectué
par rapport au temps de propagation d’une onde sonore dans un tube de longueur L :

Co ~ L -
t = f , S= C—S,
0
E L " - Co (34)
=—t, §=—5s.
Co ’ L
On en déduit 'adimensionnement du paramétre ¢ et de la fonction f(@)
1
L
I(s) = LT (%05) =1\/s24+7T+ %es3 ,
(36)

f(g:%r(ég) :\/<%>2+T+Qe <%>g

Les variables de Kirchhoff sont adimensionnées respectivement par rapport a la pression de
~ ~ ~ 2
référence poco? et au débit de référence coS(¢) (ot S(¢) = wR(£)")

P(0,t) = pe®P (xw), %t) U(0,t) = coL?S(X(0))U (X(e), %t)

P(x,t) =

(37)

L’adimensionnement des différentes variables d’ondes définies dans [6] est explicité en annexe.

4.2.3 Modéle de Webster-Lokshin

En variables adimensionnées et dans le domaine de Laplace, le modéle de Webster-Lokshin
s’écrit ,
{52 + 7T 4 2es2 — 8%} (R(:c)P(a:, S)) =0
sU(z,s)+ 0y P(z,s) = 0

Nous avons bien réussi a faire disparaitre toutes les constantes physiques du probléme. Nous
allons donc pouvoir nous concentrer sur la compréhension physique des phénomeénes et la re-
cherche d’ondes découplées informées par la géométrie. Cependant, nous devons d’abord aborder
ce que nous avons appelé la “convention troncon”.

4.3 Convention axiale et convention “trongon”

La convention axiale est en fait celle qui est implicitement utilisée dans la partie I. Considérer
un tronc¢on de tube en convention axiale consiste & définir une extrémité comme étant 'entrée
et Iautre comme étant la sortie et a considérer les différentes variables et fonctions le long du
tube. On écrit par exemple P(z,t) ou o(z) pour x € [—1/2,1/2]. L’inconvénient de ce paradigme
est que les expressions des variables et des matrices de transfert acoustiques se voient modifiées
lorsque l'on retourne le tube (I’entrée devient la sortie et vice-versa, transformation que ’on peut
symboliser par la symétrie  — —x) alors que le tube est le méme. Pour s’en convaincre, il suffit
de prendre 'exemple du débit acoustique : si I'on retourne le tube et que l'on garde la méme
convention alors U(x) devient & —U(—=z) et non U(—z).
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La convention appelée “convention trongon” permet de définir des variables et des matrices
de transfert acoustiques qui ne sont pas modifiées par la symétrie x — —zx. Pour cela, nous
ne considérons plus les variables et les fonctions pour z € [—1/2,1/2] mais uniquement aux
extrémités du trongon car ce sont ces derniéres qui nous intéressent pour établir les matrices
de transfert. Les variables au point z = —1/2 sont notées avec un indice .; (pour left) et les
variables au point z = 1/2 sont notées avec un indice ., (pour right). En convention trongon,
la symétrie z — —xz revient alors simplement & inverser les indices .; et .. dans les différentes
fonctions, variables et matrices de passage.

La convention trongon repose sur un principe simple : les quantités dirigées sont orientées
vers l'intérieur du tube. Ainsi le débit & 'extrémité gauche du tube n’est pas modifié entre la
convention axiale et la convention trongon, U; = U(—1/2), mais le débit a 'extrémité droite du
tube se transforme en son opposée, U, = —U(1/2). De méme pour les pentes normalisées o; et
o,. Les variables d’ondes ne sont plus notées ¢t ou ¢~ mais ¢ ou ¢°%.

Les figures 6 et 7 illustrent comment les variables de Kirchhoff et les variables d’ondes sphé-
riques présentées en partie I sont modifiées entre la convention axiale et la convention trongon.
Les formules de passage en convention axiale et en convention trongon sont indiquées ci-apreés.

) (1) v, ¢zm(M“t(3) U,

oip) 2 o ()
6 (~1,5) ¢~ (3.5) Ww%)
F1GURE 6 — Convention axiale FI1GURE 7 — Convention trongon
R/'(¢ R(—1L R(L
o= 2O Lo RCD L RG)
(0) R(-1) R(3)

5 Considérations géométriques

5.1 Paramétrisation du rayon

Comme nous 'avons dit, le modeéle (20-21) peut étre résolu analytiquement dans le cas ou les
paramétres Y (¢) et £(¢) sont constants. Pour le paramétre £, on fait le choix £(¢) ~ 1 Jo E0)de.

La constance du paramétre T (¢) induit I'équation

R"(0) = TR(£) = 0. (38)
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Cette équation se résout de fagon classique selon la valeur de T

Teo ﬁ<e>:gcos<\/§e)+§sm<ﬁe) avee (1,B) € B2, (39)

T=0 : R({)=A+Blavec (A, B)eR?, (40)
T>0 : R({)=Acosh (ﬁf) + Bsinh (ﬁf) avec (A, B) € R%. (41)

Cependant, on a montré dans [22] que ces écritures peuvent étre unifiées a 1’aide des fonctions
CetS

C o (0) s (T
{S (@,T)H@(;Q((Tﬁg) ! (42)

R(f)=AC((,T) + BS((, ). (43)

Par définition, les fonctions C' et S sont C* en T et en ¢, ce qui nous assure la continuité du
modéle géométrique en Y.

Ceci définit une famille de trongons paramétrés pour lesquels le modéle de Webster-Lokshin
a abscisse curviligne peut étre résolu analytiquement. Un trongon est entiérement définit par les
parameétres (g, B , T) De plus, si on considére des troncgons de tube de longueur L sur 'intervalle
IS [—%, %], alors les fonctions C' et S définissent une base orthogonale de I'espace des solutions
de (38).

Ce paramétrage présente toutefois un inconvénient : si le paramétre Y définit la “courbure”
du tube, il est bien difficile de donner un sens aux paramétres A et B. De plus 'écriture de la
positivé du rayon avec ce paramétrage est possible mais compliqué.

Les fonctions

sinh (VT (¢~ %))

sinh (LVT)
sinh (VT (£+5))
sinh (Lv/T)

définissent elles-aussi une base de 'espace des solutions de (38). De plus, comme St (—%) =1,
St (%) =0,95 (—é) =0et S” (é) = 1, le rayon peut s’écrire

SUo(0Y) e —

(44)

ST (0,Y) e

R(0) = RiS'(¢,T) + R,.S"(¢,7) (45)

ol El est le rayon a 'extrémité gauche du tube et R, le rayon a l'extrémité droite. Ce paramé-
trage, qui fait apparaitre les rayons aux extrémités du profil, a un sens bien plus évident quant
a la géométrie du profil. La figure 8 présente I'influence de Y sur les fonctions S' et S”. Une
courbure positive correspond donc & des tubes convexes, une courbure nulle a des tubes droits
ou coniques et une courbure négative a des tubes concaves. Avec ce paramétrage, un trongon est
entiérement défini par les parameétres (él, R,, :IV")
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T<0

FIGURE 8 — Fonctions S’ et S” pour T < 0 (en haut), T = 0 (au milieu) et T > 0 (en bas)

Enfin, on définit les quantités suivantes afin de séparer les informations concernant la géo-

métrie proprement dite et les informations concernant I'orientation du profil.

R,
0 = In|—
n<&>

p = VER.R

Les parameétres R, et R; s’écrivent alors

SIES

R,
R, = pe”

)
[
NI -

X

L’adimensionnement de ces différents paramétrages est donné en annexe.

5.2 Profils physiquement réalistes

Considérons le tube défini, en variables adimensionnées, par le rayon R(z) = R; S%(x) +

R, S (x).

L’étude des fonctions Sir et ST lorsque fait apparaitre une singularité lorsque T =

2

—T.

Cette valeur est en fait la valeur critique évoquée en section 3 en variables adimensionnées (ce
qui revient & considérer I = 1). Pour cette valeur, les fonctions S’ et S tendent vers I'infini sur

I'intervalle [—1/2,1/2]. On en déduit le théoréme suivant

Théoréme 5.1 (Valeur limite de T)

11
R(0) est définit Vx € |:—§, §:| = T > Tepig avec Yepig = —7

20

(50)



La suite de I’étude suppose cette condition respectée.
Nous I’avons déja évoqué, la premiére condition pour que le tube soit physiquement réaliste
est la positivité stricte du rayon.

Théoréme 5.2 (Positivité du rayon)

11 R >0

Preuve 5.1 (Positivité du rayon)

11 R(-3)>0 R >0
R(CC)>0V:U€{—§,§}:>{ (%)>0 :>{RT>O
Rl>0 B 3 . 11

{Rr>o = R(z) = RS~ (z) + RS (z) >0Vz € {_2,2}

11
car §(a) >0 et %) >0V € 5.5

La description de la perce en abscisse curviligne fait apparaitre des propriétés inhabituelles.
En effet, une pente verticale correspond & R'(¢) = 1, on a donc la condition suivante :

|R'(0) <1 (52)

Cette inégalité ne nous a pas encore mené a des conditions convaincantes et n’est pas exploitée
pour 'instant.

6 Résolution du modéle et diagonalisation de la matrice de trans-
fert acoustique
6.1 Résolution du modéle de Webster-Lokshin a abscisse curviligne

La résolution de (20-21) sous forme de matrice de transfert est donnée dans [1] et peut s’écrire
sous la forme

L R

E&)_| & " |auml T O |[BO]

e | = L, | @O || a6 | (53)
pg m Rl

" N 1. AR 0.-1AG) |

ma:[k@+w»wwrmﬁ®ﬂA® 1o ]AG)
NG e (rr6)) o

e (1TE)
En variables adimensionnées, la matrice de transfert devient
1
Pes)]_| &’ NE RO

i R C Ol L e )




ou

1, 07| A(s 0, —1]A(s
Qls) — [1, o1} A(s) [ ]()]

[ {—(01 +o0,), —0r0] — F(S)Q] A(s) [1, or]A(s)
61(I(s)%) ]
¢2(I(s)?)

Les paramétres oy, o, et Y sont liés. En effet, en écrivant la définition de o; et de o, on
montre que

(56)
avec A(s) = [

$2(T)
P1(Y)

On peut donc réécrire la matrice Q(s) afin de séparer les effets des paramétres o; et o, :

or + 0= _(O-ro-l + T)

(57)

Q(S) - QO(S) + oy Ql(s) + oy Qr(s)a

1, OJA(s) [0, —1]A(s)
[o, T — r(s)ﬂ (s) [1,00A(s) |
)

(58)
[0, 1]A(s 0
Quls) = [ [~1, D(T)] A(s) 0 ] ’

Qo(s) =

A
A

Q.(s) = [ [—1, (1) A(s) [0, 1]JA(s) ] .

6.2 Recherche d’ondes découplées

Dans cette section, la dépendance en la variable de Laplace s est omise afin d’alléger les
notations.

6.2.1 Démarche adoptée

Comme nous 'avons dit en introduction de cette partie, le but est ici de trouver des ondes
progressives découplées informées par la géométrie. Pour cela, il nous faut injecter la condition
(51) dans (58) avant la diagonalisation.

Ceci est fait via le paramétre de dissymétrie 6. En effet, la condition (51) implique la réalité de
cette quantité. De plus, ce rapport nous permet de distinguer les informations liée a la géométrie
et celles lies a I'orientation : le signe de # nous indique I'orientation du tube alors que |#] (ou 6?)
nous donne une information sur le “taux de dissymétrie”, invariant par changement d’orientation.

Pour bien comprendre cette étape, il est nécessaire de se demander & quoi correspond physi-
quement la diagonalisation de la matrice Q. Comme l'indique (55), la matrice Q est la matrice de
transfert acoustique entre les états acoustiques aux extrémités du tubes. Cet état acoustique est
un vecteur contenant la pression normalisée par la longueur du trongon et la dérivée temporelle
d’une quantité de mouvement.

Par définition, la diagonalisation d’'une matrice M revient & trouver les valeurs propres A
pour lesquels

dX #0/ MX = XX.

Dans notre cas, diagonaliser Q revient donc & chercher une “proportion” de P et de U qui se
préserve lorsqu’elle parcourt le trongon de tube :

()<

22



6.2.2 Recherche des valeurs propres

On pose ,
~ ¢1(87) — ¢ (Y)
F(0,7) = —¢2(T) (59)
Par définition,
( TRr—Rlcosh <\/T)
o = :
R; sinh <\/T) (60)
= R; — R, cosh <\/T)
\ 7 R, sinh <\/T) .
On en déduit ; inh(6)
o = @ —®(T)=F(6,7T)+ S(lbfﬂ(l,{e)) , 1)
= g PO e

En injectant (61) dans (58), on obtient une nouvelle expression de la matrice Q(s), unique-
ment en fonction des parameétres 6 et Y.

Qi1 = ¢ (Fz) ( 0,7) + S;Iﬂ?( ))> ¢2(T )
Qi = —42(T?)
Q271 — —2F(9 T ¢1 F2 <<51Dh 9) > F(H,T)2 _ F2> ¢2 (F2) (62)
B 9 _ sinh(0 ))
QQ,Q - ¢1(F )+ <F(07T) ¢2( ) ¢2( )
On vérifie bien que l'on a encore
det(Q) =1 (63)
Le polynéme caractéristique associé a cette matrice est
P(A) = M —20)+1 (64)
avec b = ¢ (I?) + F(0, )¢ (I?) (65)

et les valeurs propres de la matrice de transfert acoustique s’écrivent

2
)‘7" = b/ (1 — bb’21> et
66
T (66)
/

Comme det Q = 1, on sait que \; = A, . On notera par la suite A = \,.. Il existe un matrice de
passage P telle que

Q:P[g\ A‘L]Pl. (67)
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Ces valeurs propres et la matrice de passage qui leur est associée définissent un nouveau type
d’ondes progressives découplées qui se propagent a l'intérieur d’un tube acoustique & Y constant
avec prise en compte des pertes visco-thermique.

La diagonalisation de la matrice de transfert acoustique s’écrit donc :

— 0
]l | & A0 Joa[R 0 ][R
AN R L FS L K (T R

6.2.3 Paramétrisation des espaces propres

Pour trouver les vecteurs propres associés a chaque valeur propre, on résout

Q [ s } = \ijr [ s ] (69)

Comme la diagonalisation fait apparaitre deux valeurs propres de multiplicité 1, la matrice de
passage posséde deux degrés de liberté que I'on note « et 5. En définissant

b v?—1
K = ! 5— et (70)
b9 (F2) v
sinh(#)
a = , 71
$2(T) (71)
on obtient la matrice de passage
a p
P= 72
ala—K) Bla+K) (72)
et son inverse
1 (K+a)B -8B
o (73)

205K (K—a)a «

Nous avons donc trouvé un paramétrage de la matrice de passage liée aux valeurs propres
définies ci-dessus.

Maintenant que nous connaissons I’expression des matrices de passage, ’équation de transfert
(68) peut étre mise sous la forme d’une succession de quadripoles. Cette décomposition est
présentée en figure 9 (& gauche) en convention admittance (pression en entrée, débit en sortie).

Nous souhaitons obtenir une struture symétrique. Remarquons tout d’abord que lorsque 'on
change l'orientation, a devient —a, on note donc a; = a et a, = —a. Comme le changement
d’orientation doit se traduire uniquement par l'inversion des indices .; et .., il apparait une
condition sur les degrés de libertés de notre décomposition : a et 8. En effet, on observe que la
symétrie est retrouvée dans le cas ou le changement d’orientation change « en 3 et inversement.
En notant oy = a et a, = 3, on retrouve bien un structure entiérement symétrique (9 a droite).

Un travail reste a faire sur le choix des quantités oy et a,.. Nous pouvons citer comme possi-
bilités de choix respectant la symétrie :

— Q] = Oy

- o =R et a, =R,

— o =R, et a, = Ry
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FIGURE 9 — Décomposition en quadripdles de transfert. Rappelons que le but de I'étude est,
entre autres, de retrouver des fonctions stables dans la boucle interne. Les trois représentations
sont équivalentes avec a; = a, a, = a, oy = a et B, = (.
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6.3 Etudes et interprétation des valeurs propres

L’expression (68) fait apparaitre les nouveaux opérateurs de propagation (voir aussi la fi-
gure 9), il s’agit simplement de la valeur propre A. Etudions quelques propriétés de ce “nouvel
opérateur” de propagation.

Cas des tubes droits FEtudions en premier lieu le cas T = 0 et § = 0 (tube droit). Dans ce
cas, on trouve

Vo= 6:1(0?) (74)
A= ¢ (T?) —Te(I?) =" (75)

On retrouve bien les mémes opérateurs de propagation et de dispersion qu’en section 1 (en
prenant € = 0, on obtient I'(s) = Vs qui vaut s sur C§ en choisissant la fonction racine coupée
sur R7).

Premiére étude la fonction F' D’aprés (64-66), on montre aisément que ’on retrouve ’'opé-
rateur de propagation e~ si F(#,T) = 0. De plus, notons que la valeur de F(6,Y) ne dépend
pas du signe de # mais uniquement de #2. On se place donc maintenant dans le cas 6 > 0 (le
choix du signe de # revient simplement & un choix d’orientation du trongon). Ceci nous permet
de faire une premiére cartographie des différentes géométries selon les valeurs de 62 et Y.

L |- | 0 | + |
62 <Y X X Géométrie de type C
0> =7 X Tube droit Géométrie de type exponentiel
62 > Y | Tube convexe | Tube conique Géométrie de type S

TABLE 1 — Catégorisation géométrique en fonction de 6 et T

Les différentes géométries des tubes évasés (ou tubes convexes, i.e. T > 0) sont présentées
en figure 10. Les 3 tubes représentés sont définis entre 0 et L = 1 mais les rayons sont tracés
au-dela de ces valeurs afin d’illustrer les propriétés de chaque type géométrique.

La géométrie de type C correspond au cas 62 < Y. Ces profils peuvent s’écrire sous la forme
C cosh (al + b) (le calcul n’est pas détaillé ici). On constate sur la figure 10 'abscence de passage
par 0 du rayon dans ce cas. La géométrie de type S correspond au cas #2 > Y. Ces profils peuvent
s’écrire sous la forme Ssinh (al 4 b) (le calcul n’est pas détaillé ici). On constate sur la figure 10
un changement de signe du rayon (en ¢y < 0). Enfin, la géométrie de type exponentiel correspond
au cas #2 = T. On montre dans ce cas que le profil peut s’écrire sous la forme Ee®*? (le calcul
n’est pas détaillé ici).

Cette premiére catégorisation de profil peut étre tracée dans le plan ayant pour axes Y et 62,
voir figure 11.

Etudions les évolutions des diagrammes de Bode du nouvel opérateur de propagation en
fonction des paramétres T et 6. Les figures 12 a 14 présentent les diagrammes de Bode de
I'opérateur de propagation pour un tube concave, un tube cénique, un tube a géométrie de type
S, un tube & géométrie de type exponentiel et un tube & géométrie de type C.

Nous pouvons retrouver de nombreuses informations intéressantes dans ces courbes. Pre-
miérement, on constate 'apparition de “modes en creux” ou “modes non transportés” dans le
module de 'opérateur de propagation. Ces modes, propres au trongon, sont a vrai dire plus des
“germes de modes” que des modes proprement dits. En effet, I'effet général de ces modes sera
profondément modifié lorsque le trongon sera connecté a un autre troncon ou & une impédance
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Exemple de géométrie de type C
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Exemple de géométrie de type S
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FIGURE 10 — 3 types de tubes évasés

de rayonnement par exemple. Autre exemple, si on connecte de facon C! ce troncon a un autre
trongon ayant le méme paramétre T et la méme longueur, on obtient un trongon ayant comme
longueur la somme des deux longueurs originales et le méme paramétre Y. On devrait donc
retrouver le méme diagramme de Bode avec un mode sur deux (cela n’a pas encore été vérifié).
Nous reparleront de ces modes un peu plus loin.

Par ailleurs, on remarque que, dans le cas des géométries de type exponentiel, les modes en
creux présents dans le module de I'opérateur de propagation disparaissent, on retrouve \ = el
(qui est stable car T > 0).
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F1GURE 11 — Catégorisation des différentes géométries de tube

Commentaires généraux sur les tubes a section variable Nous avons étudié les valeurs
propres et les opérateurs de propagation qui ont été trouvés dans cette étude. Afin de présenter
les opérateurs de dispersion, les pages suivantes présentent une série de courbes qui permettent
de comparer 'opérateur de dispersion D(s) (26) précédemment utilisé avec le nouvel opérateur
de dispersion déduit des valeurs propres que nous avons trouvé :

Dy (s) =e® A(s). (76)

Les pages suivantes présentent le tracé du rayon, les modules et phases de D(s) dans le
domaine de Laplace et les modules et phases de D,,(s) dans le domaine de Laplace pour plusieurs
jeux de parameétres T, 0 et e.

Sur chaque double page, les figures sont présentés comme suit

— De gauche a droite : Y =10, 1, 0, —1, —5.

— De haut en bas : rayon du trongon, module de D(s), phase de D(s), module de D, (s),

phase de D, (s).
Les doubles pages sont présentées dans cet ordre :

-e¢=0,Rr/Rl=1,

-~ =0, Rr/Rl =2,

- e=0, Rr/Rl =10,

- e¢=0.1, Rr/Rl=1,

-~ e=0.1, Rr/Rl =2,

—e=0.1, Rr/Rl = 10.

Les codes couleurs sont les suivants :
— Pour les modules, ’échelle va de 0 & 2, du bleu foncé au rouge. Tout ce qui est supérieur
a 2 est rouge foncé. Cette coloration ne permet pas de différencier les pics d’amplitude
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FIGURE 12 — Diagramme des Bode des opérateurs de propagation, tube concave (& gauche) et
tube conique (& droite)

supérieur & 2 mais en revanche, elle est trés adaptée pour repérer le passage au-dessus ou
en-dessous de 1.

— Pour les phases, 1’échelle est circulaire : les couleurs correspondantes & —m et 7 sont rouges.
Les couleurs se déroulent ensuite en passant par le bleu clair pour une phase nulle.
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FIGURE 13 — Diagramme des Bode des opérateurs de propagation, géométrie de type S (a gauche)
et géométrie de type exponentiel (& droite)
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Ces nombreuses figures nous donnent de précieux renseignements sur 'intérét des propaga-
teurs que nous avons trouvé. Rappelons qu’en raison de la présence de racine complexe, nous
nous bornons pour l'instant & considérer les fonctions sur le demi-plan droit de Laplace. Une
étude plus approfondie permettrait de tirer de nombreuses informations de la partie des courbes
sur C .

En premier lieu, il est bon de souligner que, dans le cas des tubes droits (avec ou sans pertes),
nous retrouvons 'opérateur de dissipation unitaire définit en section 1.

Ensuite, ces figures nous prouvent qu’il n’est pas absurde de définir comme opérateur de
dispersion Dy, (s) = e®A(s). En effet, I'absence de déroulement de phase sur la partie droite des
tracé de phase de D,,(s) prouvent que ces opérateurs de contiennent pas de retard. On en conclue
donc que A(s) contient un retard e~*; il s’agit bien d’un opérateur de propagation, au sens ou il
est constitué d’un retard et d’un opérateur de dispersion (sans retard).

Plus important, nous pouvons remarquer que les nouveaux opérateurs de dispersion (ou de
propagation) ont, dans tous les cas, ’heureuse propriété d’avoir un module inférieur & 1. Ainsi, les
propagateurs en eux-mémes sont stables, contrairement aux propagateurs initiaux qui présentent
un pdle trés important dans (CaL . On remarque aussi que les coupures sur la partie positive de
I'axe réel dans les diagrammes de phase de e~1(®) dies aux changements de signe successif du
rayon quand T < 0 ont bien été éliminées avec les nouveaux opérateurs. Ce résultat en soit est
déja un trés grand progres dans la décomposition en ondes découplées, il nous assure la stabilité
lors du transport. De plus, nous pouvons observer sur la figure 9 que le gain de la boucle interne
est égal & A2. La boucle interne est donc elle aussi stable.

Enfin, on remarque une structure de modes non transportés (module plus petit que 1), no-
tamment pour les valeurs de | Y| grandes. Ces modes, diis probablement & la finitude du trongon
nous assurent que l'information géométrique (finitude du trongon et positivité du rayon) a bien
été transmise dans la matrice de transfert acoustique.

Les figures 15 présentent I’évolution des diagrammes de Bode (module a gauche, phase a
droite, méme code couleur que précédemment) de A(s) en fonction de la valeur de Y. Sur une
image, chaque ligne correspond a un diagramme de Bode (avec la pulsation w en abscisse) et la
position en ordonnée indique la valeur du paramétre Y.

Etudions d’abord le premier cas : #2 =0, géométrie parfaitement symétrique. Le cas T =6%=0
correspond au tube droit donc le propagateur est un retard pur, le module vaut 1. Au dessous,
(courbure négative), le module est plus petit que 1 et finit par étre complétement nul quand
on atteint le cas limite T = —72. Cela s’interpréte de la facon suivante. Quand YT = 0, nous
sommes dans le cas d’un tube droit, tout se propage. Quand Y = —72, le tube concave devient
fermé et rien ne se propage, tout est mode, les propagateurs sont nuls. Tout est mode parce que,
précisément, T = —72 est le seul cas (limite) oil on a des vrais conditions frontiére : il correspond
a un trongon fermé. On retrouve cette derniére propriété sur l'autre figure qui correspond &
un tube dissymétrique. Pour un tube dissymétrique, les basses fréquences ne se propagent pas,
méme dans le cas des tubes exponentiels (cas T =6?). Pour un tube dissymétrique qui n’est pas
exponentiel, des modes sont retenus, pour T >0 et T <(0. Nous n’avons pas encore aujourd’hui
totalement interprété ces modes. La seule chose dont nous sommes siirs, c¢’est que ces modes ne
sont pas des modes diis & des conditions frontiéres donc il ne s’agit pas de décomposition modale
et ils sont diis & la non exponentialité du profil.
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FIGURE 15 — Ces figures présentent ’évolution du diagramme de Bode (module & gauche, phase
a droite, méme code couleur que précédemment) de A(s) en fonction du parameétre Y. Dans tous
les cas, ¢ = 0. Dans la premiére ligne, la ligne rouge représente la valeur ¥ = 62 = 0, dans la
deuxiéme ligne, la ligne rouge représente la valeur T = 6% = 16.
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Conclusion et perspectives

Nous avons réussi pendant ce stage & mettre a jour un nouveau type d’ondes découplées.
Ces ondes intégrent une condition géométrique de réalisabilité du tube : la positivité stricte du
rayon. Ainsi, nous pensons pouvoir supprimer le probléme existant précédemment lié & des chan-
gements de signe virtuels du tube dans les fonctions de réflexions internes. Un premier résultat
nous confirme que les propagateurs trouvés sont intéressants car, contrairement aux propagateurs
précédents, ils sont stables quelques soient les valeurs des paramétres 6 et Y.

Il reste cependant de nombreux points a approfondir.

Premiérement, 'interprétation des nouveaux propagateurs n’est pas encore trés claire et une
recherche approfondie dans ce sens sera nécessaire pour continuer le processus de compréhension
des phénomeénes physiques mis en jeu.

Au dela de la compréhension physique, I’étude est loin d’étre finie. Nous avons mis en oeuvre
une famille de matrices de transfert paramétrées par deux degrés de liberté et il sera nécessaire
d’étudier ces paramétres afin de retrouver, d’'une part, une expression de matrice de transfert
symétrique par changement d’orientation du tube, et d’autre part, d’étudier la stabilité et la
passivité des fonctions de réflexions internes |23, 24]. Car la stabilité des propagateurs n’implique
pas forcément la stabilité des fonctions de réflexions internes.

Une fois la stabilité et la passivité des fonctions de réflexions internes assurées, il restera
plusieurs étapes avant d’arriver a une véritable structure guides d’ondes stables et simulable &
faible corit.

La premiére consiste en I’approximation des différentes fonctions de transfert qui contiennent
des coupures (continuum de poles) en fonctions contenant un ensemble fini de poles (représenta-
tions intégrales) comme cela a déja été fait dans [1, 6]. La deuxiéme consiste en la discrétisation
du systéme complet nécessaire pour la simulation temps-réel.

Plusieurs de ces étapes faisaient partie de mes objectifs initiaux pour ce stage et je n’ai mal-
heureusement pas encore eu la possibilité de mener ces études a terme. J’ai passé du temps sur
une premiére étude de la paramétrisation des fonctions de réflexions internes définies initiale-
ment qui n’a malheureusement pas abouti et je me suis finalement dirigé vers la solution de la
diagonalisation de la matrice Q. Les premiers résultats trouvés sur les propagateurs sont plutot
encourageants et j’ai bon espoir que ces travaux servent de point de départ & une recherche
approfondie qui permettra enfin de trouver une solution de simulation stable & faible colt des
tubes acoustiques basée sur le modeéle de Webster-Lokshin a abscisse curviligne quelque soit la
géométrie du tube a simuler.
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Annexe

Sont présentés ici les nombreux calculs effectués pendant ce travail de stage & partir des
travaux présentés dans la thése de Rémi Mignot. Ces différentes expressions ont été obtenues dans
le cadre de plusieurs pistes explorées pour la résolution du probléme posé. Un grand nombre de
ces pistes ont été infructueuses et n’ont pas été présentées dans le présent document. Néanmoins,
nous tenons & intégrer ces expressions dans ce document car elles pourront étre utilisées dans la
continuité de ces travaux.
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2 Adimensionnement

On donnera une version simplifiée des formules de passage avec a = —3 et b=

11
le [a,b]r—>x€ |:—§,§:|

L=b—-a

Les paramétres dimensionnés sont notés avec un ~.

2.1 Paramétres géométriques dépendant de la translation

2.1.1 Cas général

g_a-é—b
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b
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2.1.2 Cas particulier a = -5 et b= 5
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2.2 Variables et fonctions de base

2.2.1 Variables indépendantes et coefficients

t= —Ot~ s-£§ YT =LY | e = VL&
L Cp
I ¢ - 1 ~ 1
t:at s:fos T:ﬁ’f szﬁs
2.2.2 Rayons, pentes et surfaces
~ dR dR dR
R(@) = 2R(L@) | T () = 7 T (2(@) = S (0)
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R (x .
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Sy:z — Ve
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Ria)= ) = 2% ew) = AT Sx(@)+ BCx()
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~ /C 1 B
I'(s) = LT (IO ) =vVs2+T ac(T,t) = oo’ L7 €ac (E(a:), at
<\ 2
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2.3 Variables d’états
2.3.1 Variables de Kirchoff

1 = L 1 ~ L
P(z,t) = v P (,C(J:), at) U(z,t) = L?S(L(x) U <£(x), c—0t>
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2.3.3 Variables de type ondes sphériques ¢+
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aclt) = 7 (67 (2,0 + 67 (2,)%)

2.3.4 Variables de type ondes sphériques ¢

+ 1 4
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3 Convention “trongon”

3.1 Présentation de la convention “trongon”
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PI_L[L L [v"] R [0], g Y Vil
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3.2 Fonctions et paramétres de base

Se(s) = Sin}}((z)(s))

T(s) = e 76 = D(s)e™ = T*(s) = T (s)

D(s) = T

ney = S
Rie(s)= Te(s)—1 = j;§§§§ ;: - s—I—I‘i:) Yot
Ree(s) = Tpe(s) = 2;?8;; - s+r(238)+o—r -
R = T -1 =i Oy
Ryi(s) = Ti(s) = —2158 ii - s—i-l%lES)-l- o !

s g1
Ri(s) = _254—01
S Or
R'(—3)

o] = 5§
R(—3)

R'(L
LR

oy
—
D=
N



3.3 Quadripoéles de conversion

P ( \ in out ( \
l s | B2 N P o o5 [5M Ur
A Yy A
SC SC
Ze -1 -1 Ze
S S,
U, y h out in 4 h
< Me Se |e Pl < Me < P
DI BN B DI S ZA S
- J - J
FIGURE 4 — Quadripole de conversion FIGURE 5 — Quadripole de conversion
(P, Up) < (p", p7™") (pi™, p7™") « (P, Uy)
P ( d)in (b(mt ( \ U,
l O T
> R »D—1—> > - 1>
\/ R, \/
y A ’ X
1 -1 -1 1
N N
y sout in A
‘El Ne 2 g o < AV & b
< U 75 < < U R, <
\_ J o J
FIGURE 6 - Quadripole de conversion FIGURE 7 — Quadripéle de conversion
(]Dlu Ul) A4 ( ;n’¢?ut) ( ;n’qb?ut) e (]Dlu Ul)
( N\ ot )
Pl N R \/\ (Z)lm\ vr N 2 ;f\ UT\
rd 1 ’\J > rd —E ’\J >
y A ’ X
1+ -1 -1 1+
U, 4 P out AT y N
<. AV 2 | i ﬁ AV < b
< \/‘ _E < < \/‘ R, <
\_ J o J
FiGurRE 8 — Quadripdle de conversion FIGURE 9 — Quadripéle de conversion

(P UL + (", )

W™, 7)< (B, U)



3.4 Fonctions de transfert

Py(s) 4 b Ur(s)
i P Hoi(s) *)@ T‘)
Hii(s) Has(s)
U (s P.(s
(i_é(_ Hio(s) <€ T ()
\_ 4

FIGURE 10 — Quadripdle en variables (P,U)

Fonctions de transfert en variables (P,U)

Fonctions de transfert en variables (p",p

Py (s)

Voir figure 10
1Cr(s) + aiSr(s)

Hu(s) s Sr(s)
Hoo(s) = —ECF(S);(ZSF(S)
RN\’1 1
) = () 5w
R\°1 1
me = (7) 5

out)  Voir figure 11

-

out
> () DS

" (s)

ol Be ok

-

P (s)

J

FIGURE 11 — Quadripole en variables (p, p°ut)

S R~ R)T)

(= B0+ kT fdy

(ki + ik, Ry + K RLRY, + Rl — k,T3) /d,
l r pl r
(kr + kpky R + ki R RY + Ry — K(T3) /dy
[ T I pr 2
1+ (klR(z; + krR(;) + klkrR¢R¢ - klkrT¢)



Fonctions de transfert en variables (¢™, ¢°%)

zn( ) ( \¢0m‘ )
s out (s
l > 71 ) D)
, X
Ri(s) Ry (s)

(bout(. ) in
J_S_é<_ ) |€ T g1 (s)
\ J
FIGURE 12 — Quadripole en variable (¢, ¢°%t)

Voir figure 12

[ o)+ oy 1/T(s)? 010y -
Ty(s) = (1—i— l25 >CF(8)+§< () +s+(l7+01+0r)>5p(5)
[ o+ o, I'(s)? 010, Ty(s
be(s) = |~ (%) Cr(s) — < (5) -5+ (ZT + o —Ur) >SF(5) ¢2( )
- [ o+ o, I'(s)? 010, Ty(s
Ry(s) = —( l >C’p(5)—< (5) —s+( lS —Ul—l—O'r))SF(S) ¢2( )
T+ _ T’leT’TiTJr
¢ 1— R, R;T-T+
T — TreT’liT_
¢ 1= RuRyT-T+
R, T T TTT~
l rillelli
Ry = Rt TR R 17
R iTreTriT+T_
Rg = Rye l

Fonctions de transfert en variables (¢, °%)

(
(
(0

(1
1— RjRy)RS +

1+ Rl )1+ RS)Tw>/d¢

— RRy)R} + (14 2R}) (Ry + R (T}, —

+ (14 2R})(Ry + R} (T,

1-— Rm' RlinTJr

sz;)))/%
- RY)))/dy

T () = Ty(s) = [Cr(s) + (F
2
R () = Rols) = 5 (—”j)

Voir figure 13

(5)”

S

+ 8) SF(S)

+ 8> SF(S)Tw(S)



win s );Jut s
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FIGURE 13 — Quadripole en variables (¢, °ut)
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4 Connexion de deux tubes

4.1 Connexion a régularité au moins C!

Voir figures 14 et 15.

a af'y a5 a3y
) fl N 4 N
Di(s1)e > Ruo(s1, 59) ;C} »{Ds (s0)e 52—
< Dl(51)57'§l Y w( D2(52)6752 <
\ .
a7 a’y @y 45
FIGURE 14 — Concaténation a régularité au moins C*
s — (s
Dp(sp) = €k k(sk)
3
Lp(sk) = \/3k2 + Ty (+2€k8k2>
_ sol'i(s1) — s1I'2(s2)
Ria(s1,82) =
52P1(51) + 51F2(82)
ai X X7y X3 X3y a3y
e N\ N e N e N\ N
> D, (31) e 51 > Tf(sl, 82) ;<‘> » 752 >
Cox R, (s1,52) Qy R2(s1,52) Cxa
: t
< e %1 )4 T;(sl, 52)[€ e~ %2 Dy(s2)
, J t\ J . N J outk_) ,,";) _
a7y X7 X1 X211 X2y a3

FIGURE 15 — Concaténation & régularité au moins C*

_La 20la(s2)  omie)
Ly 5115(s2) + s2I'1(s1)
i ﬂ 252P1(51)
Ly soT'i(s1) + s1la(s2)
sol'1(s1) — s112(82) -1y (1)
sol'1(s1) + s1l'2(s2)
51'2(s2) — 52F1(51)6527F2(32)
sol'1(s1) + s1'2(s2)

Ti(s1,50) = Di(s1)(1— Ria(sl, s2))

s2—T'2(s2)

T§(81,52) = Da(s2)(1+ Ri2(sl,s2))

R)lc(sl,SQ) = D]_(S]_)RLQ(S].,SQ):

Ri(81,52) = _DQ(SQ)RLQ(S:[,SQ):



4.2 Connexion a régularité au moins C°

Voir figures 16 et 17.

at" @y a3 sy
Y - ~ - ~

) p—S1 \f Ly er N —s2 »

Dy (s)e ¢ 7\‘{ L_2 r\}/ Ds(s)e >

R?‘Q(Sl, 82)

RL ((s1,52)
'\ L f‘ '\ A
o< —51 & 2 < 2\ p—S2
D1 (s)e < RNYA L_1 < Ds(s)e <
t in \ / out ;/ 3
q% dir d2, a3

FIGURE 16 — Concaténation a régularité au moins C°

Dil(sr) = Sk — Ti(sk)

Lr(sk) = \/SkQ + T <+2€]€8k%)

Br(saT1(s1) — s102(s2)) — (8201, + s102)
(saT1(s1) + s1T2(s2)) + (s201,r + s1092;1)

R} (s1,52)

avec 5172 =1let ﬁ271 = —1.

" Xt X1y X5 X84 a8
4 N\ ) 4 N 4 N\ )
D1(s1) e~ L P\ T3 (s1,52) ;CD - . >
y
Cyx R (s1,52) Qy R (s1,52) Cxa
: 4
< il 5 LGRS Da(52) [«
t f AN ) ) T
a7 X1 Xt X2, X2y @

FIGURE 17 — Concaténation a régularité au moins C°

; LQ 281F2(82) -
Tl(Sl, 82) = Dl(Sl) 1— R] (81, 82) = — 651 1(s1)
X ( 2.1 ) Ll (52F1(51) + 51F2(82)) + (820'177« + 810’271)
; L1 282F1(81) -
T2(81, 82) = DQ(SQ) 1 + R] (81, 82) = — 652 2(52)
X ( 12 ) L2 (52F1(51) + 51F2(82)) + (820'177« + 810’271)
sol'1(s1) — s11'2(s2)) — (s201 + 51097)
R\ (s1,82) = Di(s1)R]y(s1,82) = (sal( (s201, )651 Ti(e1)

Ri(s1,s3) = Da(sa)Rb(s1,52) =

)
— (SQJM + 8102,1) 52— T2(52)
(5201, + s102,)



4.3 Connexion a régularité quelconque

Voir figures 18 et 19.

out in out

(ﬁnl ql,r q2,l qQ,'r
) 4 N\ / )
—S R 3 er A —82 A -
> D1 (s)e —>( 2Ly Dy(s)e 52—
VNN
R{Q(sl,.SQ) _
v R‘;,l(sl’sZ)
y
<«—Di()e D P 1 Da(s)e"* |
2.1
out in N out ;/ in
ai; q1.r qz qz.y
F1GURE 18 — Concaténation a régularité quelconque
Di(sy) = ek~ Frlsk)
3
Cr(se) = \/3k2 + T (+2€k8k5)

Bre (5251, T1(s1) — 5192:2(s2)) — (5251,,01,r + 51592,102,1)
(525171 (s1) + 51.52,a(s2)) + (8251,001,r + 5152,102)

Ri(sl, 82)

avec B1o =1et Bo1 = —1.

n out in out out

qlffl' X1,0 X1,r X2, X2,r 92,
4 N\ ) 4 ) 4 N\ )
Dl(é‘l) e 51 )T§(51782) ;C) ) e 52 >
|} y
Cox R (s1,52) Qy R (s1,52 Cxa
: A
< e [ CO T (51, 52)[ € ems2 Ds(s3)
out out in K out K—J in ;) i
a1y X1 X1 X9 X2 93"
F1GURE 19 — Concaténation a régularité quelconque
T;(Sl,SQ) == Dl(Sl)(]. —Rg71(51,82))
_ Ry 2511'2(52) 52, 51— T1(s1)
Raj (5951, T1(s1) + 51.52,:2(s2)) + (8251,001,0 + 5152,102,)
TZ(s1,50) = Da(s2)(1+ R y(s1,52))
Ry 25911 (1) 51, s3—Ta(s2)
= e
Ry (8251, T1(s1) 4 152, T2(52)) + (251,001, + $152,02,)
R (s1,52) = Di(s1)R]4(s1,52)
(5251, T1(s1) = 5152402(s2)) = (5251001, + 515921021) s1-T1(s1)
(5251, T1(s1) + 5152, T2(s2)) + (8251701, + $1592,02)
R3(s1,52) = Da(sa)Ry,(s1,52)

(5152, Ta(s2) — 5251u1(51)) — (8251001, + $1592,102,) g52—Ta(s2)
(5251, T1(s1) + 5192, T2(s2)) + (8251701, + $152,02;)




5 Connection avec une impédance passive

-

ou jout out rrout
N N DA e
e~ ;I,R(S) N S 2 ] > 57
g DR > Lt O —pes]
—R(s) R(s) L L5
y Y l_|
-8 & << & wa & _1
e D(S) < . \)\ 1+ R(?) < C)‘ R, |€ poco? € R
g\ — Jyin\C — i\ g

F1GURE 20 — Concaténation avec une impédance passive

out
e s &
L 4
2pocos? + 51«2(2501« —2sT(s))
2pocos? + S~TZ(230T + QST(s))
e % |€ : |
"

FIGURE 21 — Concaténation avec une impédance passive



6 Forme standard réduite et applications

gb;n ¢$ut
~
> (D > > >
\ A \ 4 A
7'Ll gl gr HT
an ] i ‘
< \J( e’ < \J< .Fr <
o J
pout o

FIGURE 22 — Forme standard réduite

6.1 Expression des fonctions H et F

D(s)(l + Rri(s)) (1 + Rle(s))

D(s)(1 4 Ru(s)) (1 + Rre(s))

Rii(s)(1 + Rri(s))
1+ Rli(s)
Ryi(s)(1+ Rii(s))
1+ R,i(s)

D(s)

D(s)

)
)
3
e <s ¥ 12{5()1 m«) (
(

Hi(s) = Rld)(s —D;(s)gr(s)eﬂs
He(s) = Ry(s —D;(s)gl(s)eds
Fi(s) = DF(s)(1—Gi(s)Gr(s)e )
Fr(s) = Dy(s)(1—Gis)Gr(s)e ™)

2s >
s+I(s)+ oy

) (

2s
s+T(s)+op



6.3 Formes standards équivalentes et connexions

Les trois formes standards fig. 23, fig. 24 et fig. 25 sont équivalentes.

gb;n ¢$ut
Vs
> F (D > o > 1 > >
Y A i« A
7'Ll gl gr HT
X ‘ X ‘
< \J( 1 < e s 3 \J< JT':r <
(\
pout o
FIGURE 23 — Forme standard 1
(;Sf" gut
Vs
> 1 U > ]:le ¢ > 1 U >
\ A A
Hy G/ Fi Gr/Fr H,
) 4 4 ) 4 \
< P 1 | Fee™ le——(P< 1 |«
\\
pout o
FIGURE 24 — Forme standard 2
¢§n 7tzut
(
o~ o —s - >N 5
> 1 LNV rd e ¢ rd JTl r\/ r g
A A A
Hl gl]:r/]:l gr]:l/\/—"r Hr
X f X ]
{ \J< fr { 3-3 { \J< 1 (
\\
g{)lout #An

FI1GURE 25 — Forme standard 3



6.3.1 Connexion (au moins %) de 2 formes standards 1

Les systémes des figures 26 et 27 sont équivalents.

4 ) 4 )
---------- l—» 1 )@ T > 7
g, #H! L
_______ —. 1 X T
é‘* il <!
- J \_ Y,
FIGURE 26 — Connexion standard 1
( )
_ TP N
"""""" 11— HIH? L/
A
y
leQ .F2H1
1 r Y 2 L "tr
S TIET? SR STIET?
4
Y 1
_________ Me _
™ 1—HH [
\§ J
FI1GURE 27 — Connexion standard 1
6.3.2 Connexion (au moins %) de 2 formes standards 2
Les systémes des figures 28 et 29 sont équivalents.

4 ) 4 )
---------- l—» 1 )@ T > 1
L FL M H? 9
------- é(— 1 fe D« 1 <——j
\ J N\ J

FIGURE 28 — Connexion standard 2

6.3.3 Connexion (au moins %) de 2 formes standards 3

Les systémes des figures 30 et 31 sont équivalents.



4 )
___________ _ N
> T HH U
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y
a . m G
Fr1—HIH? FE o 1—HIH?
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Y 1
_________ My S
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_ J
FIGURE 29 — Connexion standard 2
4 ) ( )
---------- l—» 7 )@ T > 1 —)@
G Fl)F} HE ng GrF2 | F?
------- é(— 1 e T éi 72 4——j
\_ J \_ J
F1GURE 30 — Connexion standard 3
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FIGURE 31 — Connexion standard 3
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Représentation géométrique optimale de la perce de cuivres pour le calcul

d’'impédance d’entrée et de transmittance, et pour 'aide a la lutherie

Thomas Hélie, Thomas Hézard, Rémi Mignot
CNRS UMR 9912 - IRCAM, 1 place Igor Stravinsky, F-75004 Paris,

{thomas.helie,thomas.hezard,remi.mignot } @ircam.fr

Dans cet article, nous nous intéressons a représenter efficacement ’acoustique de tubes a symétrie axiale
ayant une perce ¢!, c’est-a-dire, continue et & dérivée continue. Pour ce faire, nous nous appuyons sur un
modele 1D proche de I’équation des pavillons mais plus raffiné (I'équation dite de “Webster-Lokshin” a
abscisse curviligne) ainsi que des modeles simplifiés d’embouchure et de rayonnement & calotte sphérique
pour les pavillons. Le modele de propagation inclut 'effet des pertes visco-thermiques sous I’hypothese
des tubes acoustiques larges (impédance de paroi équivalente de Cremer). De plus, il repose sur des
approximations sur la géométrie des isobares plus faibles (quasi-sphéricité au voisinage de la paroi) que
les approximations usuelles (ondes planes ou sphériques). Une résolution exacte du modele de propagation
est possible lorsque ses coefficients (T quantifiant ’évasement du profil et e quantifiant les pertes) sont
constants. Les profils géométriques admissibles définissent des trongons. Le profil complet est réalisé
par leur concaténation en imposant que leur jonction soit de régularité C'. Si la longueur totale est
fixée, un tel profil de N trongons posseéde exactement 2N + 1 parametres libres (N parametres T, N—1
longueurs, et 2 coefficients libres). Un algorithme qui optimise ces parameétres pour tout profil donné a été
construit. Il permet d’obtenir des descriptions fideles d’une perce cible, préservant la régularité C', par
un nombre réduit de trongons (comparativement aux représentations en tubes droits ou coniques). Un
formalisme classique en matrices de transfert permet de fournir 'impédance d’entrée et la transmittance
de linstrument. Ce travail est présenté de la facon suivante. Apres quelques rappels historiques, nous
présentons le modele acoustique . Puis, nous introduisons une famille de profils paramétrés permettant
la résolution exacte des matrices de transfert acoustiques. Nous construisons un algorithme pour estimer
les parametres correspondant a un profil cible. Enfin, nous testons cet algorithme et reconstruisons les
impédances d’entrée. Nous comparons ces résultats a des mesures et a ceux obtenus par d’autres méthodes

(concaténation de tubes droits, coniques, ou intégration numérique spatiale du modele original).

1 Sur les équations des pavillons

1.1 Historique abrégé et contexte

Modele 1D et géométrie Le premier modele de
tube acoustique a dépendance mono-spatiale fut établi
par Lagrange [1] et Bernoulli [2]. Cette équation dite
“de Webster” [3], abondamment étudiée [4], repose sur
des hypotheses qui ont été périodiquement révisées.
Ainsi, pour assurer I'orthogonalité des fronts d’ondes
a la paroi, Lambert [5] et Weibel [6] réfutent ’hypothese
initiale d’ondes planes et postulent leur sphéricité. La
quasi-sphéricité est validée expérimentalement dans les
pavillons aux basses fréquences par Benade et Jan-
son [7]. Puis, Putland [8] montre qu'une propagation
a dépendance mono-spatiale ne peut étre gouvernée
que par une équation de Webster, pour “une certaine
coordonnée”, et que les ondes planes, cylindriques ou
sphériques seules peuvent respecter une telle propriété.
Malgré cette restriction, des raffinements de modeles
1D ont encore été recherchés car ils permettent des cal-
culs d'impédance aisés et la plage fréquentielle non per-
turbée par les modes transverses reste intéressante pour
bon nombre d’instruments & vent. Ainsi, [9] suppose des
fronts d’ondes en ellipsoides. Dans [10], un modele exact

est établi dans la carte des isobares, a partir duquel une
équation de Webster est obtenue en supposant unique-
ment la quasi-sphéricité des isobares au voisinage de la
paroi (hypothese retenue dans cet article).

Pertes visco-thermiques Un autre raffinement est
la modélisation des pertes visco-thermiques aux parois.
Kirchhoff introduit 'effet de conduction thermique et
étend la théorie de Stokes. Il fournit de premieres so-
lutions simples dans l'espace libre et dans un tube. Il
donne la formule de dispersion générale exacte pour
un cylindre lorque le probleme est a symétrie de
révolution [11] (en l'absence de symétrie, une version
exacte généralisée est établie dans [12, éq. (56)]).
Certaines simplifications sont aussi proposées. Ainsi,
la théorie de Zwikker et Kosten (cf. e.g. [13, p210])
est établie en séparant les effets de couches limites vis-
queuses et thermiques dans les équations de départ. Les
conditions de validité de cette théorie sont données dans
[14, 15] qui exhibent un lien plus direct avec I’équation
de dispersion de Kirchhoff. De plus, Cremer établit 1’ad-
mittance équivalente d’un écran plan réfléchissant des
ondes planes pour un angle d’incidence donné [16]. Ce
résultat coincide avec celui de Kirchhoff pour un guide a



section rectangulaire large (épaisseur des couches limites
faibles devant les longueurs du rectangle).

Pour ces simplifications, les équations de propaga-
tion incluent un terme avec une dérivée temporelle frac-
tionnaire (voir 1’équation de Lokshin [17, 18] et aussi
[19]). Des solutions exactes de ’équation de Lokshin ont
été données par Matignon [20, 21] et mettent en lumiere
un effet de mémoire longue. La prise en compte de pertes
dans ’équation des pavillons établie dans [10] fait ap-
paraitre un terme similaire.

Contexte et approche Le modele considéré ici re-
pose sur I’hypothese de quasi-sphéricité des isobares au
voisinage de parois a admittance de Cremer. Les étapes
pour son établissement sont données ci-dessous.

1.2 Equation des ondes et isobares

Dans le systeme de coordonnées cylindriques (r, 0, z),
les isobares d’un probleme a symétrie d’axe (Oz) ont des
descriptions parametriques (localement au moins) de la
forme r = f(s,u,t), z = g(s,u,t) et 6 € [0,27[, ol s
indexe une isobare, u est une coordonnée libre. Puisque
le niveau de pression ne dépend spatialement que de s,
la carte dynamique (f, g) satisfait ’équation implicite

3| Pz = f(s,ut), 7 = gls,u,1), ) = pls.1).
En exploitant cette équation et le changement de coor-
données (z,r,t) — (s,u,t), I'équation des ondes (83 +

19, + 02 — c%@f)P(z, r,t) = 0 se récrit exactement

(als. )02+ B(s. )9+ (5. t)asaﬁc—lz@f)p(s,t)zﬂ, 1)

ol a, 3, v sont des expressions (détaillées dans [22, 10])
de f, g et leurs dérivées jusqu’a l'ordre 2 en s, u, t.

En appliquant la dérivation 0% pour k = 1,2,3 a
cette derniere équation, on trouve que, pour tout s, u,t,

Ouar Oy Oy 92p 0
D2a 2B 0%y op | =10
Do O3B 03y 0sO¢p 0

La nullité du déterminant de la matrice 3x3 fournit donc
une condition nécessaire, purement géométrique, pour
que la carte isobare corresponde & une propagation.
Dans le cas statique (9yf = 9;g = 0), une étude si-
milaire montre que les seules cartes admissibles corres-
pondent aux cas connus : ondes planes, cylindriques,
sphériques, cartes modales associées a un nombre d’onde
ko réel (oscillation infinie) ou bien imaginaire pur (onde
exponentielle non oscillante). Dans le cas modal, on
déduit de I’équation isobare I'invariant géométrique

2 (8sf)2 + (889)2
Ot (9 0uf)? + (0ug)?

si on choisit I'index s égal au niveau de la déformée
modale (voir [10] pour plus de détails). Ainsi, aucune
carte statique ne peut porter une propagation 1D non
modale si le tube n’est ni droit, ni conique.

)20+ 0.02) sk =0

1.3 Approximation 1D pour paroi idéale

Une paroi idéalement immobile et rigide appartient
aux lignes de champ de pression (cf. [22, p33] pour les
cas dégénérés). En choisissant v orthogonale & s, il existe
donc (f,g) et w tels que f(s,u=w,t)=F(s), g(s,u=
w,t)=R(s) ou F, R est une paramétrisation de la perce.
En évaluant (1) en uw = w, on trouve les coefficients
exacts a(s,w,t) = 1/(F'(s)?+ R'(s)?), B(s,w,t) = 0 et

o) (i 110

) + 05 In [0ug(s, u=w,t)|. (2)

La seule information géométrique manquante pour ob-
tenir un modele 1D via (1) est donc le second terme de
(2) qui met en jeu une dérivée d’ordre 1 en u (variation
de la ligne de champ lorqu’on s’éloigne de la paroi).
Pour assurer la compatibilité avec des isobares
(i) planes dans les tubes droits, (ii) sphériques dans les
cones, (iii) orthogonales a la paroi, (iv) quasi-sphériques
dans les pavillons [7], (v) sans les supposer figées, on
retient I’hypothese suivante : a la paroi, une isobare
s’éloigne lentement de son approximation sphérique tan-
gente. Plus précisément, en notant (s, u,t) 'écart rela-
tif (cf. [22]), on a 0%((s,u=w,t) =0 pour k = 0 (contact)
et k=1 (tangence). En supposant la validité pour k=2

(éloignement plus lent qu'une parabole), on obtient que

A(swt) _ o R (s)
a(s,w,t) 2 R(s) *

Ceci conduit a ’équation de Webster

R(0)
R(¢)

1
(07 + 200 — 0 )nlt.t) = 0, (3)
si s=/ est I’abscisse curviligne mesurant la longueur sur
la paroi (a(s,u=w,t) =1).

1.4 Paroi a admittance de Cremer

En présence de pertes visco-thermiques, ’orthogona-
lité des isobares a la paroi n’est plus valide. Si les couches
limites sont d’épaisseur faible devant R(¢) et le rayon de
courbure de ce profil, cette perturbation peut étre es-
timée en approchant 'action de la paroi par son admit-
tance de Cremer [16]. L’hypothese de coincidence locale
a ordre 2 de l'isobare et sa sphere tangente conduit a
une version perturbée de (3) donnée par [22, 10]

2e(0)

3
2

/
(4) 1
(07 + 2 =00 - 0% -

HE 0 Jpie.t) =0, (4)

C

3
o 02 est une dérivée fractionnaire [20] et £(¢) =

1-R'(0)2

Ko R(0)
I/ Hy=1)y/1, = 3x10~* m'/? dans I’air). Cette équation
est dite de Webster (cas € = 0)-Lokhin (cas R’ = 0).

quantifie les effets visco-thermiques (ko =

1.5 Modele complet, propriétés, validité

On considere ici la propagation dans l'espace des
isobares redressées, sous I’hypothese de leur quasi-
sphéricité a la paroi, avec pertes, modélisée par

208+ 10)]) [ROP(ED] =0 (3)

pOw(L1) + Aepl(£,t) = 0 (6)




ou Y = R"/R. Si R est deux fois dérivable, (5) équivaut
a (4). Hors de la couche limite, la vitesse particulaire
est colinéaire au gradient de pression : elle satisfait
I'équation d’Euler dont on tire (6) aprés projection.

Propriétés du changement de coordonnée z—#¢
Pour une description de perce z +— r(z), la lon-
gueur de la paroi mesurée depuis z = 0 est L(z) =
Jo /14 7(2)?dz dont on tire R(¢) = r(L7'(¢)). En
dérivant 1’exprebbion R(L ( )) r(z), on trouve que
R/ (L( z)/y/1+71'(2)%. On a donc les propriétés
sulvantes 1nhab1tuelles pour (3-6) : (1) |R'(0)] < 1;
(ii) R'(¢) = 1 correspond & une pente verticale. Notons
qu'un tube droit reconduit bien aux équations gouver-
nant les ondes planes (R'/R = 0, { = z), et un céne
reconduit aux ondes sphériques (2R'/R = 2/¢). Si une
perce finit par une pente verticale, le modele opere un
recollage naturel avec une solution en ondes sphériques.

Validité Le modele sans perte (3) est exact si T=0.
11 fournit une approximation intéressante si || est suf-
fisamment faible ou si les fréquences sont suffisamment
basses (voir [23] pour une analyse précise). L’hypothese
1D est conditionnée par ’absence de modes transverses,
qu’on caractérise par

1.84
f < K* (Rmaac)il avec KT = . !

~ 631.8m.s™

Le modele des pertes suppose que 1’épaisseur des couches
limites est faible devant le rayon R et le rayon de cour-

’ 3 /1 _ R’
bure R, donné par % si s=z et par! W
si s =/. La condition la plus contraignante vient de la
couche visqueuse. Elle se traduit par (cf. e.g. [13, p212])

2L ~2.39%x107%m2.s7 L.

f > K~ (Rmin)_2
0

avec K~ =

2 Solutions exactes pour des
géométries paramétrées

2.1 Propagation a coefficients constants

Profils admissibles et régularité Dans le domaine
de Laplace (variable s) et pour des conditions initiales
nulles, les équations (5-6) se récrivent

(202 mo)-af{rore} o @)

Ul s)
S(0)

o UL, s)=S(¢) V(¢) avec S(£)=7R(£)?. Ces équations
se résolvent analytiquement si € et T sont constants.

Puisque R”(¢)-Y(£)R(¢)=0, les profils & T constant
sont de la forme (avec (4, B) € R?)

+OP(L,5) =0, (8)

R(l) = Acos(V—="L)+ Bsin(v—-_¥¢), siT <0,
R({)= A+ B¢, siT =0,
R() = Acosh(VYl) 4+ Bsinh(VYl), si Y >0.

Ces familles peuvent étre décrites par la forme unifiée
R(l) = ACx(£) + B Sx({), (9)

1. Remarque : on vérifie que €(¢) = ko Rc(£)Y(€) (si T # 0).

u (Y, 0) — Cy(0) = ¢ (TZQ) et (T,0) — Sy(l) =
C¢o (Y ¢?) sont des fonctions infiniment dérivables,
construites a partir des fonctions analytiques sur C

400 k

z
o
k=0

) IR sinh /2
o gy (=7

Excepté le cas ou R est constant, cette famille de
profils ne conduit pas & une fonction € constante. Aussi,
pour un intervalle [0, L] suffisamment court, on approche
£ par sa valeur moyenne £(() ~ + fOL e(¢) de. Ceci définit
un trongon dont le profil géométrique est décrit par les
4 parametres {A, B, T, L} et dans lequel la propagation
est caractérisée par les constantes T, € et c.

( :cosh\/§>,

pourz;é()).

Matrice de transfert acousthue d’un trongon

En notant X,(s)=[P(¢, s),U(¢, s)] une résolution ana-
lytique de (7-8) avec T et & constants sur [a,b] conduit &

Xp(s) = Tpa(s) Xals),

ol Tb a( ) dlag( R(b)* Tr];ib)) Mb a( )dlag( 7 )

T
est une matrice de déterminant 1 et, en notant A( ) =
[cosh z, (sinh z)/2]";

[Moa(s)lyy = [1, 0a] A(LD(s)),
[Mpa(s)lyy = [0, =1] A(LL(s)),
M8y, = 0000, Guos = (LT())*] A(LT(5)),
[Mya(s)ly, = [1, =] A(LL(s)),

ol F(s) est une racine carrée de (f) +2e (2 ) + 7,

oy R(ég/)L definit une pente normalisée avec L=5b— a.

2.2 Jonctions de trongons a régularité C*

Concaténation de trongons et contraintes de
régularité Nous considérons la jonction a régularité
C! de N trongons de longueurs L, (parameétres laissés
libres). Le profil complet décrit par les 4N parameétres
{An, Bn, T, Lnfnep, Ny est donné par

N
=Y Ru(OLyg, ,0,((0), VLE[l, ] (10)

avec R,(0) = A,Cy, () + B, Sy, (£) et {t, =
22:1 L, }Yo<n<n OU {1,...Lx_1 sont les abcisses des
points de raccordement entre trongons.

La condition de régularité C' aux jonctions s’exprime
par les 2(N — 1) contraintes d’égalité suivantes :

wemv—n { TR, w

On remarque que R est linéaire en les parametres A,, et
B,,. L’ensemble de ces équations forme donc un systeme
linéaire (de dimension 2(N —1)) en les (2V) parametres
{A,, Bp}i<n<n. En faisant le choix de représenter les
deux degrés de liberté par {A;, B;}, la résolution ana-
lytique du systeme conduit a des solutions de la forme
[A,, Ba]T = Qu[A1, B1]T pour 2 < n < N (cf. [24]).



Le nombre de degrés de liberté d’un tel profil a N
trongons vaut donc 4N —2(N — 1) = 2N +2. Avec les
choix faits ci-dessus, les parametres libres sont A, By
et {Tn>Ln}1§n§N~

Matrice de tansfert globale Du point de vue acous-
tique, le raccord de deux trongons est réalisé en écrivant
la continuité de I’état acoustique Xy a la jonction. Cette
continuité fait sens au moins des que? le raccord est
a régularité C'. En itérant ce procédé pour raccorder
successivement les trongons, on trouve que Xy, (s) =
Ty .00 (s) Xe, (5) avec

TKN,fo = TeNA,ZN—l TZN—1¢ZN—2 Tfl,fo' (12)

On retrouve le formalisme standard en produits de ma-
trices de transfert comme dans le cas du raccordement
de tubes droits sous ’hypotheése d’ondes planes (cf. e.g.
[13, p.293]).

3 Estimation de la géométrie

On s’intéresse ici & un profil de régularité C*, de lon-
gueur L, pour lequel T n’est pas constant a priori.

3.1 Cible et objectif

En pratique, une perce est généralement décrite par
un relevé de M +1 points, de la forme (2z,,7(2m))
ou (£, R(y,)). Souvent, le maillage spatial n’est pas
régulier : le fabricant ou le luthier ajustent la finesse du
pas du relevé pour que son interpolation affine par mor-
ceaux fournisse une description suffisamment fidele pour
reproduire la perce. Pour ce choix d’interpolation, les
conversions exactes z <+ £ sont immédiates et préservent
le type d’interpolation. Mais, la régularité C! est perdue.

On considere ici qu'on dispose d’une telle inter-
polation ¢ — R(¢), affine par morceaux, continue,
construite a partir d’un relevé de points d’un profil cible
a régularité initialement C!. L’objectif est de représenter
le profil original par le modele (10-11) avec un nombre
N de troncons significativement inférieur a M, visant a

1. regénérer une version C' du profil,

2. disposer d’une description du profil fiable et & peu
de parametres,

3. profiter du formalisme (12) avec la précision offerte
par le modele de Webster-Lokshin,

4. disposer d’une description analytique a peu de pa-
rametres de ’acoustique du résonateur.

3.2 Distance et parametres libres

A la différence des splines dont les parametres sont
contrdlés par les points de jonctions (de “trongons po-
lynomiaux”), on souhaite rendre, globalement sur ¢ €
[0, L], la cible interpolée R et le modele R aussi proches
que possible. On choisit de mesurer cette proximité sur
[0, L] par la déviation quadratique moyenne standard

L
dr(R, R) = % /O (R(¢) — R(£))* .

2. Voir [22, p.66] pour une discussion de la compatibililité de
cette hypothese avec celle de quasi-sphéricité des isobares.

Puisque R est affine par morceaux et R de la forme (9)
par morceaux, cette integrale s’exprime analytiquement
en fonction de (Em,ﬁ(ﬁm))OSmSM et des parametres du
modele R a N trongons (10-11). Cette expression est
utilisée pour éviter le calcul numérique de I'intégrale et
accélérer significativement l'algorithme d’optimisation.

Parmi les 2N+2 parametres libres du modele R, une
partie peut étre reservée pour minimiser dy (R, R) et une
autre pour résoudre de nouvelles contraintes telles que

N
1 préservation de la longueur totale : Z L,=1L.
n=1
k (0 < k < 4) conditions aux extrémités de la forme
F(l.)=F({.) avec F=R ou R et £.=0 ou L.

Le nombre de degrés de liberté de R devient 2N +1—k.

Une maniere simple de contraindre la longueur to-
tale est de remplacer Ly par L — Zi\:ll L, dans R.
Une maniere simple d’imposer deux conditions aux
extrémités (k=2) est de résoudre le probleme linéaire as-
socié, en les parametres { Ay, By }. Dans ce cas, les 2N—1
parametres libres restants sont donnés par le vecteur

6= |Yy,...Yn,L1,...Ly_1]%,

dont dépend le profil modele qu’on note alors Ry et le
critere associé a minimiser est donné par

%1(0) = di(R, Ry).

Dans la suite, nous considérons ce cas avec les
contraintes d’égalité R(0) = R(0) et R'(0) = R'(0).

3.3 Algorithme

La minimisation de %7, est un probleme non linéaire
et non convexe. Pour obtenir une solution satisfaisante
a partir d’algorithmes d’optimisation numérique stan-
dard 3, nous adoptons la solution pragmatique suivante.

Initialisation :

— Initialiser 6 par T = .-+ = Ty = 0 et
Li=---=Ly=L/N de sorte que ¢, =nL/N (ou
valeurs données par 1'utilisateur, cf. perspectives),

— Minimiser 7,(6) en Y1 ; mettre & jour 6 ([0];+ 7).

Itérations pour n allant de 2 4 N : Minimisation
de %, (0) selon

1. la variable T, (mise & jour de 6),

2. puis, les variables Y¢,... 7T, (idem),
3. puis, les variables Yi,...Y,,Ly,...L,_1 avec
Ly =10, =S Ly (idem).

En pratique, ces étapes conduisent a une solution
proche de l'optimum global. Si 'on souhaite avoir des
contraintes a droite (F(L) = F(L)), on ajoute une
derniere étape. Le modele n’étant linéaire en aucun
des parametres [0];, la résolution du lagrangien associé
serait délicate. On pénalise le critere en ajoutant des
termes du type €(F (L) — F(L))z. On fait croitre € > 0
jusqu’a ce que l'erreur commise sur la contrainte soit
plus faible qu’un seuil fixé.

3. Ici, nous avons utilisé les fonctions (sous Matlab) fminbnd
pour les optimisations selon une variable et fminsearch pour les
optimisations selon plusieurs variables.



4 Applications et comparaisons

Nous considérons les trois profils cibles suivants :
R1(£)=0.303-0.45¢+0.194(+0.0075, R2(¢)=0.0025+¢*
polynémes a partir desquels les descriptions R; et Ry
affines par morceaux sont générées (pas de 1 mm) et la
description R5 d’un trombone a partir d'un relevé de
perce*. Ces profils tracés en figure 1 satisfont |R}| < 1.

ol

o.0al

(0) (en m)

&4':“0077

o.06l

o.0al

(0) (en m)

o021

R,

ol

o061

o0zl

A

R3(0) ou r(z) (en m)

léouz(elﬁm)

FIGURE 1 — Profils de test R, (-). Pour R, et R, :
exemples d’approximation optimale avec 2 et 4 ou 6
trongons (- -+ et - -0). Perce originale r5(2) (- - -),
R5(¢) (-) et approximation avec 11 trongons (- -0).

Profil R, Sur la figure 1, on peut observer les
résultats de l'algorithme (avec les 4 contraintes aux
extrémités) pour N =2 et N =4 ou N =6 trongons
(les jonctions sont localisés par les marqueurs + ou o).

Pour illustrer les performances de 'algorithme, la
figure 2 présente les erreurs normalisées moyennes (-0)

EJY = dr(Ry,R1)/||B;ll2 et maximales (---0)

EJ* = maxyeo,r] ‘51(5) - R(£)|/||E1||2 pour N €
{3,4,5,6}, avec contrainte sur R(¢) et R’'({).

FIGURE 2 - Profil R, : erreurs Ey"°Y et EJo*.

Pour illustrer l'intérét des étapes, on représente
les erreurs E5'°Y (-) et E*® (---) pour plusieurs
versions de Dalgorithme. Si 'étape 3 est retirée (va-
riante 1, courbes ), les erreurs sont trés supérieures.
Ceci confirme l'intérét d’optimiser les longueurs L,. Si
I'étape 3 n’est réalisée qu’a la derniere itération n =N
(variante 2, x), on améliore les résultats de la variante 1
mais sans retrouver la qualité originale : loptimiseur
numérique atteint un minimum local moins bon.

Un travail sur I'initialisation pourrait améliorer tous
ces résultats et permettre de retrouver la méme qualité

4. Nous remercions R. Caussé de nous avoir fourni ces données.

avec la variante 2 (qui réduit considérablement le temps
de calcul de 'optimisation).

Profil R, Ce profil évasé a été approché par 128
tubes droits (R%, L, = L/128), 64 cones (RS, L, =
L/64), 2 et 4 trongons (RS et RY) aux paramétres op-
timisés (figure 1). Apres calcul des matrices de trans-
fert globales et concaténation en ¢ =L avec I'impédance
bouchon idéalement nulle, on trouve les impédances
d’entrée données en figure 3. Ces impédances sont
a comparer a la référence obtenue par résolution
numérique® de (7-8). On observe que deux trongons

— référence
201 R§ (cylindres)
ol
—20 L L L L L i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
40 T T T T T —
T — référence
20 SR v : X - - R} (cones
ol
-20 [ (I i . . 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
40 T T T T T
— référence
201 j - RS (N=
A 7 =
ok /
2
-20 L L L L L il
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
40 T T T T T
—_— regerergce
201 - - R§ (N=4)
ol
—20 L L L L L i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
f (en Hz)

FIGURE 3 — Module (en dB) des impédances d’entrée
calculées pour les profils RS (---), RS (---) et RS (---),
comparées a la référence (-).

sont insuffisants pour obtenir des résultats fiables
mais que 4 trongons (soit 16 parametres géométriques
{4, By, Y, Ly} 1<n<a) donnent des résultats déja satis-
faisants tant géométriquement que pour I'impédance.

Profil R; L’impédance d’entrée d'un trombone avec
une embouchure a été mesurée (figure 4). Cette

0 190 2(?0 390 490 5(?0 6?0 700 ,800 900 ];000 1100
2 a0l [— Impédance mesurée
<
=l 20
< 101
N Oof
7710 L L L L L L L L L L
/.::E, 2o “‘n\ , ' ) ‘ ' ) ' K " [——Impédance calculée N=11
i \/ \\\/\/\/\/\AH_
N 4

i i i i
" [— Impédance calculée N=5

20
10

|Z| (en dB)

‘ - - Impédance mesurée
-10 PR T T T T T * Extrema de la mesure
sk o ¥ % * % + Extrema pour N=11
[ ) v *

= s IR X % Extrema pour N=>5
=] L , i .
A K ) R IR HRNGE NIt N % 7
g L R Y B N N L N
= a0p L iy )% % Booow % -]
N v V | ﬁ x
N ok N 4
ol ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
(] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
f (en Hz)

FIGURE 4 — Impédance d’entrée mesurée sur un
trombone et versions calculées pour N=11, N=5 et
comparaisons (voir [25] pour plus de détails).

impédance a été calculée a partir du formalisme (12) en
considérant la matrice de transfert d’une embouchure

5. La fonction utilisée est ode23 sous Matlab.



simplifiée (masse, compliance et résistance acoustique,
cf. [26]) et I'impédance de rayonnement d’une sphere
dont la partie inscrite dans le cone tangent au profil en
=1L est pulsante [27, Modele (M2)].

5 Conclusion et perspectives

Le calcul de matrices de transfert par concaténation
de trongons de tubes & R” /R constant a été rappelé pour
le modele de propagation dit de “Webster-Lokshin” a
abscisse curviligne. Un algorithme qui détermine les pa-
rametres géométriques des troncons optimisés pour ap-
procher une cible & régularité C' a été proposé. Grace
a cet algorithme, le modele géométrique génere des
représentations satisfaisantes de cibles avec peu de pa-
rametres. De plus, lorsque la cible est bien approchée,
les impédances acoustiques calculées sont fiables de sorte
que 'outil complet pourrait s’intégrer a terme dans une
plateforme d’aide & la lutherie (en particlulier pour les
pavillons). Enfin, ces représentations permettent aussi
de construire des simulations temps réel (de type guide
d’ondes) pour la syntheése sonore [25].

Parmi les perspectives, des discontinuités de profils,
la présence de trous, clapets (etc), entre chaque zone
C! optimisée pourrait étre intégrées en définissant des
raccords a volume nul et en introduisant des masses
ajoutées suivant le principe donné par exemple dans [13,
p.302-332]. Par ailleurs, un travail sur les parameétres
d’initialisation de l’algorithme proposé en 3.3 pour-
rait permettre d’accélérer I'optimisation sans dégrader
les résultats, en n’exécutant 'étape 3 qu’a la derniere
itération. Enfin, la représentation a peu de parametres
d’une perce devrait permettre d’envisager une optimi-
sation sur des impédances (ou immitance) cibles ou
d’autres criteres acoustiques, et plus seulement sur un
critere géométrique.
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