GUERINO MAZZOLA

Musica e matematica: due movimenti aggiunti tra formule e gesti™*

Alla memoria di Wolfgang Graeser
per la sua anticipazione visionaria
di un pensiero dinamico

della musica come azione.

1. Leredita di Graeser.

Quando il ventenne matematico e musicologo Wolfgang Graeser, preso
da un attacco di depressione, si impicco nella sua casa a Berlino il 13 giugno
1928, aveva al suo attivo la pubblicazione di due opere maggiori: il trattato
Bachs «Kunst der Fuge» [1924], scritto all’eta di diciassette anni, che rivolu-
ziono la teoria della musica in generale e, in particolare, la nostra compren-
sione dell’opera postuma di Bach, e il volume intitolato Der Kéorpersinn
[1927], scritto 'anno precedente al suicidio e che apri la visione di Graeser
su cio che I'autore stesso chiamo un pensiero e una comprensione di tipo
«dinamico faustiano» della musica, della danza e delle altre espressioni arti-
stiche. Quest’ultima opera trae ispirazione dall’esperienza profonda di Grae-
ser fatta durante una classe di danza nella quale si trattava di seguire il tema
principale dell’Arte della fuga di Bach e che suscito in questo modo un lega-
me esistenziale fra le sue ricerche simboliche astratte e 'incorporamento rea-
le di questi simboli nella danza [Zurlinden 1935].

In altre parole, 'eredita di Graeser testimonia la tensione profonda cau-
sata dalla musica nella sua permanente oscillazione tra fatticita della com-
pressione formulare e sviluppo gestuale del fare. E questo testimonia la con-
vinzione e I'intuizione di un talento ingegnoso in un’utopia di coerenza fra
questi due poli ontologici. Ma nonostante i risultati ottenuti, Graeser non fu
mai veramente capito da musicisti, teorici e filosofi della musica. La sua ten-
sione letteralmente suicida impedi in qualche modo alle menti accademiche
di avvicinare questo campo del sapere, un po’ come ci volle pit di un seco-
lo per convincere i filosofi a prendere sul serio la «filosofia con il martello»
di Nietzsche.

Quando cominciai ad applicare la geometria algebrica di Grothendieck

* Desidero ringraziare Guerino Mazzola e Claudio Bartocci per avermi puntualmente assisti-
to durante la traduzione di questo difficile saggio. Un ringraziamento speciale va all’amico filosofo
Edoardo Acotto per la sua rilettura attenta della traduzione, in particolare, ma non solo, per quan-
to riguarda la terminologia filosofica impiegata dall’autore. [N.d. T].
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e la teoria modulare dei quiver di Gabriel, assieme al paradigma funtoriale
soggiacente, a questioni di teoria musicale alla fine degli anni Settanta, ho
provato la stessa sensazione di essere considerato come incoerente se non
schizofrenico, oscillando tra ’astrazione del formalismo matematico nella
teoria musicale da un lato e la mia attivita di pianista free jazz dall’altro. Ma
sentivo di dover fare entrambe le attivita di ricerca: la riflessione scientifica at-
traverso la compressione delle formule e la ricerca artistica di una gestualita
sonora nell’espressione libera. Mi ci vollero degli anni, in effetti, per intra-
prendere la ricerca seria di una teoria coerente comprendente le formule e i
gesti nella musica. 'episodio chiave fu la conferenza che diedi all'trcam di
Parigi il 18 maggio 2002, nella quale cercai invano di spiegare il mio gioco
pianistico nel free jazz attraverso lo stesso formalismo matematico che ave-
vo descritto abbondantemente nel volume The Topos of Music [Mazzola et
al. 2002]. Quella conferenza risultd essere un evento drammatico dal mo-
mento in cui realizzai che non erano le formule matematiche che controlla-
vano e davano forma alla mia improvvisazione, ma gesti reali, enunciazioni
non guidate da astrazioni legate alle formule, semplicemente dita danzanti,
ovvero: un mondo totalmente diverso della realta musicale.

Solamente grazie a un lungo sforzo, non solo dal punto di vista persona-
le ma anche rispetto al dibattito scientifico, mi & stato possibile capire e ac-
cettare il fatto che la musica ha una dimensione ontologica che dalla fatticita
simbolica permette di arrivare alla dinamica gestuale; piti esattamente, che
la musica accetta le formule in quanto rappresentazioni compatte di fatti, ma
non pud essere realizzata se non attraverso un movimento dinamico che pren-
de le distanze da queste stesse formule in direzione di uno sviluppo gestua-
le, legato al fare, ovvero alla realizzazione del potere dinamico di queste for-
mule nell’interpretazione musicale. In altre parole, a un’intelligenza incor-
porata. Come afferma Theodor W. Adorno [1956]: «interpretare la musica:
fare musica». La musica si realizza unicamente nell’interpretazione. La ce-
lebre psicologa della musica Helga de la Motte-Haber [1982, p. 232] affer-
ma che pensare la musica & sempre pensare #ella musica. E il teorico della
musica Robert Hatten [2004, p. 113] si chiede: «Vista I'importanza del ge-
sto nell’interpretazione, perché non abbiamo una teoria comprensiva [glo-
bale] del gesto nella musica?»

Questo movimento dalle formule ai gesti risulta essere fondamentale per
una comprensione superiore della musica. Ho capito quest’aspetto solamen-
te quando mi sono posto la questione di come matematica e musica siano in
relazione e interagiscano in maniera coerente e solidale. Ho imparato che
nella musica ¢’ sempre una sorta di nucleo rappresentato dalle formule che
necessita di essere espresso attraverso I’azione interpretativa. In una prospet-
tiva storica questo era gia il caso nella scuola pitagorica, nella quale il simbo-
lo metafisico della tetraktys doveva essere «eseguito» al monocordo o alla li-
ra per essere compreso. Oggigiorno una tale formula potrebbe essere uno
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schema cadenziale, modulante o contrappuntistico, o, per esempio, una
Grundgestalt dodecafonica. Ma le composizioni musicali sarebbero prive di
senso se si riducessero alla pura esposizione di queste formule. Formule pu-
re che non siano immerse nella viva conoscenza sono forme vuote, allo stes-
so modo in cui i gesti che non sviluppano germi di pensiero sono soltanto
monotone gesticolazioni. La musica ha bisogno dello spartito, la cui orga-
nizzazione processuale irradia le formule musicali attraverso una moltepli-
cita di questioni interpretative, come afferma Adorno [2001, p. 250], e lo
spartito necessita I’esecuzione, nella quale i gesti assegnati sono risuscitati e
diventano viva conoscenza.

Questo asse ontologico dell'incorporamento, stratificato nella fatticita,
processualita, gestualita, aggiunge una quarta dimensione ai tre assi ontolo-
gici tradizionali [Mazzola 2007, cap. xx1v, 6] della comunicazione (stratifi-
cata attraverso la poiesi, il livello neutro e il livello estesico), della realta (fi-
sica, mentale e psicologica) e della semiotica (espressione, significazione e
contenuto). Il che significa che la dimensione ontologica della musica ¢ cer-
tamente molto pit che la pura fatticita e come tale richiede un approccio ma-
tematico radicalmente differente rispetto alla pura alchimia delle formule.

La creazione di una teoria matematica ¢otale della musica non & solamen-
te una sfida per I'elaborazione di un’architettura concettuale adeguata, ma
puod avere ripercussioni all'interno della matematica stessa, in particolare sul-
la questione di come la dimensione dell’incorporamento potrebbe spingere
i matematici a ripensare i loro livelli concettuali. Questo capovolgimento di
prospettiva era gia stato intuito da Gilles Chatelet [1993, p. 32], nella sua
critica del concetto fregeano di funzione matematica in quanto opposta ai
gesti:

1l gesto ¢ elastico, puo raggomitolarsi su se stesso, saltare al di la di sé e ripercuo-
tersi, laddove la funzione non offre che la forma del transito da un termine esteriore

ad un altro termine esteriore, laddove I’atto si esaurisce nel proprio risultato. Il gesto
ha quindi a che vedere con il polo implicito della relazione®.

A parte la formulazione idiosincratica, questa intuizione ha un nucleo duro:
essa critica |’astrazione statica della funzione fregeana, un fatto che ¢ masche-
rato dalla rappresentazione grafica intuitiva delle funzioni come frecce e dal-
la terminologia standard oltremodo suggestiva, che definisce funzioni le
«mappe», «trasformazioni», come se le funzioni fossero legate a ogni tipo di
movimento — il che non ¢ vero, evidentemente.

Questa ripercussione nella matematica ¢ non solo il tipo di effetto noto
dalla fisica, nella quale il ragionamento fisico provoca un’estensione del for-

! Utilizziamo la traduzione proposta da Andrea Cavazzini, che ringraziamo per avercela gentil-
mente fornita, nell’edizione italiana (Le poste in gioco del mobile, Mimesis, Milano-Udine 2010).

[N.4.T].
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malismo matematico — come nel caso, per esempio, delle distribuzioni di
Laurent Schwartz. E piuttosto una penetrazione nell’interiorita della con-
cettualizzazione matematica, penetrazione che la manda in frantumi al fine
di liberare le dinamiche originarie. Il mio saggio vuole descrivere questa vi-
brazione fra musica e matematica, questa pulsazione in entrambe le direzio-
ni che spiega, in ultima istanza, che cosa accade veramente nel legame dina-
mico fra matematica e musica. Vorremmo dare questa spiegazione anche per
rendere maggiormente comprensibile la ragione per la quale, a nostro avvi-
so, questi due campi della conoscenza umana sono cosi profondamente in-
trecciati: essi coincidono nell’atto ma fanno cose estremamente diverse. Mez-
tre la musica svolge formule in gesti, la matematica avvolge e comprime gesti
in formule. In un approccio categoriale, si potrebbe pensare alla musica e al-
la matematica come a due movimenti opposti tra formule e gesti, ovvero due
funtori aggiunti fra la categoria delle formule e la categoria dei gesti:

musica
.
formule 3 > gesti
matematica

Questa immagine suggerisce che musica e matematica sono profonda-
mente connesse, dato che i funtori aggiunti sono mutualmente determinati
in maniera univoca. Di conseguenza ogni deformazione nella musica crea un
impulso nella forma della matematica, e viceversa. Nonostante la natura leg-
germente circolare di questa metafora d’aggiunzione, essa offre una buona
idea di come musica e matematica possano interagire intimamente senza per
questo essere identificate (in opposizione non solo al punto di vista pitago-
rico ma ugualmente alla prospettiva di fisici teorici, quali Roger Penrose
[2004, p. 109], che sembrano avanzare I'idea di un’identita sostanziale fra la
matematica e la fisica).

In questo contesto i gesti in musica potrebbero essere I’analogo delle
stringhe nella fisica. Non solo in quanto oggetti matematici curvi, ma anche
da un punto di vista concettuale: come nella teoria delle corde le particelle
puntiformi sono sostituite da stringhe, cosi, nella teoria musicale e matema-
tica dei gesti, concetti puntuali sono sostituiti da stringhe di concetti o, per
riprendere una celebre idea di Chatelet [1993, p. 32]: il gesto avvolge prima
di catturare e disegna il proprio svolgimento ben prima di denotare o esem-
plificare. Puo sorprendere che una tale dinamica gestuale possa giocare un
ruolo maggiore nella matematica, ma fu Grothendieck (di nuovo lui!) che
rese estremamente plausibile questo punto.

Chiariamo. Facendo un passo indietro e osservando la matematica dalla
prospettiva dell’incorporamento, il livello pit fattuale di questa scienza & rap-
presentato dalle sue formule, sorta di oggetti pronti per I'uso, in grado di es-
sere applicati senza alcuna comprensione profonda dei concetti dai quali
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emanano. A un livello pit tecnico, la matematica si sviluppa attraverso teo-
rie, schemi operazionali e diagrammi processuali che offrono potenti strate-
gie per capire o risolvere problemi o rispondere a questioni aperte. Ma que-
sto ¢ soltanto il livello dell’educazione accademica, della cultura codificata
e dell’utilizzazione sistematica della conoscenza matematica. L’opera di Ni-
colas Bourbaki potrebbe essere considerata come il prototipo di questo li-
vello d’incorporamento processuale. Essa corrisponde allo spartito musicale
in quanto offre I'«impianto industriale» a partire dal quale le formule si sedi-
mentano.

Ma Dattivita matematica, la creazione di campi concettuali e teorie asso-
ciate ¢ in realta radicalmente diversa rispetto a questi catechismi e processi
schematizzati. Yves André, rappresentante francese di spicco della geome-
tria algebrica d’ispirazione grothendieckiana, ha affermato (comunicazione
personale) che, in questo livello della creazione matematica, i gesti comin-
ciano a giocare un ruolo di pivot, un ruolo per il quale Grothendieck ha pro-
posto una splendida e profonda metafora, pidi precisamente la ben nota spie-
gazione delle due strategie di base per risolvere problemi, congetture o que-
stioni matematiche, come descritto in Grothendieck [1985, pp. 552-53]:

la prima [strategia] & quella del martello e dello scalpello, allorquando il problema
posto & visto come una grossa noce, dura e liscia, dalla quale si tratta di estrarre il noc-
ciolo. [...] Tl principio ¢ semplice: si mette la lama dello scalpello contro il guscio e
si da un grosso colpo di martello. Se & necessario si ricomincia in diversi punti, sino
a quando il guscio si spacca — e si & soddisfatti. [...] Potrei illustrare la seconda stra-
tegia a partire dalla stessa immagine della noce da aprire. [...] Si pone la noce in un
liquido emolliente, perché no semplicemente dell’acqua, di tanto in tanto si strofina
la noce affinché ’acqua penetri meglio, e per il resto si lascia che il tempo faccia il suo
corso. Il guscio si ammorbidisce nel corso delle settimane e i mesi successivi — e quan-
do il tempo ¢ arrivato basta una lieve pressione della mano e il guscio della noce si
apre come fosse un avocado maturo! [...] Il lettore, per quanto poco familiare con
alcuni dei miei lavori, non avra alcuna difficolta a riconoscere quale dei due approc-
ci prediligo.

Applicare la seconda strategia richiede una conoscenza profonda del
guscio della «noce», il che significa da un punto di vista dell'impresa ma-
tematica soggiacente che dobbiamo essere in grado di sentire il rivestimen-
to concettuale, 'interfaccia fra gli strati interni ed esterni che definiscono
il problema e delimitarlo attraverso regioni note. Questa dialettica di am-
morbidimento progressivo e paziente del guscio concettuale ¢ chiara nel-
le interminabili sequenze di propagazioni concettuali nelle dimostrazioni
di Grothendieck, sorta di danza chateliana di gesti concettuali, che sfrega il
guscio sino a quando il problema si dissolve con un semplice movimento del-
la mano. Abbiamo offerto un esempio esplicito di questa tecnica [Mazzola
2007, cap. x1v] sotto il titolo di «dévissage de I'identité», un ammorbidimen-
to del rivestimento della rigida dicotomia fra intervalli consonanti e disso-
nanti attraverso simmetrie contrappuntistiche nell’anello dei numeri duali
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Z,[€] costruito a partire dall’anello Z, delle classi di altezze del tempera-
mento equabile.

Nel seguito daremo una descrizione sommaria del movimento della teo-
ria matematica della musica di fuoriuscita dalla sua dimensione formulare
propria della prigione fregeana (come magnificamente esemplificato dal teo-
rema di classificazione delle varieta musicali) per giungere allo schematismo
processuale della teoria delle categorie, simboleggiato dal paradigma trasfor-
mazionale nella teoria musicale moderna occidentale e, infine, nel suo svi-
luppo gestuale verso una teoria matematica dei gesti che incontra non solo
la sostanza musicale nell’atto esecutivo dell'interpretazione, ma che offre an-
che una ricostruzione della sostanza gestuale dal punto di vista della teoria
astratta delle categorie.

2. Ltopoi per la musica e la prigione della fatticita di Frege legata all'insie-
me potenza.

E ben noto che le scienze sono sempre strettamente legate alla matema-
tica contemporanea, nella misura in cui aspirano alle descrizioni pia eleganti
e formalizzate dei propri modelli e teoremi. In momenti storici critici, come
ad esempio nella fisica all’epoca degli esperimenti di Galileo con il concetto a
quel tempo arcano di quantita di moto, fu una matematica all’avanguardia (in
questo caso I'invenzione del calcolo infinitesimale ad opera di Leibniz e New-
ton) quella che apri nuovi poteri concettuali alle scienze.

Nei tentativi di applicare la concettualizzazione e il ragionamento matema-
tico alla musica, dopo il primo approccio geometrico alla teoria musicale ad
opera di Eulero (Tentamen novae theoriae musicae, 1739), che defini gli spazi
del temperamento naturale come Z-moduli liberi sulla base formata dai loga-
ritmi di 2 (per il rapporto d’ottava 2/1), 3 (per il rapporto di quinta 3/2) e 5
(per il rapporto di terza 5/4), nel xx secolo abbiamo assistito all’utilizzazione
di concetti matematici via via piti contemporanei, dalla combinatoria alle teo-
rie probabilistiche, dalla teoria dei gruppi all’algebra lineare e all’analisi. Alla
fine del secolo, questi sforzi arrivarono al piti potente linguaggio matematico:
la teoria dei topoi, sviluppata da Grothendieck per la geometria algebrica a
partire dalla teoria dei fasci, seguendo le idee di Jean Leray e Henri Cartan, e
completata dal punto di vista logico da Charles Ehresman, William Lawvere
e Myles Tierney. E sorprendente che, ben avanti 'applicazione musicale, la
teoria dei topoi sia stata proposta come fondamento per I'informatica teorica
da Dana Scott, ma ancor pit sorprendente ¢ il fatto che solo recentemente, e
in ogni caso dopo le applicazioni musicali elaborate da chi scrive, la teoria dei
topoi sia stata proposta come approccio fondazionale alla fisica teorica, e que-
sto grazie a John Baez, Andreas Dring, Chris Isham e molti altri.
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Vi sono tre giustificazioni per I'applicazione della teoria dei topoi alla mu-
sica: storica, teorica e tecnologica. La ragione storica risiede nella prima ope-
ra di Graeser sull’arte della fuga di Bach, dove si legge:

La proprieta di simmetria gioca nella musica un ruolo talmente importante che
merita di essere considerata in primo luogo. E nell’Arte della fuga che & possibile ri-

conoscere in modo particolarmente flagrante la sua quasi illimitata sovranita [Grae-
ser 1924, pp. 13-14].

Graeser parla di simmetrie nel senso di applicazioni affini, non semplice-
mente permutazioni astratte; il suo approccio ¢ del tipo algebra lineare e fa
entrare in gioco isometrie e corpi rigidi. Questo suggerisce una «geometria
dei toni», titolo che ho dato al mio secondo volume [Mazzola 1990] in rife-
rimento a Graeser. Ma Graeser introdusse nel suo lavoro anche uno stile di
linguaggio matematico completamente differente. Egli descrive una forma
contrappuntistica nel seguente modo:

Indichiamo la collezione di cose qualsiasi nella sua totalitd come un insieme di
queste cose e le cose stesse come gli elementi dell’insieme; in questo modo avremo
I'immagine seguente di una forma contrappuntistica: una forma contrappuntistica &
un insieme di insiemi di insiemi.

Suona un po’ strano, ma vedremo presto cosa abbiamo immaginato dietro que-
sta definizione. Costruiamo un brano contrappuntistico. Abbiamo innanzitutto il te-
ma, che ¢ una collezione di note determinate, quindi un insieme i cui elementi sono
le note. A partire da questo tema costruiamo uno sviluppo qualsiasi. Questo svilup-
po sara sempre una collezione di entrate dei vari temi presa come un tutto, e quindi
un insieme i cui elementi sono i temi. Dato che i temi sono essi stessi insiemi di note,
lo sviluppo sara un insieme di insiemi. E una forma contrappuntistica, un brano mu-
sicale contrappuntistico & una collezione di determinati sviluppi in un tutto, e quin-
di un insieme, i cui elementi sono insiemi di insiemi, al punto che potremmo dire: un
insieme di insiemi di insiemi [Graeser 1924, p. 17].

Graeser applicava la teoria degli insiemi di Cantor e Dedekind che rap-
presentava, a quel tempo, uno sviluppo rivoluzionario nella matematica mo-
derna. Dal nostro punto di vista questi due stili (rispettivamente I’algebra li-
neare e la teoria degli insiemi) sono incompatibili, nel senso che iterazioni di
insiemi potenza non sono oggetti naturali per I’algebra lineare e, viceversa,
’algebra lineare non ¢ un livello naturale della teoria degli insiemi (per quan-
to essa possa essere costruita a partire dalla teoria degli insiemi). Mentre I’al-
gebra lineare rappresenta le note musicali come dei punti in moduli oppor-
tuni, essa non definisce insiemi potenza iterati per le note musicali come con-
cetti derivati dall’algebra lineare, come richiesto dalla definizione graeseriana
di forma contrappuntistica. In termini di teoria dei topoi, questo significa
che la categoria dei moduli non ammette un classificatore di sotto-oggetti )
e oggetti potenza (X, Dall’altro lato, la categoria Sets degli insiemi ¢ un to-
pos e ammette quindi un classificatore di sotto-oggetti ) = 2 = {0, 1} e og-

getti potenza Y (in particolare insiemi potenza %), ma essa & completamen-
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te non algebrica e, di conseguenza, né la categoria dei moduli né quella de-
gli insiemi sono sufficientemente ricche da comprendere sia le simmetrie di
Graeser sia la sua idea di forma contrappuntistica.

2.1. Prefasci, Yoneda e il Software RUBATQO®.

La soluzione minimale di categoria® che possa esprimere sia i classifica-
tori di sotto-oggetti sia gli oggetti potenza cosi come le strutture algebriche
(affini) & il topos dei prefasci Mod® sulla categoria Mod dei moduli e morfi-
smi di-affini. I suoi oggetti sono i funtori controvarianti a valori negli insie-
mi (i prefasci) F : Mod — Sets e i suoi morfismi sono le trasformazioni na-
turali fra questi prefasci.

La ragione teorica per la scelta del topos Mod® ¢ legata al lemma di Yo-
neda. Non vogliamo soltanto lavorare in un topos ma anche legare I'approc-
cio classico al topos senza perdita d’informazione. Il lemma di Yoneda per-
mette esattamente questo: I'immersione di Yoneda

Mod — Mod® : M — Hom(—, M) = @M

¢ pienamente fedele, cosicché due moduli sono isomorfi se e soltanto se i lo-
ro prefasci associati lo sono. Piti precisamente, se F & un prefascio e A & un
modulo, allora si ha un’applicazione biiettiva Hom(@A, F) = F(A). Per que-
sto utilizziamo la notazione A@F per indicare F(A). Seguendo Grothendieck,
chiamiamo un morfismo p : @A — F, ovvero un elemento p € A@F, un pun-
to di F d’indirizzo pari ad A. Il lemma significa quindi che il fatto di cono-
scere tutti gli insiemi di morfismi Hom(A, M) = A@M e le loro applicazio-
ni insiemistiche @f: B@M — A@M per i morfismi di-affini /: A — B deter-
mina completamente il modulo M. Per esempio, I'insieme sottostante M ¢ in
corrispondenza biiettiva con I'insieme @M (0) = 0@M dei punti di M d’in-
dirizzo zero (ovvero del prefascio associato @M). Ritorneremo in seguito su
tale architettura e daremo degli esempi concreti di teoria della musica per il-
lustrare la potenza di questo linguaggio.

Ma vi ¢ una ragione tecnologica per passare alla teoria dei topoi. La mu-
sica ¢ tutt’altro che un gioco intellettuale. Per dimostrare che qualcosa ¢ ve-
ramente pertinente in musica ¢ necessario, a un certo punto, fare musica,
eseguire un esperimento, un po’ come la fisica teorica senza prove sperimen-
tali non sarebbe altro che un gioco delle perle di vetro. Nella ricerca musi-
cale questi esperimenti sono condotti abitualmente attraverso simulazioni
computazionali di composizioni, analisi o interpretazioni. Nei vari software
sviluppati da chi scrive e dai suoi collaboratori negli ultimi venticinque an-
ni (presto® per la composizione [Mazzola et al. 2002, cap. xL1x] e RUBATO®
per la composizione, I'analisi e 'interpretazione [zbid., parte x; http://

2 Tutte le categorie alle quali ci riferiamo sono per ipotesi localmente piccole.
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www.rubato.org], i principi concettuali, ovvero la ricerca di un formato ade-
guato per gli oggetti musicali, rappresentati in classi orientate-oggetti in
Objective-C o in Java, divennero sempre piti importanti a causa del fatto che
I'interazione delle componenti software era profondamente dipendente dal-
I'intercambiabilita degli oggetti.

Per raggiungere questo scopo abbiamo sviluppato il linguaggio dei de-
notatori e delle forme Senza entrare nei dettagli di questo linguaggio, pos-
siamo dire che esso si divide in due parti corrlspondentl rispettivamente a
un impianto architettonico e a un substrato matematico. E quest’ultimo che
si riferisce esplicitamente a un topos, piti precisamente il topos Mod®. Que-
sto approccio ¢ stato implementato con successo da Gérard Milmeister
[2009]. Le proprieta del topos utilizzate per programmare gli oggetti musi-
cali sono da un lato gli oggetti del tipo insiemi potenza menzionati preceden-
temente e dall’altro lato gli oggetti legati ai concetti di limiti e colimiti. Pit
esattamente, i limiti sono onnipresenti nei paradigmi di programmazione da-
to che essi rappresentano liste, tabelle, vettori e cosi via. Ma da un punto di
vista teorico eravamo piti concentrati sulle costruzioni di tipo insiemi poten-
za, dal momento che gli oggetti tradizionali della teoria della musica sono in-
siemi di note (come gli accordi o i profili melodici) in moduli di parametri op-
portuni, o ancora insiemi di insiemi, e cosi via, come Graeser aveva ben vi-
sto. Ritorneremo sugli oggetti di tipo limite e colimite in un topos applicati
alla musica nella sezione successiva.

2.2. Funtori per Fux e Riemann.

Per ora concentriamoci sugli oggetti di tipo insieme potenza nella teoria
della musica. Mostreremo come, pur partendo da oggetti assai elementari, si
possano generare oggetti di tipo sempre pit funtoriale. Prendiamo ad esem-
pio gli oggetti piti comuni di tipo insieme potenza, gli accordi in quanto sot-
toinsiemi V C Z, di classi di altezze. Nel nostro impianto funtoriale, un tale
accordo & un insieme di punti a indirizzo 0, vale a dire V C 0@Z, nel funto-
re rappresentabile @Z |, dato dalla costruzione di Yoneda. Abbiamo per esem-
pio la triade della tonica Tc = {0, 4, 7} e la triade dominante Dt = {7, 11, 2}
nella tonalita di do maggiore (la classe di altezza do ¢ rappresentata dallo 0 e
cosi via).

Nella teoria della musica occidentale, e di fatto sin dai tempi antichi del-
le categorie intervallari dei pitagorici, I'armonia ha rappresentato il proble-
ma principale. Essa tratta delle regole di combinazione sintattica di accordi
in rapporto al loro significato semantico. Liniziativa pit ambiziosa nella teo-
ria dell’armonia fu il tentativo di Hugo Riemann di attribuire a ogni accor-
do possibile Ch [sic!] una funzione semantica che rifletta la relazione del-
I'accordo a una data tonalita X. Pit precisamente, si tratta di attribuire loro
il valore T (tonica), D (dominante) o S (sottodominante), in modo tale da
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esprimere la loro funzione in una data tonalita X. Questa attribuzione def:-
nisce infatti la tonalita, ovvero possiamo scrivere T = X(Ch), D = X(Ch) o
S = X(Ch) e considerare X come una funzione X : Ch T, D, S definita sul-
I'insieme degli accordi. Questo progetto non fu comunque mai portato a ter-
mine. Solo accordi elementari (come le triadi maggiori o minori o altri ac-
cordi tradizionali) possono essere associati a tali valori, mentre la logica che
si vorrebbe armonica sembra venir meno per diverse ragioni persino per que-
sti accordi semplici®. Questa impossibilita fu una delle ragioni principali del-
la dissociazione della teoria musicale moderna dai principi dell’armonia, co-
me esemplificato paradigmaticamente dall’emancipazione della dissonanza
nella tecnica dodecafonica di Arnold Schonberg.

Nella sua felice (ri)costruzione della logica armonica secondo i principi
di Riemann, Thomas Noll [1995] dovette considerare degli accordi pit ge-
nerali, piti esattamente il monoide

Trans(V,W) =(f€ 7,,@Z,, | f(V) C W)

generato dai morfismi affini f € Z,,@7Z,, da Vin W. Questi insiemi transporter
non sono accordi tradizionali a indirizzo zero, bensi accordi d’indirizzo pa-
ria Z,,, vale a dire accordi «autoindirizzati». Per questo I'architettura mu-
sicale richiede degli indirizzi pit generali che i banali indirizzi pari a zero. 11
transporter Trans(Dt, Tc) fu concepito come 'insieme delle consonanze rela-
tive riemanniane da Dt a Tc nell’armonia di Noll. Questo insieme evidenzia
il seguente rapporto singolare con il contrappunto classico codificato da
Johann Joseph Fux nel 1725 in Gradus ad Parnassum.

In contrapposizione all’armonia, il contrappunto si concentra sulla com-
posizione di pit linee melodiche. Essenzialmente esso definisce regole che
determinano quali note della linea del cantus firmus di base possono essere
suonate in corrispondenza delle note della seconda linea, chiamata discan-
tus. La teoria di Fux ¢ costruita sul caso pit elementare, chiamato prinza spe-
cie o nota-contro-nota. Questo significa che data una linea melodica corri-
spondente al cantus firmus (costruita seguendo le regole compositive del can-
to gregoriano), a ogni sua nota deve essere contrapposta una nota della linea
del discantus seguendo un certo numero di regole. La regola piti importan-
te ¢ che gli intervalli fra il cantus firmus e le note del corrispondente discan-
tus devono essere consonanti, ossia elementi appartenenti all’insieme degli
intervalli consonanti modulo I'ottava ¢s = {0, 3, 4,7, 8, 9} C Z,,. La secon-
da regola forte proibisce la successione immediata delle quinte (pari a un in-
tervallo uguale a 7), ovvero le «quinte parallele». In ogni caso, i principi che
governano le regole contrappuntistiche sono tutt’altro che evidenti. In parti-

? Per comprendere le ragioni fondamentali di una tale impossibilita, legate alla non orientabi-
lita del nastro armonico, si veda la discussione illuminante di Carl Dahlhaus [1966] e i nostri com-
menti in Mazzola et al. [2002, cap. 13.4.2.1], oltre alla breve descrizione che daremo nel § 2.4.
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colare, le quinte parallele sono considerate come disturbanti (un argomento
di tipo psicologico). Per meglio comprendere la base strutturale delle regole
contrappuntistiche, il contrappunto di prima specie ¢ stato modellizzato at-
traverso I'uso di numeri duali [Mazzola et al. 2002, parte vir]. Cio permette di
dedurre le regole per la specie nota-contro-nota, in particolare la regola che
proibisce le quinte parallele, a partire dall’'unico morfismo AK(x) = 5x + 2
che scambia fra diloro I'insieme degli intervalli consonanti ¢s e il suo comple-
mentare contenente gli intervalli dissonanti ds = {1, 2, 5, 6, 10, 11}. Questo
modello ha il vantaggio di permettere composizioni contrappuntistiche ba-
sate su dicotomie intervallari diverse dal caso classico consonanza/dissonan-
za. Si consideri 'insieme Cons = {x + ek | x € Z,,, k € cs} degli intervalli
contrappuntistici consonanti rappresentati come numeri duali con compo-
nente consonante infinitesima & e cantus firmus x e si prenda I’accordo «au-
toindirizzato»

Trans(Cons, Cons) = (f € Z,,[€]@Z,, [¢] | f(Cons) C Cons).

Siha quindi un’applicazione iniettiva canonica 7: Z,,@7 ,, — Z,,[e]@Z ,[ €],
e la relazione assicura che

Trans(Dt, Tc) = Trans(Cons, Cons)|;.

Questa relazione fra contrappunto fuxiano e armonia riemanniana resta un
fatto miracoloso, e le sue conseguenze non sono ancora state completamen-
te studiate. Allo stesso modo restano incomprese le relazioni profonde fra
armonia e contrappunto che hanno dato origine a una serie di approcci ca-
talogati sotto il titolo di teoria del «movimento delle parti» (vozce leading).

Sottoinsiemi C C A@M di moduli a indirizzo A possono essere visti co-
me punti C € A@2“Y, dove per definizione A@2°M = 24“M ¢ |3 valutazione
del funtore 2™ all’indirizzo A. Questo funtore & non rappresentabile e ab-
biamo quindi automaticamente a che fare con prefasci non rappresentabili.
Cio significa che costruzioni iterate di tipo insieme potenza domanderebbe-
ro sottoinsiemi in prefasci non rappresentabili, come per esempio un insie-
me di accordi o altre forme contrappuntistiche definite da Graeser.

Resta il fatto che un sottoinsieme non & un prefascio, e per questa ragio-
ne introduciamo per ogni sottoinsieme C C A@F dj punti d’indirizzo pari
ad A di ogni prefascio F un sottoprefascio associato C C @A X F. Esso ¢ de-
finito all’indirizzo B attraverso BQC = {(f: B— A, c.f) | ¢ € C}. Si tratta di
una costruzione di tipo oggetto-potenza dal momento che i sottoprefasci di
@A X F sono esattamente gli elementi di A@QF. Questa costruzione & stata
applicata in modo sistematico in una teoria topologica dell’armonia, come
esposto in [Mazzola 2007, cap. xx1v, 2]. In altre parole: I'architettura funto-
riale non € un generico 7onsense matematico, ma incontra la realta della teo-
ria matematica della musica.

Questo impianto funtoriale genera una categoria Loc di strutture locali
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di tipo insieme potenza, chiamate comzposiziont localz, nel seguente modo: gli og-
getti della categoria (le composizioni locali) sono i sottofuntori K C @A X F,
vale a dire elementi di A@Q)". Chiamiamo A I'indirizzo e Flo spazio ambien-
te (di base) di K. Date due composizioni locali K C @A X Fe L C @B X G,
un morfismo f/a : K — L & una coppia che consiste in una trasformazione
naturale /: K — L e un morfismo di modulo « : A — B tale che esiste una
trasformazione naturale 4 : F — G che rende commutativo il seguente dia-
gramma:

inclusione

K ——» @AXF

f @a X h
L inclusione @B X G

Questa categoria contiene la sottocategoria piena ObLoc delle composi-
zioni locali oggettive K = C e la sottocategoria LocMod delle composizioni
locali oggettive C C A@M con spazi ambiente rappresentabili (modulari)
F = @M. Restringendo il tutto alla categoria yMod dei moduli su un anel-
lo commutativo fissato R (con morfismi R-affini), otteniamo la categoria
rLocMod C ObLoc di composizioni locali oggettive o composizioni locali
R-modulari. Le categorie delle composizioni locali sono state classificate per
un numero importante di casi, come quello degli accordi (a indirizzo pari a
zero o «autoindirizzati») o profili melodici in spazi di classi di altezze e pun-
ti d’attacco [Mazzola et al. 2002, cap. x1, 3]. Non ci occuperemo in questa
sede di classificazione delle composizioni locali, trattandosi di un caso par-
ticolare della classificazione delle varieta globali in musica, chiamate comzpo-
sizioni globali, che discuteremo ampiamente pit avanti (§ 2.4).

2.3. Cambiamenti d’indirizzo in Structures pour deux pianos
di Boulez.

Gli indirizzi generali abbondano in musica, cosi come i cambiamenti d’in-
dirizzo o : A — B che permettono di definire transizioni funtoriali B@F —
AQ@F, Per esempio una serie dodecafonica puo essere modellizzata come un
punto di Z,, d’indirizzo pari a Z''. La serie retrograda & semplicemente la
serie S.7, dove r & il cambio di indirizzo su Z' definito dalla permutazione
r(e;) = e,,_,della base affine canonica e, = (0,0, ...,0), ¢, = (1,0, ...,0), ...,
e, = (0,0, ..., 1). Il cambio d’indirizzo funtoriale non & soltanto un mero
esercizio accademico, ma permette di comprendere meglio strategie compo-
sitive piti avanzate come, per esempio, 'approccio seriale utilizzato da Pierre
Boulez nelle celebri Structures pour deux pianos. Abbiamo descritto questo
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approccio in dettaglio in Mazzola et al. [2009]. Ne diamo qui un breve cen-
no per illustrare e sottolineare ancora una volta la nostra posizione riguardo
la naturalita del punto di vista funtoriale nella teoria della musica, I’analisi,
la composizione e I'interpretazione.

Il problema all’origine delle Structures di Boulez ¢ che il materiale seria-
le, e piti precisamente une serie S, € Z''@P estesa a ogni spazio P di para-
metri (classi di altezze, punti di attacco, durate, intensita e 7zodes de jeu), non
puo essere maneggiato uniformemente attraverso I'applicazione di trasfor-
mazioni dodecafoniche. Un’inversione sulle classi di altezze potrebbe avere
senso a differenza della stessa operazione applicata sugli attacchi. Il princi-
pio seriale crea problemi non sulla serie ma sulle sue trasformazioni. Pit pre-
cisamente, come si potrebbe trasferire, per esempio, I'inversione sulle clas-
si di altezze a quella sugli attacchi? La risposta di Boulez ¢ tanto semplice
quanto moderna! Interpretata da un punto di vista algebrico, essa corrispon-
de a dire che ogni simmetria fnello spazio delle classi di altezze Z,, utilizza-
ta per creare una serie trasformata /o §,,,, a partire dalla serie (di classi di al-
tezze) S, : Z'' — Z,, pud anche generare la stessa serie trasformata attra-
verso un cambio di indirizzo C;: 7" — 7" tale che fo S, = S,,,.,.C; (notiamo
che non vale I'inverso). Per questo motivo serie trasformate possono essere
generate attraverso cambi d’indirizzo, non attraverso trasformazioni dei ri-
spettivi spazi ambiente. La soluzione di Boulez segue direttamente: al posto
di cercare trasformazioni su attacchi e altri spazi di parametri problematici,
¢ sufficiente operare innanzitutto il cambio C, d’indirizzo opportuno asso-
ciato a tale serie. Per esempio, se S, ¢ la serie degli attacchi, la sua trasfor-
mata rispetto all’applicazione fa valori nello spazio delle classi di altezze cor-
risponde a §,,,,,...C;. Con questo artificio, Boulez riesce a costruire un intero
bestiario di serie a valori in tutti questi spazi di parametri attraverso 'uso di
un cambio d’indirizzo canonico. Boulez utilizza una matrice 12 X 12, che in-
dicheremo con Q, e che ¢ definita come segue: la sua linea 7-esima Q(z, —) ¢ il
cambio di base associato alla trasposizione® pari alla differenza fra la serie di
classi di altezze S, alla posizione 7 e 1. Questa matrice € equivalente a un cam-
bio d’indirizzo é : 7" K 7' — 7" sul prodotto tensoriale affine’ 7" X 7'
definito sulla base affine (¢, & ¢) attraverso Q(e; X e) = ¢, . Attraverso un
cambio d’indirizzo di questo tipo & : Z'' W 7' — 7", applicato a ogni serie
Sp: Z" — P otteniamo dodici serie a valori in questo spazio via il cambio
d’indirizzo S, - € della serie seguito dalla restrizione alla z-esima linea di €. In
maniera equivalente basta anteporre il cambio d’indirizzo (!) row, : Z'* —
7" ¥ 7" definito da row,(e,) = e, ¥ ¢;. Utilizzando questa tecnica Boulez

#Se x & un elemento di un modulo M, indichiamo con T* operazione di traslazione y > x + y
su M. Se M ¢ un modulo di (classi) di altezze musicali, T* & detta «trasposizione pari a x».

> Questo prodotto ¢ il modulo universale rispetto alle mappe diaffini anziché alle mappe linea-
ri usuali. Per i dettagli su questa costruzione rinviamo a Mazzola et al. [2002, E.3.3].
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costruisce delle serie di serie per i due pianoforti e per le diverse sezioni del
brano musicale attraverso nuovi cambi d’indirizzo & che utilizzano semplici
operazioni geometriche su Q.

Limplementazione di queste tecniche funtoriali su RUBATO® permette
di ottenere composizioni generalizzate, che sono generate algoritmicamen-
te dalla procedura di cambiamento d’indirizzo descritta precedentemente
(si vedano Milmeister [2009]; Mazzola et al. [2009]). Nella nostra composi-
zione, intitolata restructures, che fu realizzata per una presentazione in omag-
gio a Boulez all'tRcam nel dicembre 2007, abbiamo applicato la procedura
a dodici strumenti®,

2.4. Varieta musicali.

Le strutture locali, come confermato dall’intuizione di Graeser sulle for-
me contrappuntistiche, sono ovviamente insufficienti per descrivere feno-
meni musicali: la teoria della musica ha a che fare con raggruppamenti sin-
tattici in periodi, unita melodiche, famiglie di accordi o forme pid ampie, co-
me interi movimenti (per esempio I’allegro in una forma-sonata e cosi via).
Queste «carte» locali formate dai gruppi di eventi non sono di solito né di-
sgiunte né ordinate in modo gerarchico attraverso inclusioni. Questo ci in-
duce a sviluppare un’architettura formale basata sulle varieta musicali glo-
bali e tale da permettere di confrontare due rappresentanti di queste varieta,
descrivere le loro relazioni e, se possibile, classificarle, ovvero calcolare le lo-
ro classi d’isomorfismo. E interessante notare che le varieta matematiche fu-
rono introdotte da Bernhard Riemann nel suo scritto di abilitazione del 1854,
lo stesso anno in cui Eduard Hanslick pubblico il suo celebre saggio Vo
Musikalisch-Schonen [1854], nel quale vi ¢ un riferimento esplicito a strut-
ture musicali globali. Per un resoconto storico pit completo sulle varieta mu-
sicali nella teoria, analisi e composizione rinviamo a Mazzola et al. [2009,
cap. xi, 1],

A parte I'anticipazione di Graeser, queste varieta musicali furono applica-
te sin dal principio nella moderna teoria matematica della musica. Diamo
un’occhiata innanzitutto a una delle migliori illustrazioni di tale struttura glo-
bale, della quale daremo poi la descrizione formale. Nell’armonia tonale si &
soliti arricchire le scale che generano le diverse tonalita con accordi significa-
tivi dal punto di vista armonico. Nell’armonia occidentale, gli accordi triadici
corrispondenti ai sette gradi in una scala diatonica Dza, = T*0,2,4,5,7,9, 11}
sulla tonica x € Z,, sono i sottoinsiemi di tre elementi I, = T*{0, 4, 7},

II, = T2,5,9}, I, = T4, 7, 11}, IV, = T*{5,9, 0}, V, = T*{7, 11, 2},

¢ La composizione restructures pud essere scaricata all’indirizzo http://www.encyclospace.org/
special/restructures.mp3.
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VI, = T9, 0,4}, VII, = T{11, 2, 5}. I gradi I, IV, V corrispondono ad ac-
cordi maggiori, i gradi II, III, VI ad accordi minori e VII a un accordo dimi-
nuito. Il ricoprimento di Dia, attraverso queste triadi ¢ indicato con Diz,” .
Schonberg fu il primo teorico della musica a interessarsi alle relazioni geo-
metriche di questi gradi rispetto alle note comuni: traccid una linea in corri-
spondenza di coppie di gradi aventi almeno una nota in comune e chiamo
questa costruzione il nastro armonico della tonalita Diz,”. Da un punto di
vista matematico egli defini in questo modo lo 1-scheletro del nervo N(Dia,"))
del ricoprimento. Ma la forma veramente interessante’ ¢ il nervo completo
N(D:a,”)), che chiameremo analogamente «nastro armonico» della tonalita
Dia,®. 1suoi 0-simplessi sono i sette gradi, e questi generano una forma geo-
metrica bidimensionale che risulta essere un nastro di Mobius (figura 1).
Nel bordo del nastro armonico ¢ possibile leggere una successione signi-
ficativa dal punto di vista musicale e corrispondente al ciclo delle quinte IV,
I, V,1I, VI, IlI, VII. Ogni nota della scala musicale ¢ rappresentata da una
superficie triangolare e due triangoli sono legati fra loro da un segmento se
e solo se i rispettivi toni definiscono una terza che connette due gradi. Tria-
di maggiori e minori aventi in comune un intervallo di terza o di quinta so-

"l nostro esempio & una bella illustrazione di quanto sia utile avere a disposizione concetti ma-
tematici ben sviluppati quando si fa matematica e musica.

Figura 1.

Tl nastro armonico & un nastro di Mobius. Nel suo bordo ritroviamo la sequenza delle quinte.
Lassenza di un’orientazione globale & responsabile del fallimento del tentativo da parte di Hugo
Riemann di costruire una teoria funzionale dell’armonia.

H
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no considerati ugualmente nella cosiddetta teoria neoriemanniana, una teo-
ria dell’armonia fondamentale nella tradizione americana [Cohn 1998] e nel-
la quale il cosiddetto Tonnetz corrisponde al ricoprimento del totale croma-
tico attraverso triadi maggiori e minori. Il nostro nastro di Mobius & costrui-
to tagliando il Tonnetz lungo la linea delle quinte (ad eccezione della triade
diminuita)®. Linteresse della struttura di nastro di Mébius N(Dia,”)) risiede
nel fatto che tale nastro ¢ una superficie non orientabile: la parte superiore
e quella inferiore coincidono. Questo risultato fonda un argomento impor-
tante che sancisce I'impossibilita di costruire un’armonia basata sulla teoria
delle funzioni in accordo con I'idea originaria di Hugo Riemann [Mazzola et
al. 2002, cap. xi11, 4.2.1]. Il nastro armonico ¢ una struttura di base nella teo-
ria della modulazione tonale dell’autore [zbid., cap. xxvi1, 1], teoria che & in
totale accordo con i risultati ottenuti da Schonberg [1966] nell’armonia tra-
dizionale.

Strutture globali di questo tipo abbondano nella teoria musicale. Diamo
quindi la definizione generale di una tale varieta musicale basandoci sulla ca-
tegoria delle composizioni locali modulari su un anello commutativo R e con
indirizzo dato da un modulo A:

Definizione 1. Ura composizione globale modulare in corrispondenza
di un indirizzo A é il dato di:

— un ricoprimento 1 di un insieme finito G con sottoinsiemi non vuoti
G, CG,iel

— un atlante (K); € | dato da composizioni locali modulari K, C A@M,
d'indirizzo pari ad A a valori in R-moduli M;

— un insieme di applicazioni bitettive g;: G, = K; per ogni i € I;

— condizioni d'incollamento sulle sottocomposizioni K; C K; definite dal-
le intersezioni G; N G; e dalle applicazioni biiettive g, g abbiamo degli
rLocMod-isomorfismi gig;' / 1d, : K; = K, per ogni coppia di indici i, ;.

Con tali oggetti definiamo la categoria yGlobMod delle composizioni glo-

bali R-modulari. I morfismi sono le mappe evidenti fra sottoinsiemi sotto-
stanti tali che definiscono morfismi sulle carte dell’atlante. Tralasciando i det-
tagli, &€ importante sottolineare il fatto che una tale varieta musicale ¢ legata
a un dato ricoprimento dell’insieme sottostante. Questo differisce dalle va-
rieta matematiche nelle quali si considera il colimite dei ricoprimenti. Nel
caso musicale cid non avrebbe senso visto che la selezione di insiemi costi-

811 riferimento a Riemann & comunque erroneo, dato che fu Eulero il primo a considerare il
Tonnetz. In termini moderni, questo ¢ lo Z-sottomodulo dello spazio reale R delle altezze generato
dai logaritmi log(3/2) e log(5/4) degli intervalli di quinta e di terza maggiore nell’intonazione natu-
rale che sono linearmente indipendenti sui razionali. Si tratta quindi di una griglia bidimensionale,
da cui il nome «Tonnetz».
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tuenti il ricoprimento € un tratto caratteristico di un dato approccio analiti-
co, come abbiamo visto precedentemente nel caso del nastro armonico. No-
tiamo inoltre che non tutte le composizioni globali sono definite da un rico-
primento di composizioni locali predefinite, come nel caso di una tonalita
Dia . Vi sono composizioni globali che non sono isomorfe ad alcun rico-
primento di questo tipo [cfr. Mazzola et al. 2002, cap. xv1, 1, esempio 31];
tali composizioni globali sono dette non interpretabili.

Per quanto questa categoria sia assai ampia, vi ¢ un buon numero di fa-
miglie di composizioni globali che possono essere completamente classifica-
te. Vi & persino uno spazio geometrico canonico, e pid precisamente uno
schema nel senso della geometria algebrica di Grothendieck, tale che i suoi
punti a valori in un anello corrispondono a classi d’isomorfismo di determi-
nate composizioni globali modulari. Discuteremo questo risultato, noto co-
me il teorema di classificazione per le composizioni globali, nel paragrafo
successivo.

La parte cruciale di questa discussione ¢ la natura generale degli oggetti
con i quali abbiamo avuto a che fare sino ad ora. Abbiamo visto che le com-
posizioni locali sono interpretate come punti d’indirizzo pari ad A in prefa-
sci di tipo insieme potenza ). Questo & I'impianto basato sulla teoria dei to-
poi secondo il quale questi oggetti sono sotto-oggetti K C @A X F definiti
attraverso funzioni caratteristiche xx : @A X F — (. Dall’interpretazione
logica della teoria dei topoi sappiamo che I'insieme A@Q" di sottofuntori di
@A X F & un’algebra di Heyting, ossia un’algebra logica intuizionistica de-
finita dalla struttura di algebra di Heyting su ) [MacLane e Moerdijk 1994,
pp. 201-3]. Le composizioni locali sono quindi i valori logici in un’algebra
di Heyting e questi sono definiti come sotto-oggetti tramite le funzioni ca-
ratteristiche di Gottlob Frege. Si tratta di un’astrazione cruciale, dal momen-
to che nulla deve essere noto qui a parte il fatto che un certo sotto-oggetto &
semplicemente il morfismo di fibra caratteristico sul valore di verita T : 1 — ().
Questa ¢ la massima astrazione da ogni proprieta del sotto-oggetto legata al
contenuto. Non & necessario sapere nulla sul sotto-oggetto, a eccezione del
fatto che i suoi punti hanno valore «true». In questo linguaggio, le cose so-
no ridotte alla pura fatticita di essere vere, vale a dire, in un linguaggio pia
wittgensteiniano, a «essere il caso».

Questo aspetto della teoria dei topoi corrisponde alla pura riduzione fre-
geana degli oggetti in quanto collezioni di cio che «¢ il caso». Le composi-
zioni globali sono persino piti di questo, nel senso che sono incollamenti di
oggetti locali verita, corrispondenti alle loro carte. Questo ¢ palese nel no-
stro nastro armonico dal momento in cui il nervo & 'espressione geometrica
della configurazione dell’intersezione, che non & nient’altro che il sistema di
congiunzioni logiche delle carte corrispondenti ai gradi in una scala diatoni-
ca, carte che non sono «false» (cioé la loro intersezione & non vuota). Per es-
sere pit chiari, i morfismi fra composizioni locali e globali sono un arricchi-
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mento della collezione di oggetti nelle categorie delle composizioni locali.
Ma tali morfismi non sono parte degli oggetti, essi sono esterni a questi ulti-
mi. Gli oggetti sono rigorosamente ready-mades fattuali di tipo fregeano, la
cui storia generativa, ovvero i processi che hanno permesso di ottenerli, re-
sta a noi inaccessibile. Questo aspetto logico della teoria delle composizioni
locali e globali fa parte dell’attitudine matematica che David Lewin [1987,
p. 20] ha definito come «cartesiana», in quanto derivante dal punto di vista
puramente esternalista sulle cose «fuori da qui», res extensae cartesiane. Sia-
mo del parere che esse siano persino meno che res extensae, dato che sono
caratterizzate unicamente dal fatto di essere o meno il caso, nulla che possa
legarle a una proprieta specifica dello spazio (funtoriale) inglobante; le chia-
meremo «fregeane» piuttosto che «cartesiane». Questo si concilia perfetta-
mente con la linea di pensiero secondo la quale il lemma di Yoneda ¢ cosi
centrale in questo contesto basato sulla teoria dei topoi. Infatti la filosofia
del lemma di Yoneda ¢& che esso rimpiazza applicazioni astratte in categorie
con trasformazioni naturali fra prefasci a valori su insiemi, e cio significa che
possiamo riformulare le applicazioni astratte in termini di sistemi di funzio-
ni insiemistiche nel senso di Frege. Riassumendo, la teoria funtoriale delle
composizioni locali e globali nell’architettura concettuale del topos Mod® &
un impianto moderno e in qualche modo universale di tutto cio che puo es-
sere costruito nello spirito fregeano della fatticita modellizzata dal punto di
vista logico.

3. Classificazione delle varieta musicali: ovvero come spalancare la prigio-
ne a limiti e processi.

11 carattere statico e di tipo «scatola nera» della teoria matematica della
musica basata sulle costruzioni di tipo insiemi potenza ¢ stato criticato da
numerosi teorici della musica e musicologi, poiché questo approccio non
permette di rappresentare nessun tipo di dinamica musicale, sia essa nella
costruzione processuale della musica o nel suo carattere cruciale che risulta
irriducibile a puro movimento psicologico [Spanier 1966, p. 1691, per non
parlare del carattere gestuale pi( astratto presente in numerosa musica pu-
ra, come nel quartetto op. 131 di Beethoven o nel trio per archi op. 45 di
Schonberg [Cherlin 1998]. Cio non significa che i risultati ottenuti attraver-
so la teoria matematica della musica basata sugli insiemi potenza siano irri-
levanti, ma risulta necessario decodificare queste formule ermetiche.

3.1. Network.

Nel suo tentativo di aprire la prigione fregeana, Lewin [1987, p. 159] ha
proposto una «teoria trasformazionale» ispirata alla celebre questione: «Se
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sono in s e desidero raggiungere ¢, quale gesto caratteristico devo eseguire
per giungervi?» La sua proposta non rappresenta comunque la soluzione
completa, in quanto egli introduce movimenti ma non gesti reali. La teoria
di Lewin tende verso un linguaggio processuale, che rappresenta in un cer-
to senso una riscoperta della teoria delle categorie in musica e che ¢ divenu-
ta assai importante sotto il titolo di Network di Klumpenhouwer [Lewin
1990]. Vediamo come questi diagrammi permettono di aprire la prigione fre-
geana.

Discutiamo innanzitutto il caso insiemistico. Consideriamo un sottoin-
sieme K C X di un insieme X. La funzione caratteristica xx : X — ) invia gli
elementi di Kin 1 € . Cio significa che abbiamo un diagramma commuta-

tivo d’insiemi:
1 X
! l l Xk
1

T .0

In altre parole, gli elementi £ € K sono le soluzioni x = £ dell’«equa-
zione fregeana» xx o x = T. Simbolizziamo questo fatto con I'applicazione
Xx/! : x — T, che mette in relazione la «variabile» x con I'«elemento fisso
di verita» T attraverso la «funzione fregeana» x/!. In questa riformulazio-
ne di elementi insiemistici, 'approccio diagrammatico & una generalizzazio-
ne diretta. Innanzitutto si puo generalizzare I’elemento fisso di verita che di-
venta una variabile, in seguito la funzione caratteristica che diventa una fun-
zione generica, infine si pud generalizzare il caso di una funzione a un
diagramma contenente tali funzioni. Piti precisamente, per ogni categoria C
si consideri la categoria [ dei C-punti. Identificando gli oggetti A € C con i
funtori rappresentabili @A € C* via il lemma di Yoneda, gli oggetti di [, di-
ventano le trasformazioni naturali x : A — F, dove A € Ce F € C® (ovvero,
grazie a Yoneda, gli elementi x € F(A)). Imorfismidax: A —Fay:B— G
sono le coppie //a tali che il diagramma seguente commuta:

A F
ocl lf
B G

_

X
_

Y
_
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Questa ¢ la generalizzazione evidente del diagramma fregeano preceden-
te. Ne segue che un C-network & semplicemente un diagramma 8 : A — [, di
C-punti. Diamo ora due esempi interessanti da un punto di vista musicale di
un tale network per illustrare la potenza della concettualizzazione preceden-
te (si veda Mazzola e Andreatta [2006] per una discussione approfondita).
Il primo esempio ¢ emblematico del cambio di paradigma proposto da
Lewin. In Mazzola [1985, pp. 30-32] abbiamo considerato accordi (insiemi
di classi di altezze di Z,,) che erano stati definiti come network di diagram-
mi semplici. Un classico esempio ¢ dato dall’accordo di do maggiore Tc =
{0, 4, 7}. Come insieme non ha struttura interna, nessun processo che ci di-
ca come ¢ stato generato: 'accordo ¢ semplicemente «dato». Tale lacuna ¢
risolta grazie a uno ;Mod-network

T3
s—oT—3>7<_T>4
3

sul digrafo’

= %
A=e_—5 o °

allo zero-indirizzo con tre spazi rappresentabili @7, nei suoi vertici, tre spa-
zi di morfismi identici T73 e il cambiamento d’indirizzo zero ovunque. I va-
lori x = 0, 7, 4 nei vertici stanno per i punti x : 0 — @Z,,: 0+ 0, 7, 4. Ab-
biamo classificato tutti gli accordi generati da una singola applicazione a par-
tire da un punto fissato (come in questo caso con 'applicazione T3 eil punto
0) in Mazzola [1985, pp. 30-32] e rappresentato in questo modo la maggior
parte degli accordi tradizionali nell’armonia occidentale. Tali accordi sono
detti «accordi circolari» (circle chords) e sono all’origine della ricostruzione
dell’armonia riemanniana ad opera di Thomas Noll [1995].

Network d’indirizzo zero aventi nei loro vertici gli spazi @Z,, e isomor-
fismi affini quali applicazioni corrispondono ai network di Klumpenhouwer
a cui abbiamo accennato precedentemente, e sono gli oggetti base della teo-
ria trasformazionale. La necessita d’indirizzi pit generali ¢ mostrata chiara-
mente dal seguente esempio di network di una serie dodecafonica s in quan-
to insieme di punti Z"* — @Z,,. Nel network seguente i simboli Us, Ks, KUs
stanno rispettivamente per inversione, retrogrado e retrogradazione dell’in-
versione della serie s:

% Scegliamo la terminologia «digrafo», utilizzata nella teoria delle categorie e nella teoria dei gra-
fi per indicare un multigrafo orientato; nella teoria delle rappresentazioni esso ¢ detto un «quiver».
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1d/T. -
Ks

T -1/1d ™. -1/1d

11
Us 2121, KUs

La retrogradazione Id/T".—1 & un semplice cambio d’indirizzo senza tra-
sformazione dello spazio, come gia discusso precedentemente; I'inversione
T —1/1d & una semplice trasformazione dello spazio senza cambio d’indi-
rizzo.

Dal punto di vista matematico, i network sono legati alla seconda gran-
de costruzione alla base della definizione di un topos: i limiti (e il loro con-
cetto duale, ovvero i colimiti). Intuitivamente, i limiti sono una generalizza-
zione di un sistema di equazioni. Questo ¢ esattamente cio che abbiamo con-
siderato quando abbiamo definito la categoria [ dei C-punti. Utilizzando la
notazione precedente, un morfismo f/a : x — y in questa categoria & una cop-
pia di punti x, y che risolve 'equazione fo x = y.a definita da un diagramma
di due applicazioni:

A@F 2%, @G <““S B@G.

Di conseguenza, un C-punto d : A — [, ¢ un elemento del limite del diagram-
ma derivato da d inserendo le due applicazioni opposte «numeratore»/«de-
nominatore» per ogni applicazione di A.

3.2. Il network classificante delle composizioni globali.

Sinora abbiamo visto che il passaggio dalle costruzioni di tipo insiemi po-
tenza ai processi espressi da network & un’estensione naturale dell’equazio-
ne di verita fattuale fregeana xx o x = T a un sistema di equazioni pit gene-
rali che sono rappresentate da diagrammi di C-punti. Abbiamo anche visto
come le soluzioni di tali diagrammi siano essenzialmente elementi del limi-
te, e come questo completi 'armamentario basato sulla teoria dei topoi. Il
passaggio ¢ quindi da una dichiarazione statica di elementi a un sistema di
equazioni che, come una sorta d’impianto industriale, valuta candidati po-
tenziali (i C-punti nei loro vertici) a essere soluzioni delle equazioni date. I
network risultanti non sono solo insiemi, ma i loro elementi sono legati fra
loro da condizioni generative espresse da equazioni. Potrebbe non esserci al-
cuna soluzione, e le equazioni che li definiscono restano date.
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Questo fatto permette di indirizzare I'attenzione dalle soluzioni (oggetti
fattuali) allo schema costruttivo (il processo «industriale»). Ma a parte que-
sto cambiamento concettuale, vi & anche un meraviglioso cambiamento teo-
rico nella direzione dei network che ha luogo nel processo di elaborazione
del teorema di classificazione delle composizioni globali. Cio significa che
anche senza pensare in termini di network, le composizioni globali evocano
i network nel momento in cui si affronta il problema del calcolo delle loro
classi d’isomorfismo. Fortunatamente possiamo esporre le idee centrali sen-
za entrare nei dettagli assai tecnici della geometria algebrica su spazi di mo-
duli. La classificazione di composizioni globali fa uso di uno strumento clas-
sico, ovvero la desingolarizzazione.

Nel nostro caso cio significa che, data una composizione globale, i suoi
punti non sono necessariamente in posizione generica. Per esempio, puo suc-
cedere che, anziché definire un triangolo, tre punti nello spazio degli attac-
chi-altezze siano allineati o che quattro punti nello spazio attacchi-altezze-
intensita, anziché definire un tetraedro, siano coplanari e persino allineati.
Questa ¢ una delle ragioni principali per le quali esistono composizioni glo-
bali non interpretabili (abbiamo menzionato questo punto nel § 2.4). La de-
singolarizzazione della composizione globale G'¢& quindi il primo passo ver-
so una comprensione migliore delle composizioni globali. Ogni G’ ammet-
te una tale desingolarizzazione, composizione globale chiamata risoluzione
di G e che indicheremo con I'. Dal punto di vista combinatorio essa non &
diversa da G': ha lo stesso numero di punti e la stessa taglia e configurazio-
ne delle carte locali. Ma all’interno di ciascuna carta I'; di I i punti sono in
posizione generica, il che significa che se I', ha £, punti, allora le loro diffe-
renze reciproche nello spazio ambiente generano uno spazio di dimensione
k; — 1. Per esempio, se k; = 4, allora le tre differenze generano uno spazio tri-
dimensionale o, in altre parole, i quattro punti definiscono un tetraedro. Le-
sempio in figura 2 mostra una tale composizione globale. Questa ha sei pun-
ti (indicati da 1 a 6) e le tre carte seguenti non tutte singolari visto che i loro
quattro punti giacciono in un piano: G, = {1, 2, 3,4}, G, ={1,2,5, 6}, G; =
{3, 4, 5, 6}. Le carte sono incollate in tre coppie di punti: (1, 2), (5, 6) e (3,
4). La patologia in questo caso ¢ 'incollamento dei punti 1 e 2 che ¢ torto,
come mostrato in figura. Questa composizione globale ¢ non interpretabile.
Ma la sua risoluzione I' ¢ interpretabile, come mostrato nella figura: le sue
carte vivono in uno spazio tridimensionale e sono non singolari. Infatti, cia-
scuna delle carte I';, T, e T’y genera un tetraedro.

La classificazione risiede ora in due fatti: innanzitutto la risoluzione & un
oggetto «liberox», non ha parametri nascosti; inoltre le funzioni affini su G’
possono essere utilizzate per ricostruire G' a partire della sua interpretazio-
ne: prendiamo il nervo N(I') che ¢ inviato in maniera biiettiva nel nervo N(G')
attraverso il morfismo biiettivo 7Zs (che in generale non ¢ un isomorfismo!)
come mostrato in figura 2. Per ogni simplesso o € N(I') il modulo Aff(ris(c))
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delle funzioni affini sull’intersezione delle carte nell'immagine del simples-
so 7zs(a) puo essere retratto attraverso 7zs a un sottomodulo F, C Aff(c) del
modulo delle funzioni affini nelle intersezioni delle carte nel simplesso o.
Prendendo per ogni punto x in un simplesso o di I la sua valutazione su F,
si ottiene un’immersione x > x € F. nel modulo lineare duale di F,. Si puo
mostrare che questo ricostruisce G' a meno di isomorfismi sotto alcune con-
dizioni, come affermato nel seguente teorema di classificazione [Mazzola et
al. 2002, cap. xv, 3.2, teorema 18]:

Teorema 1 (Classificazione geometrica delle composizioni globali).

Sta A un modulo localmente libero di rango finito su un anello commuta-
tivo R. Si consideri la composizione globale G' d’indirizzo A con le seguenti
proprieta (*):

Figura 2.

La risoluzione I' di una composizione globale G'. Essa & inviata biiettivamente in G’ e la car-
ta T, corrisponde alla carta G,.
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— i moduli R.G, generati dalle carte G, ovvero da tutte le differenze x — v,
con x, y € G;all'interno dello spazio delle carte, sono localmente liberi
di rango fmzz‘o,

— i moduli delle funzioni affini Aff(G)) sono proiettivi.

Allora esiste un sottoschema | di un R-schema proiettivo di tipo finito i cui

punti o : Spec(S) — | sono in corrispondenza biunivoca con le classi d'isomor-
fismo di composizioni globali modulari all indirizzo S @ A aventi le due pro-
prietd precedenti (*).

La ricostruzione della composizione globale G' a partire da funzioni affi-
ni ¢ basata sul sistema totale di queste funzioni sul nervo della risoluzione I'.
Pit esattamente, il nervo N(I') definisce un digrafo i cui vertici sono i simples-
si o e le cui frecce ¢ — 7 sono le inclusioni o C 7. Per ogni coppia o — 7 si
hanno le corrispondenti funzioni lineari di restrizione (o, 7) : Aff(c) — Aff(T).
Se prendiamo lo spazio S(Aff(c)) dei sottospazi lineari di Aff(o) per ogni
simplesso o, allora la restrizione r(o, T) induce un’applicazione S(o, T) :
S(Aff(o)) — S(Aff(T)) per proiezione. Questa definisce un diagramma d’in-
siemi di sottospazi, ed & chiaro che il sottospazio F, € S(Aff(c)) ottenuto a
partire da G' — come descritto sopra — forma un elemento del limite
A@th S(Aff(o)) (scriviamo questo come il valore di un prefascio all'indi-
rizzo A, dal momento in cui quest’indirizzo ¢ scelto implicitamente e di fat-
to definisce un prefascio; per i dettagli rinviamo a Mazzola et al. [2002, capp.
xv-xvi]). In altre parole: le funzioni affini retratte da G’ sono network (d’in-
dirizzo A) che possono essere classificati nella composizione globale libera
definita dalla risoluzione I" di G".

Riassumendo, abbiamo mostrato che 1'utilizzazione della nozione di li-
mite nel nostro approccio alla teoria musicale basato sui topoi ci ha spinti sia
dal punto di vista musicale sia dal punto di vista teorico ad arricchire il qua-
dro concettuale in direzione di un approccio processuale volto a una miglio-
re comprensione analitica della classificazione degli oggetti del tipo insiemi
potenza. Per completare questa immagine dobbiamo aggiungere che alcuni
tipi di network locali e globali'® permettono la costruzione di composizioni
(locali e globali) associate di tipo funtoriale e, per questa ragione, la classifi-
cazione di queste ultime puo aiutare a ottenere la classificazione dei relativi
network (rinviamo a Mazzola [2004] per i dettagli). La classificazione com-
pleta dei network ¢ comunque tutt’altro che risolta.

10T a nostra costruzione precedente di network & infatti di tipo locale e i network globali pos-
sono essere definiti facilmente attraverso incollamenti di network locali utilizzando le tecniche usua-
li [Mazzola 2004].
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4. 1 gesti e 'tllusione delle frecce: una ripercussione musicale sulla mate-
matica.

Sinora I'architettura matematica basata sulla teoria dei topoi ¢ stata uti-
le per stabilire il livello fregeano della fatticita derivata dall’insieme potenza
nella teoria musicale. Essa si ¢ dimostrata inoltre capace di costituire una
concettualizzazione essenziale per lo sviluppo processuale della fatticita at-
traverso l'uso dilimiti, e abbiamo compreso che persino la classificazione di
oggetti del tipo insiemi potenza (composizioni globali) puo essere modelliz-
zata dalla parte basata sui limiti nel senso della teoria dei topoi. Che cosa
manca, possiamo quindi domandarci? Cio non & sufficiente per ammettere
che la teoria dei topoi ¢ la chiave per tutto cio di cui abbiamo bisogno nel-
I'impresa di capire e gestire la musica?

Ovviamente cio non basta, dato che nella composizione musicale e nel-
I'interpretazione i processi descritti da diagrammi di C-punti mancano del-
I'incorporamento gestuale, siano essi movimenti fisici o entita pia astratte
in spazi di pensiero musicale e artistico. Per meglio capire il problema, tor-
niamo alla citazione di David Lewin: «Se sono in s e desidero raggiungere
¢, quale gesto caratteristico devo eseguire per giungervi?» L'autore aggiun-
ge in seguito che considera il soggetto della questione precedente non co-
me un viaggiatore o un osservatore astratto, ma come un ballerino che si
muove all’'interno della musica, un po’ come I'idea avanzata da Helga de la
Motte-Haber di pensare la musica come un’identificazione virtuale con I'og-
getto musicale.

1l riferimento ai gesti, all'incorporamento e alla teoria di questi fenome-
ni in musica ¢ di estrema importanza. Citiamo ancora una volta Adorno
[2001, p. 247]:

Da questo segue che il compito dell’interprete sarebbe quello di fissare le note
con un’attenzione insistente, in modo tale che esse subiscono a un certo punto una
metamorfosi; ma senza diventare immagini del movimento dell’anima dell’autore —
benché esse lo siano, seppur accidentalmente — bensi come curve sismografiche che
il corpo stesso della musica ha lasciato dietro di sé nella sua scossa spirituale.

Lartista che interpreta deve penetrare lo spartito sino a quando le vibra-
zioni gestuali tornano alla vita rivelando il corpo della musica. Questo rife-
rimento alla dimensione corporale & condivisa anche da Cecil Taylor, mostro
sacro del piano free jazz: «LL.a musica occidentale non presuppone alcun coin-
volgimento corporale. [...] Cerco di imitare al pianoforte i salti che un bal-
lerino fa nello spazio». Quest’affermazione & estremamente significativa, in
quanto apre la definizione della musica all’atto creativo non basato necessa-
riamente sullo spartito. La musica puo essere mediata attraverso lo spartito,
ma entrambe le citazioni, quella di Adorno come quella di Taylor, rivelano
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che il livello pit profondo della creativita risiede al di 1a delle note, in una
sorta di dimensione corporale e delle enunciazioni gestuali.

E interessante notare che la matematica non ¢ ancora pronta per una si-
mile concettualizzazione. Questo era gia evidente nell’affermazione di Cha-
telet citata all’inizio: I’esternalizzazione della funzione fregeana si oppone al-
I'intensita della gestualita. Nella sua comprensione di che cos’¢ lo spazio e
di che cosa rappresentano i punti in uno spazio, il grande matematico Henri
Poincaré ¢ attento alla dimensione gestuale. Citiamo da Longo [2003]: «Lo-
calizzare un oggetto e un punto qualsiasi significa rappresentarsi il movimen-
to (ovvero le sensazioni muscolari che 'accompagnano e che non hanno al-
cun carattere geometrico) che bisogna fare per raggiungerlo». Questo ¢ in
accordo con 'etimologia del vocabolo «spazio» in quanto ex patz, raggiun-
gere, camminare attraverso. Lo spazio € cio attraverso cui si cammina. Esso €
definito dal gesto fisico del camminare. La matematica moderna sembra aver
dimenticato questo aspetto, pur conservando le radici legate all’intuizione nel
suo linguaggio descrittivo. L’algebra lineare, teoria prototipica del nostro tem-
po, riduce i movimenti spaziali, come ad esempio le rotazioni spaziali attor-
no a un asse in R’, a una formula astratta, in questo caso una matrice 3 X 3,
il cui movimento suggerito dalla rotazione & completamente assente nella for-
mula. Ci vuole tempo per estrarre questo movimento rotatorio dalla matrice:
ricerca degli autovettori, quindi dell’angolo di rotazione, e cosi via. Gli aspet-
ti generativi delle forme geometriche sono stati studiati da Michael Leyton
[2001], ma senza alcun riferimento ai lavori pionieristici di Chatelet.

4.1. La parte mancante nel lemma di Yoneda.

Cercare di rappresentare la matematica attraverso categorie legate ai sen-
si potrebbe sembrare un’impresa discutibile. Dopotutto, il tentativo di ri-
durre la matematica a un insieme di categorie cognitive della psiche umana
falli, in quanto costruito su un circolo vizioso: ogni riduzione di questo tipo
richiederebbe alla matematica di provare la propria validita. Non stiamo cer-
cando di rzdurre la matematica, ma piuttosto di ricondurre le sue manipola-
zioni ad attivita umane legate ai sensi. Spieghiamoci meglio utilizzando il
lemma di Yoneda. Categorie astratte hanno compattato le strutture in ma-
niera talmente densa che la manipolazione di queste strutture ¢ stata spesso
considerata come un «zonsense astratto»: fare il giocoliere con le frecce &
un’attivita spoglia di ogni significato immaginabile, I'unica intuizione con la
quale si & lasciati & il grafico della freccia che puo aiutare a manipolare alcu-
ne delle operazioni elementari con le categorie. In questo contesto, il lem-
ma di Yoneda ci restituisce I'intuizione fregeana delle frecce, ovvero di fun-
zioni g che trasformano argomenti x in valori g(x). La trasformazione natu-
rale @f: @X — @Y associata a una freccia astratta f: X — Y'in una categoria
C rappresenta questa freccia come un sistema di funzioni fregeane sugli in-
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siemi A@f : A@X — A@Y per ogni indirizzo A. E il lemma ci dice precisa-
mente che questa rappresentazione ¢ fedele: qualsiasi cosa si faccia con un ta-
le sistema genera una freccia in una determinata categoria e si ha la possibi-
lita di agire in senso fregeano generando, per esempio, delle frecce astratte.

Questo ¢ quello che intendiamo quando ci poniamo la questione dell’e-
sistenza di rappresentazioni sensoriali. Nel nostro caso si trattera di tematiz-
zare la rappresentazione dell’attivita matematica attraverso gesti. E esatta-
mente la parte mancante del lemma di Yoneda: abbiamo trasferito frecce
astratte verso (sistemi di) funzioni fregeane g. Ma queste funzioni sono an-
cora incomplete nel senso di Chatelet: sono teletrasporti, in quanto nulla &
noto sul cammino da x ay = g(x), un cammino che resta virtuale. Per dirla
un po’ enfaticamente: si tratta di una finzione. La teoria degli insiemi ha ri-
dotto precisamente il concetto di funzione al suo mero grafico: non c’¢ al-
cun legame che collega 'argomento x e il valore y di una funzione, che di-
ventano semplicemente una coppia ordinata (x, y). Perché non possiamo im-
maginare di restituire il senso di 7zovimento da x a y a questo teletrasporto?
Dovrebbe essere possibile completare il lemma di Yoneda in un teorema, nel
quale le frecce astratte sono reinterpretate come gesti spaziali reali che muo-
vono x in y. Il lemma allo stato presente ¢ unicamente cio che puo essere con-
siderato come la parte «oggettiva» (gli oggetti della categoria sono stati tra-
sformati in sistemi d’insiemi), la parte gestuale, «morfica», ¢ andata perduta.

E sorprendente, ma sino a un certo punto, che questo concetto matema-
tico sia proposto da teorici della musica. La ragione puo risiedere nel fatto
che le forme musicali, cosi come la notazione nello spartito, sono considera-
te sempre come puntelli per una determinata espressione, mentre in mate-
matica I’apparato formale & cosi dominante che il background espressivo
passa facilmente in secondo piano. La celebre citazione di Lewin ben rias-
sume questo fenomeno in musica: I'autore intende parlare di gesti, ma il suo
formalismo ¢ riconducibile direttamente alla teoria delle categorie a base in-
siemistica. I musicisti sanno bene che le notazioni non sono in grado di espri-
mere le loro intenzioni, e per questo non si preoccupano mai troppo delle
debolezze formali. In altre parole, per dirla in maniera pit provocatoria in
termini di movimenti opposti tra formule e gesti: 7 mzusicisti estraggono dal-
le formule i gesti senza preoccuparsi troppo dell’ involucro, mentre i matemati-
ct racchiudono i gesti in formule, e la loro preoccupazione principale é proprio
Uinvolucro, non il contenuto gestuale.

Sono stati fatti comunque dei tentativi di risuscitare questi «gesti conge-
lati» nella matematica. Citiamone un paio: il primo tentativo ¢ offerto dalla
teoria delle rappresentazioni dei quiver di Gabriel [Gabriel e Roiter 1992].
Gabriel munisce I’algebra di una veste teorica basata sui grafi. Per esempio,
I'algebra C(X, Y) dei polinomi non commutativi in due variabili X e Y e a
coefficienti complessi ¢ rappresentata dalla combinazione lineare comples-
sa di cammini costruiti sui due lacci X e Y del digrafo
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Pid in generale, ogni grafo diretto I' da origine a un’algebra di quiver RI" su
un anello commutativo R. Nel nostro caso avremo C(X, Y) = CA. Questa
teoria, a mezza strada fra’algebra astratta e la teoria dei gesti, & infatti la teo-
ria necessaria per I'approccio trasformazionale di Lewin.

11 secondo esempio ¢ pit fondamentale. Ci si puo chiedere quale sia il
passo essenziale che conduce dal campo R dei reali al campo algebricamen-
te chiuso C dei numeri complessi. La differenza decisiva ¢, evidentemente,
data dal teorema fondamentale dell’algebra: ogni polinomio non costante a
coefficienti complessi ha una radice in C. Questa proprieta apparentemen-
te algebrica ¢ comunque basata sulle proprieta del piano complesso che so-
no essenzialmente di tipo topologico.

Il teorema ammette una splendida dimostrazione che fa uso della teoria
dell’'omotopia [Lages 2003, cap. v, 1]. Si tratta di un salto notevole dall’al-
gebra alla topologia algebrica, alla teoria delle curve continue e delle sue
deformazioni omotopiche. Ritorneremo in seguito su questa teoria; per il
momento limitiamoci a sottolineare la differenza fra R e C. Essa diventa evi-
dente nella trasformazione da x a —x in R. Questa funzione speculare non
puo essere pensata come un movimento continuo, dal momento in cui ogni
curva continua da x a —x passerebbe per I’origine 0 di R e diventerebbe sin-
golare. 'operazione speculare ¢ un’operazione che resta misteriosa nei rea-
li; essa non ¢ movimento ma vero e proprio teletrasporto nel senso di Frege.
Invece in C la negazione ¢ una semplice rotazione. Possiamo raggiungere —x
a partire da x su una curva circolare ¢(#) = x¢’™, t € I = [0, 1]. E il numero

complesso pzvot, I'unita immaginaria 7 = /—1 ¢ esattamente alla meta del-

la rotazione, dove la parte reale si annulla.

La discussione precedente suggerisce che si puo concepire una teoria ma-
tematica dei gesti che potrebbe 272 fine permettere di completare il lemma di
Yoneda nella sua parte «morfica» e, come richiesto dai teorici della musica
e musicisti, offrire una descrizione e un’analisi piti esplicite dei livelli gestua-
li della musica. Abbiamo cominciato a sviluppare questa teoria in Mazzola e
Andreatta [2007] per i gesti in spazi topologici e in Mazzola [2009] per i ge-
sti in categorie topologiche. La prima applicazione della teoria per la com-
prensione del flow e della collaborazione nel free jazz & stata descritta in Maz-
zola e Cherlin [2009], mentre un’applicazione ai gesti per la modulazione
tonale nella Sonata op. 106 di Beethoven ¢ descritta in Mazzola [2009].
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4.2. Teoria topologica dei gesti.

Nonostante la comprensione intuitiva di che cos’e un gesto, inclusi il mo-
vimento del corpo e la semantica gestuale, una concettualizzazione precisa
sembra meno evidente. Concordiamo con Jean-Claude Schmitt [1990] nel
considerare la definizione medievale di gesto, data da Ugo di San Vittore,
come una delle definizioni pia pertinenti, perlomeno in riferimento al cor-
po umano concreto: «Gestus est motus et figuratio membrorum corporis,
ad omnem agendi et habendi modumy. II gesto ¢ il movimento e la figura-
zione delle membra del corpo a un fine ben preciso, ma anche in accordo
con la misura e la modalita proprie al raggiungimento di un qualsiasi tipo di
azione e intenzione. Nella teoria gestuale che segue ci baseremo su questa
definizione di gesto e ne implementeremo la (con)figurazione attraverso I’ar-
ticolazione di diagrammi. Descriveremo quindi il movimento nella parame-
trizzazione di curve rappresentanti la configurazione e formalizzeremo lo
spaziotempo corporale attraverso uno spazio topologico nel quale ha luogo
il movimento. Non ci preoccuperemo in questa sede della semantica dei ge-
sti, che potra essere affrontata solamente dopo un’indagine esaustiva riguar-
do gli aspetti matematici formali dei gesti.

Cominciamo col riprendere le strutture di digrafi in termini categoriali,
sulla base del topos che chiameremo Digrafo. Gli oggetti del topos Digrafo
sono funzioni I : A — V? da un insieme A = A di applicazion: a valori nel
prodotto cartesiano V? = V X V dell’insieme V = V. di vertici. La prima
proiezione ¢ = pr, o I' & chiamata funzione coda (tail),1a seconda h = pryo T’
¢ chiamata funzione testa (head)del digrafo. Data un’applicazione g, i vertici
t(a), h(a) sono chiamati rispettivamente la sua testa e la sua coda e denotati

con t(a) — h(a). Un morfismo f/: I" — A di digrafi & una coppia f = (#, v) di
funzioniz : Ay — Ay, v: Vi — Vytaliche v’ o I' = Aoy,

Abbiamo ora bisogno di una sottocategoria speciale di digrafi, i dzgrafi
spaziali. Un tale digrafo ¢ associato a uno spazio topologico X e sara indica-
to con X . Per definizione 'insieme delle frecce ¢ Ay = I@X, I'insieme delle
curve continue ¢: [ — X in X, mentre I'insieme dei vertici ¢ Vi = X, h(c) = ¢(1)
e t(c) = ¢(0). Un morfismo spaziale & un morfismo di digrafo indotto canoni-
camente da una mappa continua /: X — Y. La sottocategoria dei digrafi spa-
ziali e morfismi corrispondenti sara indicata con SpazioDigrafo. Un digrafo
spaziale ¢ piti che un semplice digrafo: esso ¢ anche un digrafo topologico,
nel senso che I'insieme Ay = [@X di frecce di X ¢ uno spazio topologico con
la topologia dei compatti-aperti, e le funzioni testa e coda b, ¢ : [@X — X
sono continue. Inoltre, per una mappa continua f: X — Y I'applicazione

[@f: [@X — [@Y ¢ continua.
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Definizione 2. Dati un digrafo A e uno xpazz’%apologz'co X, un A-gesto
(topologico) in X é un morfismo di digrafo d : A — X, vale a dire una realizza-
zione dei vertici e delle appllcazzom astmttz all’'interno di uno spazio topologico.
Dati due gesti & : A — X v:I'— X un morfismo f: 8 — ~y e un morfismo di
digrafo f+ A — I tale che esiste un morfismo spaziale /9 : XY che commuta

con f, ovvero b o & = vy o f. Abbiamo cosi definito la categoria Gesto det gesti

topologici.

La proprieta importante di questa categoria ¢ che essa permette costruzioni
gestuali iterate, che abbiamo chiamato jpergests, ovvero gesti di gesti. La ragio-
ne risiede nel fatto che linsieme A@X di A- -gesti in X ¢ in modo naturale
uno spazio topologico indotto da una costruzione di limite dalla topologia
dei compatti aperti sullo spazio [@X; questo insieme sara indicato con
A@ X. Possiamo quindi considerare spazi d’ipergesti r@A@ X, d’«iper-
ipergesti» E@ F@ A@ X, e cosi via. Si osservi che I'ipergesto & una gene-
ralizzazione naturale della curva d’omotopia, e per questo gli ipergesti sono
oggetti naturali della topologia algebrica. Gli ipergesti sono stati presi in con-
siderazione intuitivamente da un buon numero di musicisti e teorici, fra i
quali Renate Wieland, allieva di Adorno e nota pedagoga del pianoforte:
«Leffetto del suono ¢ il fine del gesto unificante, il tocco ¢ quindi per cosi
dire il gesto nel gesto» [Wieland e Uhde 2002, p. 190].

Gli ipergesti di ordine superiore sono legati fra loro grazie al seguente
teorema, che abbiamo chiamato «teorema di Escher», per il fatto che le per-
mutazioni di digrafi sono legate alle illusioni grafiche di questo artista.

Teorema 2 (Teorema di Escher). Se " e A sono digrafi e X é uno spazio
topologico, allora sussiste il seguente omeomorfismo canonico:

- = = =
FreA@X S A@CT@ X.

Questo significa che ¢ possibile cambiare la prospettiva del digrafo

«esterno» e osservare gli ipergesti da molteplici prospettive di digrafi. Cosa

particolarmente utile per i processi creativi nell' improvvisazione jazzistica
[cfr. Mazzola e Cherlin 2009, cap. 1x].

43. Gestoidi.

La generalizzazione del concetto di omotopia attraverso gli ipergesti uti-
lizza la ben nota categoria Hy di classi di omotopia di curve in X. Piti esatta-
mente, i suoi oggetti sono gli elementi di X, mentre I'insieme dei morfismi
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Hy(x, y) & I'insieme delle classi di omotopia di curve che cominciano in x e
terminano in y. La composizione di classi di omotopia ¢ la classe di omoto-
pia della composizione di curve. Si tratta chiaramente di un gruppoide nel
quale I'inverso della classe di curve [y] ¢ la classe [y*] della curva inversa
v*(¢) = y(1 — #). In particolare, il gruppo Hyl(x, x) & il gruppo fondamenta-
le m(x, X) di X,in x. La categoria Hy ¢ detta il gruppoide fondamentale di
X.Sed: A — X eun gesto, il gruppoide generato dalle frecce e dai punti di

— —
d via il morfismo canonico A —2— X — Path(X ) — Hj sara indicato con

H; e sara chiamato il gruppoide fondamentale di 8._>Per esempio,se A = 1¢il

digrafo finale (un vertice, un laccio), e se 8 : 1 — X ¢ un laccio in x, allora Hj
¢ il sottogruppo del gruppo fondamentale (x, X) generato dalla classe di
omotopia di 8(T). Per esempio, se X = §* C C, il cerchio unitario, e se § in-
via il laccio su una rotazione di un giro completo attorno all’origine 1 € §*,
allora Hy = Z, il gruppo fondamentale di §".

Linearizziamo ora il gruppoide fondamentale di 8 su C, ovvero gli insie-
mi Hy(x, y) sono presi come base sul campo dei numeri complessi e la com-
posizione ¢ definita per estensione bilineare sulla composizione di base. Chia-
meremo questa categoria C-Hj il gestoide di 8. Nell’esempio precedente del
circolo unitario abbiamo che C-Hy; = CZ, algebra di gruppo di Z sui nume-
ri complessi. Si osservi che questa ¢ essenzialmente I’algebra dei polinomi di
Fourier finiti se prendiamo come generatore la curva ¢ — ¢™. In questa in-
terpretazione, le espressioni di Fourier sono combinazioni lineari di classi
omotopiche di gesti (ovvero ipergesti particolari). Questa prospettiva apre
la possibilita di comprendere la formula di Fourier da un punto di vista ge-
stuale (si veda Mazzola e Cherlin [2009], cap. x1.1 per dettagli).

Linterpretazione (iper)gestuale del gruppo fondamentale & uno stru-
mento base nella ricostruzione gestuale della teoria astratta dei gruppi, da-
to che ogni gruppo ¢ isomorfo a un gruppo fondamentale di uno spazio to-
pologico [Spanier 1966, p. 147]. Questo induce un programma di ripensa-
mento della teoria dei gruppi in termini di ipergesti allo scopo di studiare
quest’area centrale della matematica (si pensi alla classificazione dei gruppi
finiti semplici!) sulla base della rappresentazione e manipolazione di gesti.

4.4, Teoria categorica dei gesti.

Fino a questo punto la parte pid difficile, da un punto di vista matema-
tico, della teoria dei gesti, riguardante il completamento morfico del lemma
di Yoneda, resta irrisolta. Vogliamo discutere quest’ultimo argomento e pro-
porre alcune piste verso una possibile soluzione del problema nel paragrafo
conclusivo. Ma riassumiamo innanzitutto il problema essenziale. Abbiamo
a che fare con categorie generali nelle quali i morfismi sono frecce astratte
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che vorremmo «materializzare» in termini di gesti, un po’ come gli oggetti
astratti nelle categorie sono stati «materializzati» nel lemma di Yoneda in ter-
mini d’insiemi attraverso funtori rappresentabili a valori su insiemi.

L’idea ¢ di reinterpretare il concetto di gesto topologico in un contesto
categoriale nel quale non sia data a priori una topologia. Per comprendere
come sia possibile definire una metodologia generale per generare gesti a
partire da morfismi /: X — Y in categorie astratte, partiamo da una consi-
derazione euristica. Mettiamoci in uno spazio musicale R* nel quale i para-
metri sono, ad esempio, gli attacchiele altezze Interpretiamolo come il pia-
no complesso C. Prendlamo una rotazione ¢” : x - xe’’ su R?. Sebbene que-
sto morfismo f = ¢" agisca come un «teletrasporto» fregeano su x, la nostra
intuizione di una rotazione di un angolo 6 ¢ ben diversa, dal momento che
immaginiamo un movimento continuo rotatorio di x attorno all’origine sino
a quando il punto raggiunge la posizione finale xe”®. Questo processo ¢& vi-
sualizzato dalla traccia di x durante la rotazione, cioé da una curva continua
c,: 1 — R?: ¢t xe™ suun cerchio di raggio |x|. Su questa curva, ogni posi-
zione intermedia xe’ corrisponde a una fattorizzazione

f=eM o= f of
di £ In altre parole, la curva ¢ : I — GL(2, R) & una curva di fattorizzazioni
del morfismo dato f. Questa riformulazione del gesto ¢ in termini di fattoriz-
zazioni significa che ¢ & visto come una fattorizzazione «infinita» nella misu-
ra in cui i fattori sono parametrizzati dal parametro della curva # € I. Un ge-
sto & quindi ripensato come legato a una fattorizzazione infinita dell’appli-
cazione data in una sequenza di frecce «infinitesimali».

Quanto detto ci permette di ripensare gli elementi base di un’interpreta-
zione gestuale dei morfismi in una categoria astratta. A questo fine fissiamo un
morfismo /: X — Y in una categoria C. Definiamo ora la categoria [ #1 delle fat-
torizzazioni di f. 1 suoi morfismi sono le terne (z, g, v) di morfismi 2 : X — W,
g2:W—Zev:Z— Ytalichevogou=f Il dominio dell’applicazione &
d(u, g,v) = (u, Idy, v o g), mentre il suo codominio & c(u, g, v) = (gou, Id,, v).
Supponiamo di avere due morfismi («, g, v) e (r, b, 5) tali che c(«, g, v) = d(r, b, s),
h:7Z — Q, allora la loro composizione ¢ il morfismo («, 5 o g, 5), come mo-
stra il seguente diagramma commutativo:
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Se C & una categoria topologica', allora lo ¢ ugualmente [ £1, vista come
un sottoinsieme di C’. Dati due oggetti X, Y in C, costruiamo la somma di-
sgiunta [X, Y1=1],_q[f]delle categorie delle fattorizzazioni [ /] (inclu-

so il coprodotto delle topologie su [ £]).
Diamo ora due esempi elementari di categorie topologiche:

1) la categoria simplesso V associata all’intervallo unitario I: ¢ la catego-
ria che sostituira lo spazio topologico I nel nostro approccio Categori-
co ai gesti. Il suo insieme di morfismi e V = {(x,y) | x,y E [e x = y}
d(x,y) = (x, x), c(x, y) = (y, y). La composizione di morfismi & trivia-
leela topologia su V ¢ la topologia relativa indotta dall’usuale topo-
logia prodottosul X I C R X R;

2) la categoria grafo associata a ogni spazio topologico X: ¢ la categoria
che garantisce che la teoria topologica dei gesti possa essere immersa
nella teoria categoriale. Il suo insieme dei morfismi ¢ X X X, munito del-
la topologia prodotto, mentre poniamo d(x, y) = (x, x), c(x, y) = (, ),
nuovamente con I'ovvia composizione dei morfismi. Salvo casi in cui
si possa prestare a confusione, indicheremo la categoria grafo di X sem-
plicemente con X. Chiaramente una categoria grafo & un gruppoide
topologico. In particolare, la categoria simplesso V & semplicemente
la sottocategoria della categoria grafo I sulle coppie (x, y), con x =< y.

11 passo successivo consiste nel ridefinire le curve in tali categorie topo-
logiche generali. Nell'impianto topologico, una curva era una mappa conti-
nua ¢: [ — X in uno spazio topologico X. Nel nostro caso dobbiamo invece
considerare categorie topologiche C e mappe che preservano la fattorizza-
zione in tali categorie. Questo si ottiene definendo le curve come funtori con-
tinui ¢ : V — C a valori in una categoria topologica C. Nel caso della catego-
ria grafo di uno spazio topologico, questo concetto coincide con quello to-
pologico.

Di conseguenza, se si considerano curve in categorie di fattorizzazioni
avremo che

Ve[X,Y]l= [] Velf]

fex@y

e se muniamo [X, Y] della topologia del coprodotto, I'insieme dei funtori
continui (che indicheremo con ©) sara

VOIX,Y]= [ VOIf]

fex@y

1 Cid significa che C— vista come un insieme di frecce — & uno spazio topologico tale che la com-
posizione di applicazioni e la mappa identita sono continue.
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Per ottenere gesti in categorie topologiche abbiamo bisogno di imitare
la costruzione del digrafo spaziale definito nel § 4.2. A tal fine consideriamo
i due funtori continui coda e testa ¢, 5 : VOC — C cosi definiti: sev: f— g e
una trasformazione naturale fra £, g : V — C, allora #(v) = v(0) : /(0) — g(0)
eh(v) =v(1):A(1) — g(1). Le mappe coda e testa non sono quindi solo map-
pe insiemistiche, ma veri e propri funtori. Chiameremo questo diagramma di
categorie topologiche e funtori continui il digrafo categoriale di C. Se dimen-
tichiamo la categoria e riteniamo semplicemente gli oggetti di questa confi-
gurazione lo chiameremo il digrafo spaziale (soggiacente) di C. In particolare,
se I ¢ un digrafo, I'insieme dei morfismi '@ C" & I'insieme dei morfismi di di-
grafo verso il digrafo spaziale soggiacente di C. In altre parole, un tale morfi-
smo assegna un oggetto di C a ogni vertice di I" e un funtore continuo V — C
a ogni freccia di I, con domini e codomini compatibili.

Definizione 3. Data una categoria topologica C e un digrafo I', chiamere-
mo un gesto con scheletro I' e corpo in C un morfismo di digrafi g: T'— C'.

Per esempio, se / ¢ un morfismo in una categoria topologica C, poniamo
Gl f] = Digrafo /[ f] per il topos dei digrafi relativi su [ ], ovvero di gesti
con corpo in [ f]. Definiamo quindi

XwY= 1] Glf)

feX@Y

Sef: X —Y,g:Y — Xsonomorfismi di C, allora esiste un funtore canoni-
co Glgl X G[f1— Glgo fl, e quindi un funtore

Y /X XY - X/,

Questo funtore ¢ associativo a meno di isomorfismo e definisce quindi la bz-
categoria dei gesti su C, indicata con C*. Con questa costruzione, la meta mor-
fica del lemma di Yoneda consisterebbe nel caratterizzare i funtori = che
derivano da composizione di morfismi nella categoria originaria C. Questo ci
permetterebbe di pensare i morfismi come rappresentati da gesti e calcolare
tutte le operazioni della categoria a livello dei gesti. Visto che la parte classi-
ca cosiddetta «oggettiva» del lemma di Yoneda tiene gia conto della ricostru-
zione di insiemi di punti a partire da oggetti astratti via la transizione da C a
C®, questa ipotetica parte «morfica» del lemma di Yoneda ci restituisce la pie-
na intuizione gestuale a livello di (C®)™ partendo da categorie astratte'?,

2Dobbiamo aggiungere che una categoria generale non & automaticamente provvista di topo-
logia, ma esistono molti modi di munire una categoria di una topologia. Il modo pit semplice con-
siste nel prendere un insieme di funtori T C V@C e considerare la topologia pit fine su C tale che
tutti i funtori di T siano continui. Denotiamo con VO, C I'insieme delle curve per questa topologia.
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45. Una risposta alla domanda di Lewin.

Le prime applicazioni di questo approccio generale riguardano la cate-
goria topologica associata al gruppo topologico C = GL (7, R) degli isomor-
fismi affini su R" [Mazzola 2009]. In questo caso, i gesti si riferiscono a dia-
grammi di curve continue in GL (7, R), e questi possono essere applicati al
caso di uno spazio di parametri musicali isomorfo a R”". Utilizzando questo
approccio per spazi di attacchi, altezze e durate, abbiamo discusso [z5zd.] al-
cuni fenomeni gestuali nelle modulazioni tonali della sonata Hamzmerklavier
op. 106 di Beethoven. Diamo un breve esempio (discusso in dettaglio zbzd.)
di gesto ritmico nella cosiddetta «modulazione catastrofica» da Mi}, maggiore
aRe maggiore / Si minore nel movimento allegro dell’op. 106, alle battute 189-
197. In questa modulazione tutte le orientazioni melodiche e tonali vengo-
no meno e la «catastrofe» prende la forma di una lunga sequenza di accordi
di settima diminuita con una evidente forza ritmica che si arresta alla con-
clusione (della modulazione) alla battuta 197. Questo ritmo deriva dalla fan-
fara. E proprio I'ipergesto di questa fanfara che vogliamo descrivere (figura 3).

In tale prospettiva vediamo lo spartito come uno spazio scenico per i ge-
sti. Nella nostra «interpretazione danzante», questo definisce un iper-iper-
gesto nello spazio ritmico di attacchi e durate, che andiamo a descrivere (le
coordinate degli eventi sono mostrate nella parte centrale della figura). La
costruzione gestuale comincia con la prima curva ascendente e si deforma
nella seconda curva ascendente. Il carattere ascendente significa che ci con-
centriamo su un rallentando, un’energia d’arresto. Questo gesto elementare
(rappresentato dalla prima freccia) ¢ deformato in una seconda apparizione
(seconda freccia ascendente). La deformazione & mostrata sulla forma di un
ipergesto p, in basso a sinistra nel sistema di coordinate rappresentato nel-
'ultima parte della figura 3. Tale interpretazione € non triviale da un punto
di vista ontologico dato che essa crea una transizione continua dalla nota ini-
ziale alla seconda che ha una durata maggiore, il che corrisponde a immagi-
nare una curva intera di note intermedie che si succedono I'un I'altra in tem-
pi di attacco e durate che sono infinitamente vicini. Questo arricchimento
di fatto riempie lo spaziotempo vuoto che non & denotato nello spartito at-
traverso cio che haluogo nella nostra immaginazione musicale mentre la pri-
ma nota & percepita/suonata. Lipergesto che lega la prima freccia gestuale
alla seconda ¢ nello stesso modo il legame fra questo primo passo ritmico e
il secondo, ma concettualmente — e a un livello percettivo/interpretativo —a
un grado pit elevato della coerenza immaginativa.

Il primo ipergesto, p, & seguito da un secondo ipergesto, o, che deforma
una freccia che lega due crome (note del valore di un ottavo) nella freccia tra
due minime (note del valore di un quarto). Questa volta la deformazione del-
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le frecce precedenti non & I'ipergesto che lega un movimento di arresto ripe-
tuto, ma che esprime il movimento di arresto di una successione regolare di
note della stessa durata. Non ¢ la ripetizione di un movimento di arresto, ma
I'arresto di un movimento ripetuto: i ruoli della ripetizione e dell’arresto so-
no invertiti. Per legare questi due ipergesti p e o diamo una transizione ca-
ratteristica gestuale: essa utilizza un’operazione di specchio di tipo diagona-
le per passare da p a p”. Naturalmente questo richiede una complessificazio-
ne dello spazio bidimensionale reale, mostrata attraverso una simmetria
diagonale per semplificare la visualizzazione. Dall’ipergesto intermedio p”
deformiamo scendendo verso o. Otteniamo in questo modo un ipergesto di
scheletro ® — ® — e che genera o a partire da p attraverso p”.

La presentazione iterata della prima parte p della fanfara nella «<modula-
zione catastrofica» perpetua I'arresto ripetuto che ¢ gia intrinsecamente pro-
totipico ed esprime cosi, in uno sviluppo dell’«idea quintessenziale», I'inca-
pacita di rilassare la tensione e di modulare in modo ben strutturato. La ri-
duzione finale della freccia iniziale dell’ipergesto p nel ritardando delle
battute 199-200 completa questa incapacita, ed esaurisce le energie in un dis-
solversi del gesto.

Dalle ricerche che abbiamo esposto traiamo la conclusione che simili ge-
sti sono candidati a rappresentare quel «gesto caratteristico» evocato nella
precedente citazione di Lewin. L'essere «caratteristico» ¢ legato alla selezio-
ne di gesti di trasformazioni affini necessarie per descrivere il legame fra due
collezioni di note quali accordi, motivi, e via dicendo. Nella nostra discus-
sione abbiamo arricchito il hnguagglo formulare che descrive le modulazio-
ni tonali attraverso una ricca esposizione di gesti che decodificano queste
formule e rendono evidente il gioco teatrale della musica o della danza che
¢ assegnato nel processo dello spartito musicale.
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La fanfara nell’'op. 106 ha una forte forma ipergestuale. Nella figura centrale, che rappresen-
tala fanfara, mostriamo gli eventi nel piano temporale dato dagli attacchi e durate. Nella figu-
ra in basso visualizziamo l'ipergesto coinvolto in questa costruzione.
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