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Synth µese sonore et mo d¶elisation physique

Depuis leur cr¶eation, les ¶equipes de l'IR CAM, Analyse-Synthµeseet Acoustique-Instru-
mentale, tentent de proposer aux musiciens des outils de synthµesesonore leur permettant
de cr¶eer des sonsnaturels ou inouis. Les techniques utilis ¶eespar l'ensemble des experts en
synthµesesonorepr¶esentent chacuneavantageset inconv¶enients :
- L'¶echantillonnage consisteµa enregistrer les notes d'un instrument une µa une et µa les repro-
duire en temps voulu. La qualit¶e sonoreest tr µes bonne au d¶epend d'un manque de contr ôle
sur la synthµesedu son et donc d'une reproduction convaincante de l'expressiondu musicien.
Même si cette technique est utilis ¶ee par certains synth¶etiseurs, elle n'est pas µa proprement
parl¶e une synthµese.
- La synthµesepar modµelesmath¶ematiquesabstraits, tels que la synthµesesoustractive ou la
synthµesepar modulation de fr¶equence,permet un contr ôle plus ¯n desparamµetresde synthµese
mais fournit dessons"¶electroniques", dont le manque de naturel est reconnaissable.Cepen-
dant ellesont connus un grand succµesconcr¶etis¶e par lessynth¶etiseursMoog, pour la synthµese
soustractive dans les ann¶ees70, et par les synth¶etiseursDX-7 pour la synthµeseFM dans les
ann¶ees80.
- La synthµesepar modµeles physiques consiste µa mod¶eliser l'instrument math¶ematiquement
puis num¶eriquement, µa l'aide d'une ¶etude th¶eorique la plus complµete possibledu ph¶enomµene
physique de sa production sonore.

Le dernier type de synthµesepermet la r¶ealisation d'outils informatiques de lutherie vir-
tuelle pouvant conduire µa une synthµese "physiquement cens¶ee" d'instruments inexistants.
Elle peut alors servir aux luthiers µa "pr ¶edire" num¶eriquement les r¶esultats produits par une
modi¯cation de la fabrication de l'instrument. La r¶ealisation num¶erique permet ainsi un gain
de temps et d'argent compar¶e µa la r¶ealisation "mat ¶erielle", dans la recherche d'instruments
plus performants. Dans le cadrede l'IR CAM, cetype de synthµeseest utilis ¶e par le logiciel Mo-
dalys qui permet aux compositeursde fabriquer pour leurspiµecesdesinstruments imaginaires.

Sujet du stage

Le but de cestageconsisteµa mod¶eliser la propagation d'ondesacoustiquesdans les tubes
¶evas¶es,a¯n de r¶ealiserune synthµesed'instruments de cuivre en temps-r¶eel.

Les techniques d¶eja existantes de synthµesed'instruments µa vent par modµelesphysiques
utilisent pour la plupart une mod¶elisation du tube acoustiquepar une concat¶enation de tubes
cylindriques ou côniques, les ondess'y propageant sont alors consid¶er¶eescomme planes ou
sph¶eriques respectivement. En faisant tendre la longueur des tubes ¶el¶ementaires vers une
valeur in¯nit ¶esimale,nous pouvons obtenir une caract¶erisation des ondespar l'¶equation de
Webster.

Le modµele d¶evelopp¶e lors du stage a l'avantage, par rapport µa cespr¶ed¶ecesseurs,de ne
pas imposer la forme desisobaresdans le tube. De plus, commel'in titul ¶e du stagel'indique,
cemodµeleprend en compte lespertesvisco-thermiquesduesµa la paroi du tube. Cespertesne
sont pas n¶egligeablesparce que l'oreille humaine est tr µes sensibleaux modi¯cations qu'elles
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produisent dans le son ¶emis.

Lesprincipaux problµemesdu travail µa e®ectuerconcernent le passagede la repr¶esentation
th¶eoriquedu modµeleµa une repr¶esentation simulable par m¶ethode num¶erique.Notamment une
partie de la t âche consisteµa s¶eparer dans les fonctions de transfert, repr¶esentant la propaga-
tion de l'onde acoustiquedans le tube, les retards purs desop¶erateurs de dispersion, dont il
faut être en mesured'approximer par desop¶erateurs lin¶eairesde dimension ¯nie, causauxet
stabes,simulables num¶eriquement.

Plan du documen t

Le document est organis¶e commesuit :

La premiµere partie pr¶esente l'¶etude th¶eoriquequi a constitu¶e le point de d¶epart du stage.
Nouspr¶esenterons la mod¶elisation th¶eoriquedesdi®¶erents ¶el¶ements constituant un instrument
de type cuivre (tromp ette ou trombonne par exemple) : embouchure, tube droit, pavillon et
rayonnement de l'instrument en sortie du pavillon.

Dansune deuxiµemepartie seront pr¶esent¶eslesoutils math¶ematiquesqui nouspermettrons
de mod¶eliseret d'approximer les fonctions de transfert. Nous pr¶esenterons lesrepr¶esentations
di®usives, puis leur approximation par une optimisation des moindres carr¶es et en¯n la
num¶erisation pour la construction des¯ltres num¶eriques.

La troisiµeme partie consisteen l'¶etude de la structure mod¶elisant l'instrument que nous
souhaiteronssimuler, qui est une trompette naturelle. Aprµesavoir d¶etaill¶e les di®¶erents qua-
drip ôles repr¶esentant les relations d'entr ¶ee-sortiedes¶el¶ements de l'instrument, nous verrons
pourquoi il est n¶ecessairede modi¯er cette structure pour la rendre simulable. En¯n nous
d¶etaillerons la structure simulable num¶eriquement. Tout au long de cette partie nous ferons
descalculsd'imp¶edancede l'instrument et desfonctions de transfert de r¶e°exion et de trans-
mission a¯n de valider le modµele µa chaque ¶etape du d¶eveloppement par comparaison aux
fonctions exactes.

La derniµerepartie concernela r¶ealisation desapproximations de chaquefonction de trans-
fert µa simuler et l'¶etude desr¶esultats obtenus dansle domainefr¶equencielet temporel µa partir
dessignaux issusde notre simulation r¶ealis¶eeen temps-r¶eel .
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Chapitre 1

Mo dµele de r¶esonateurs et outils de
repr ¶esentation
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Le travail du stages'est concentr ¶e sur la mod¶elisation de la propagation d'onde dans les
tubes,mais dans le but de mod¶eliser un instrument complet, il a ¶et¶e n¶ecessaired'¶etudier des
modµelesd'embouchure et de rayonnement simples. Ce chapitre pr¶esente les modµelesd'em-
bouchure et de rayonnement retenus, puis nous d¶etaillerons le modµele th¶eoriquedu tube.

1.1 Em bouchure

L'embouchure d'un instrument de cuivre est la partie oµu le musicien applique ceslµevres.
Elle se compose d'une cavit ¶e (appel¶e cuvette), mod¶elis¶ee par une compliance acoustique
et d'un tube (appel¶e queue) de forme conique mod¶elis¶e par une masseacoustique et une
r¶esistanceen s¶erie. Cette mod¶elisation (cf. [FR91]) est valable en bassefr¶equenceet est une
bonne approximation pour notre utilisation.

Fig. 1.1 { Embouchure de trompette

Ca

Ma Ra
Pe

Ue

lb

rb
VcUe

Pe

Fig. 1.2 { Mod¶elisation de l'embouchure

En consid¶erant que le tube est cylindrique, les valeurs s'obtiennent par les formules sui-
vantes :

Ca =
Vc

½c20
; M a =

½lc
Sc

; Ra =
8¹l
¼r 4

c
; (1.1)

oµu ½est la massevolumique de l'air, c0 la c¶el¶erit¶e du son, ¹ le coe±cient de viscosit¶e de
cisaillement, Vc le volume de la cuvette, lb la longueur ¶equivalente de la queue,r b son rayon
et Sb sa section. On notera P la pressionacoustique,V la vitesseet U le d¶ebit.

Si l'embouchure estconnect¶eeau r¶esonateurd'imp¶edanceacoustiqueZ r , alors l'imp ¶edance
acoustiqueen entr ¶eede l'instrument est :

Za =
Pe(! )
Ue(! )

=
Ra + Zr + j ! M a

1 ¡ ! 2M aCa + j ! Ca(Ra + Zr )
: (1.2)

L'embouchure agit sur l'imp ¶edancetotale de l'instrument en donnant µa sa r¶eponse fr¶e-
quentielle son enveloppe globale, avec notamment une r¶esonancesitu¶eeentre 500 et 1000Hz,
selon l'instrument.
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1.2 Rayonnemen t

A l'extr ¶emit¶e du pavillon l'onde acoustiquesubit une r¶e°exion et une transmission vers
l'ext ¶erieur. Pour simuler ceph¶enomµene,nousavonsbesoindeconnâ³tre l'imp ¶edancesp¶eci¯que
de rayonnement Z r ay = Pout =Vout (pression sur vitesse). Nous avons retenu ici un modµele
approchant le rayonnement µa celui d'une sphµere pulsante d¶ecrit dans [H¶el02, page 124]. On
r¶ealiseune approximation de l'imp ¶edancedu rayonnement, obtenue analytiquement, par un
systµeme lin¶eaire. Une premiµere approximation utilise un systµeme di®¶erentiel passe-hautdu
secondordre, ce qui constitue une bonneapproximation pour despavillons d'ouverture large
tel que ceux destrompettes ou destrombonnes.Mais pour despavillons de faible ouverture,
type clarinette ou haut-bois, le modµelepeut s'¶etendreen incluant un retard, reproduisant les
ondulations de la r¶eponsefr¶equentielle (cf. [H¶el02, page138]).

Dans notre cas, le premier modµele su±t µa mod¶eliser le rayonnement d'un instrument de
cuivre. L'expressionde l'imp ¶edancede rayonnement est alors de la forme :

Zr ay(! ) = Zc
®i !

! c
¡ ( !

! c
)2

1 + 2i" !
! c

¡ ( !
! c

)2 ; (1.3)

oµu Zc = ½c0 est l'imp ¶edancecarat¶eristique, ®, ! c et " sont trois constantes d¶etermin¶ees
par optimisation dansle domainedeFourier (! repr¶esente la pulsation). Le crit µereµa optimiser
est l'erreur quadratique moyenneentre la r¶eponsede l'imp ¶edanceanalytique et son modµele.
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Fig. 1.3 { Imp¶edancenormalis¶eede rayonnement pour un pavillon de 50 degr¶esd'ouverture
et de 10cm de rayon

1.3 Tub es acoustiques

1.3.1 Equation aux d¶eriv ¶ees partielles

Le point de d¶epart de l'¶etude th¶eorique du stage est l'¶equation aux d¶eriv¶eespartielles
caract¶erisant la propagation d'onde dans un tube courbe µa sym¶etrie de r¶evolution. Cette
¶equation, baptis¶ee"Equation de Webster-Lokshin", [HHM03], est la suivante :
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2

4

0

@ 1
c2

0
@2

t +
2"(l)

c
3
2
0

@
3
2
t + ¨( l)

1

A ¡ @2
l

3

5 [r (l )p(l ; t)] = 0; (1.4)

oµu c0 est la c¶el¶erit¶e du son, " (l ) = · 0

p
1¡ r 0(l )2

r (l ) quanti¯e les pertes visco-thermiques,r (l )
est le rayon du tube en fonction de l'abscissecurviligne sur sa paroi, ¨( l ) = r 00(l )=r(l ) est la
courbure du tube et p(l ; t) la pressionacoustiquesur la paroi µa l'absissel.

Lesmotivations qui ont conduit ThomasH¶elieµa cer¶esultat, ont ¶et¶ed'obtenir une¶equation
ned¶ependant qued'une variable del'espace.Ainsi, au prix d'une hypothµesedequasi-sph¶ericit¶e
desisobaresµa la paroi du tube, il a pu caract¶eriser l'onde par un modµelemono-dimensionnel.
Remarquonsque l'hypothµesen'imp osepas la forme desisobaresµa l'in t¶erieur du tube, ce qui
permet d'obtenir par ce modµele desondesnon-sph¶eriques.

La d¶eriv¶eefractionnaire du temps, @
3
2
t , vient de l'imp ¶edancesp¶eci¯que µa la paroi, donn¶ee

par [Bru98, page112-115],qui prend compte despertes visco-thermiquesµa la paroi.

1.3.2 Etat acoustique

En travaillant avec un formalisme imp¶edance(ou admittance sp¶eci¯que) il est judicieux
d'utiliser la pressionacoustiqueet la vitessecommegrandeurs.Mais puisquenous travaillons
sur despropagations, dans le but d'obtenir des relations d'entr ¶ee-sortiecausales,il est alors
plus int¶eressant de d¶ecomposer le ph¶enomµeneen ondesprogressives.Pour cela, dans [TD06],
un ¶etat acoustiqueest propos¶e pour descourburespositivesou nulles :

Ã§ (l ; t) =
r (l )
2

[p(l ; t) § ½c0v(l ; t)] ¨
r 0(l )

2
c0@¡ 1

t p(l ; t); (1.5)

ª( l ; t) = r (l )p(l ; t) = Ã+ (l ; t) + Ã¡ (l ; t): (1.6)

Cet ¶etat acoustiqued¶e¯nit les ondesprogressivesÃ+ et Ã¡ qui ¶etendent les ondesaller-
retour, d¶ecoupl¶ees,obtenuespour des tubesdroits ou coniquessanspertes visco-thermiques
(" = 0, ¨ = 0). En utilisant l'¶equation de la conservation des moments, ½@t v + @l p = 0, et
l'¶equation aux d¶eriv¶eespartielles (1.4), on obtient l'¶equation gouvernant Ã+ et Ã¡ :

[@t § c0@l ] Ã§ (l ; t) = ¡
·
" (l )

p
c0@

1
2
t +

¨( l)c2
0

2
@¡ 1

t

¸
¡
Ã+ (l ; t) + Ã¡ (l ; t)

¢
: (1.7)

Les op¶erateursde transport @t § c0@l font apparâ³tre Ã+ et Ã¡ commedesondesprogres-
sives,aller et retour respectivement. La partie droite de l'¶equation (1.7) montre le couplage
existant entre cesondesen raison despertes visco-thermiqueset de la courbure du tube.

Pour pouvoir connecter un tube sur une imp¶edance, par exemple le rayonnement, il
est n¶ecessairede pouvoir convertir l' ¶etat (Ã+ ; Ã¡ ) en ¶etat (P; V ). Pour cela on d¶eduit de
l'¶equation (1.5) la matrice de conversion, dans le domaine de Laplace :

·
P(l ; s)
V (l ; s)

¸
=

1
r (l )

"
1 1

s+ ³ l c0
s½c0

¡ s+ ³ l c0
s½c0

# ·
Ã+ (l ; s)
Ã¡ (l ; s)

¸
; (1.8)

oµu ³ l = c0
r 0(l )
r (l ) .
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Fig. 1.4 { Repr¶esentation du quadripôle

1.3.3 Matrice de transfert pour un tron»con de tub e

Pour r¶esoudreanalytiquement l'¶equation Webster-Lokshin(1.4), il estn¶ecessaireded¶ecou-
per le tubeentron»conssur lesquelslesparamµetresphysiques,la courbure¨ et le coe±cient des
pertesvisco-thermiques" , sont constants. Dans cecasla propagation d'onde dansun tron»con
de longueur L peut se mettre sous forme d'une relation entr ¶ee-sortie sur l'¶etat (Ã+ ; Ã¡ ),
[TD06] :

·
Ã+ (L; s)
Ã¡ (0; s)

¸
=

·
T(s) R(s)
R(s) T(s)

¸ ·
Ã+ (0; s)
Ã¡ (L; s)

¸
; (1.9)

Les fonctions de transfert R(s) et T(s) s'interprµetent respectivement commeles fonctions
de r¶e°exion des ondes aux extr¶emit¶es du tron»con et de transmission µa travers le tron»con.
Remarquonsque la matrice de transfert est sym¶etrique, ceciest dû µa l'¶etat choisi, cen'aurait
pas ¶et¶e le casavec un autre ¶etat, (P, V ) par exemple.

Dans [TD06] l'expressionanalytique de cesfonctions de transfert sont donn¶ees:

T(s) =
1

cosh(¡( s)L ) + 1
2

³
s

c0 ¡( s) + c0 ¡( s)
s

´
sinh(¡( s)L )

; (1.10)

R(s) =
1
2

µ
s

c0¡( s)
¡

c0¡( s)
s

¶
sinh(¡( s)L ) T(s); (1.11)

oµu ¡( s) est une racine carr¶eede s :

¡( s)2 =
µ

s
c0

¶ 2

+ 2"
µ

s
c0

¶ 3
2

+ ¨ : (1.12)

Remarquonsque les fonctions T(s) et R(s) sont invariantes au changement de fonctions
¡( s) 7! ¡ ¡( s), donc au choix de la racine.

1.3.4 D¶ecomp osition des fonctions de transfert

Dans le but de simuler en temps r¶eel la propagation desondesdans un tube, il est utile
d'exhiber le retard que contiennent les fonctions T et R, et de les exprimer sous forme de
systµemesboucl¶es retard¶es. Nous sommesalors amen¶es µa d¶ecomposer cesfonctions en sous-
fonctions ¶el¶ementaires qui impliquent directement ¡( s) et non plus ¡( s)2. Ceci n¶ecessitede
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d¶e¯nir rigoureusement s 7! ¡( s) dans le demi-plan droit, domainede convergencede Laplace
(cf. chapitre (2.2.1)). Pour construire la d¶ecomposition, on remarque que le d¶eveloppement
asymptotique de ¡( s) quand jsj ! 1 est s=c0 + "

p
s=c0 + O(1). On peut alors exhiber le

retard en ¶ecrivant pour ¿ = L=c0 que : e¡ ¡( s)L = e¡ (¡( s)¡ s=c0 )L e¡ ¿s.
On pose:

D(s) = e¡ (¡( s)¡ s=c0 )L ; (1.13)

E(s) =
c0¡( s) ¡ s
c0¡( s) + s

: (1.14)

La fonction D est alors une fonction non retard¶ee.On montre queT(s) et R(s) semettent
sousla forme de systµemesboucl¶es:

T(s) =

¡
1 ¡ E(s)2

¢
D(s)

1 ¡ E(s)2D(s)2 e¡ 2¿s e¡ ¿s; (1.15)

R(s) =
¡ E(s) + E(s)D(s)2 e¡ 2¿s

1 ¡ E(s)2D(s)2 e¡ 2¿s : (1.16)

On d¶e¯nit alors N t , NR , M R , K et eT, tel que :

T(s) = eT(s) e¡ ¿s =
NT (s)

1 ¡ K (s) e¡ 2¿s e¡ ¿s; (1.17)

R(s) =
M R (s) + NR (s) e¡ 2¿s

1 ¡ K (s) e¡ 2¿s : (1.18)
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Fig. 1.5 { Fonction T(s) sousforme d'un systµemeboucl¶e.
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Fig. 1.6 { Fonction R(s) sousforme d'un systµemeboucl¶e.

On remarqueque,¿ ¶etant ¶egalau temps de propagation au traversdu tron»con de longueur
L, le retard e¡ ¿s de T exprime le retard dû µa la propagation direct µa travers le tron»con. Le
d¶enominateur de R(s) et de T(s) fait apparâ³tre un retard 2¿ (temps d'un aller-retour) µa
l'origine de modes internes au tron»con.
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Chapitre 2

Repr ¶esentations di®usiv es et
appro ximation
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Les formules (1.11) et (1.10) des fonctions de r¶e°exion et de transmission des tron»cons
font intervenir l'op¶erateur ¡ dans le domaine de Laplace tel que :

¡( s)2 =
µ

s
c0

¶ 2

+ 2"
µ

s
c0

¶ 3
2

+ ¨ : (2.1)

Comme nous le verrons dans une premiµere partie, l'apparition de la racine carr¶eedans le
plan complexeposedesproblµemesde d¶e¯nition univoquede la fonction, il est donc n¶ecessaire
de voir quelquesnotions d'analyse dans le plan complexeet leur cons¶equencedans notre cas.
Dansune secondepartie, nouspr¶esenterons la notion de repr¶esentation di®usive et sonutilit ¶e.
En¯n nous verrons comment r¶ealiser et approximer de telles repr¶esentations a¯n de rendre
leur simulation num¶erique r¶ealisable.

2.1 Analyse dans le plan complexe

2.1.1 Notions d'analyse complexe

La plupart des fonctions complexessont d¶e¯nies en prolongeant les propi¶et¶es qu'elles
ont dans R. Par exemple la fonction carr¶ee f (x) = x2 est une fonction au senshabituel
et son prolongement dans C est imm¶ediat. Mais il en est autrement de sa fonction inverse
g(x) =

p
x. A une valeur y de la fonction f (x), correspondent deux ant¶ec¶edents g(y) =

p
y

et g(y) = ¡
p

y. Autrement dit la racine carr¶ee possµede deux branches (ou d¶eterminations)
et on doit en choisir une pour d¶e¯nir une application. En utilisant la repr¶esentation polaire
d'un nombre complexez = ½eiµ , une d¶e¯nition naturelle de sa racine est :

p
z =

p
½ei µ

2 :

Mais alors que le changement µ 7! µ+ 2¼laissez invariant il changele signede sa racine.
Ainsi on dit que la racine carr¶eeest bivalente contrairement µa une vraie application qui est
univalente (ou univoque). Lorsque l'on fait varier µ de 0 µa 2¼, nous faisons un tour autour
de l'origine, et l'argument de sa racine augmente de ¼, d'oµu un changement de signe.Ainsi,
en tournant une fois autour de l'origine nous passonsd'une d¶etermination µa une autre. Pour
d¶e¯nir la racine carr¶eede fa»con univoque, il faut s'interdire de tourner plus d'un tour autour
de l'origine. Pour cela on d¶e¯nit une fronti µere appel¶ee coupure qui relie l'origine, que l'on
appelle point de branchement, µa un point µa l'in¯ni. Une coupure simple est par exempleune
demi-droite.

On peut d¶e¯nir une fonction racine carr¶eez = ½eµ 7! y par l'angle µ0 de la coupure par
rapport µa l'axe R+ :

µ0
p

z = µ0
p

½eµ ,
p

½ei µ
2 ; 8½2 R+ et 8µ 2 [µ0; µ0 + 2¼[ :

Dans le cas de la racine carr¶ee, la fonction est continue et in¯nimen t d¶erivable pour
tout complexe non nul dont l'argument appartient µa ] µ0; µ0 + 2¼[, mais on observe une
discontinuit ¶e le long de la coupure, c'est-µa-dire pour µ = µ0, caract¶eris¶eepar un changement
de signe.
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2.1.2 Analyse des singularit ¶es

En cequi concernela fonction ¡( s), nousavonsun premier point de branchement en 0, qui
vient du s

3
2 , ainsi que deux autres, s1 et s2 qui sont complexesconjugu¶es,et qui s'obtiennent

en r¶esolvant :

¡( s)2 =
µ

s
c0

¶ 2

+ 2"
µ

s
c0

¶ 3
2

+ ¨ = 0: (2.2)

Pour desraisonsde causalit¶e et de stabilit ¶e du systµeme,les fonctions de transfert R(s) et
T(s) ne doivent pr¶esenter aucunesingularit¶e dans le demi-plan complexedroit. Dans le cas
descourburespositivesou nulles, ¨ ¸ 0, s1 et s2 appartiennent au demi-plan gauche, il su±t
alors de choisir descoupuresqui partent de cespoints et sedirigent vers la gauche. On d¶e¯nit
la premiµere coupure partant de l'origine par : eiµ0 R+ , et les deux autres par : sk + eiµk R+ ,
8k 2 f 1; 2g. Avec commecondition pour la stabilit ¶e : µk 2

£
¡ 3¼

2 ; ¡ ¼
2

¤
, 8k 2 f 0; 1; 2g.

Pour que les fonctions de transfert R et T aient un sensphysique, leur r¶eponseimpulsion-
nelle doit être r¶eelle et donc leur transform¶ee de Laplace doit être µa sym¶etrie hermitienne.
Cette remarque impose alors que les coupures, en plus d'appartenir au demi-plan gauche
pour la stabilit ¶e, doivent être sym¶etriques par rapport µa l'axe r¶eel. C'est-µa-dire que µ1 et µ2

v¶eri¯ent : µ1 = ¡ µ2[2¼]. Le plus simple ¶etant d'utiliser µ1 = µ2 = ¡ ¼, ce qui donne deux
coupureshorizontales partant de s1 et s2. De mêmela coupure partant de l'origine doit être
obligatoirement sur R¡ .
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Fig. 2.1 { Phasede ¡( s) dans le pan complexe

La ¯gure (2.1), phasede ¡( s) dans le plan complexe,met en ¶evidenceles discontinuit ¶es
le long descoupureshorizontales, et les trois points de branchement, 0, s1 et s2.

En cequi concerneles courburesn¶egatives,¨ < 0, les points de branchement setrouvent
dans le demi-plan droit, ce qui ne satisfait pas la condition de causalit¶e et de stabilit ¶e du
systµeme.Cependant les d¶eveloppements en s¶eries enti µeres,avec rayon de convergencein¯ni,
montrent que T(s) et R(s) sont fonctions de ¡( s)2 qui ne pr¶esentent pas de coupuresautres
que R¡ . Ceci permettrait en outre de simpli¯er la mod¶elisation, mais pour des raisonsd'in-
stabilit ¶e avec l'¶etat (Ã+ , Ã¡ ) nous n'exploitons pas cette propri¶et¶e.
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2.2 Pr ¶esentation des repr ¶esentations di®usiv es

2.2.1 Repr ¶esentations di®usiv es

Denis Matignon, dans [Mat94], explique que la sp¶eci¯cit ¶e desop¶erateurs associ¶esµa notre
ph¶enomµene di®usif est que leur r¶eponse impulsionnelle peut se d¶ecomposer sur une famille
continue d'exponentielles amorties e¡ »t 1t> 0(t), associ¶eeµa un poids ¹ (»), avec ¡ » 2 R¡ :

@t Á(»; t) = ¡ »Á(»; t) + u(t) 8» 2 R+ ; (2.3)

y(t) =
Z 1

0
¹ (»)Á(»; t)d»: (2.4)

Dans notre cas,pour desfonctions coup¶eesseulement sur R¡ et v¶eri¯an t le crit µere (2.8),
le poids ¹ (») associ¶e est¶egalau saut d'un cot¶e µa l'autre de la coupure.Ainsi ellespeuvent être
repr¶esent¶eespar une famille continue de systµemesdu premier ordre (cf. [H¶el00] et [TD06]).

Pour une fonction de transfert H : C ! C coup¶eesur R¡ , on a :

¹ H (») =
1

2i¼
f H (¡ » + i0¡ ) ¡ H (¡ » + i0+ )g (2.5)

Sa r¶eponseimpulsionnelle et sa transform¶eede Laplace sont les suivantes :

h(t) =
Z 1

0
¹ H (») e¡ »t 1t> 0(t)d»; (2.6)

H (s) =
Z 1

0

¹ H (»)
s + »

d»: (2.7)

Pour assurerla convergencede cesint¶egrales,le crit µere suivant doit être v¶eri¯ ¶e :

Z 1

0

j¹ H (»)jd»
1 + »

< + 1 : (2.8)

Sanscette condition, la fonction H n'admet pas une repr¶esentation di®usive. Une condi-
tion n¶ecessairepour la v¶eri¯cation du crit µere est que le comportement asymptotique de ¹
tende vers z¶ero quand j»j tend vers l'in¯ni.

2.2.2 Extension par d¶eriv ation

Soit une fonction H (s) = sb avec b 2 [0; 1[, H n'admet pas de repr¶esentation di®usive
puisqu'elle ne v¶eri¯e pas le crit µerede convergence,mais sonextensionH (s)=s le peut puisque
H (s)=s = sa, avec a = 1 ¡ b < 0. Ainsi dans le cas des fonctions coup¶eesseulement sur R¡

dont ¹ (») est analytique sur R¡ et qui ont le mêmecomportement asymptotique que sb avec
0 · b < 1 en l'in¯ni, on considµere leur extension par d¶erivation d¶e¯nie par :

Ḩ (s) ,
1
s

[H (s) ¡ H (0)] ; (2.9)
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qui admet unerepr¶esentation di®usiveassoci¶eeau poids ¹̧ H (») = ¹ H (»)=(¡ »). Les¶equations
(2.7), (2.3) et (2.4) deviennent :

H (s) = s
Z 1

0

¹̧ H (»)
s + »

d» + H (0); (2.10)

@t Á(»; t) = ¡ »Á(»; t) + u(t); (2.11)

y(t) =
Z 1

0
¹̧ H (»)@t Á(»; t)d» + H (0)u(t): (2.12)

2.2.3 Extension aux repr ¶esentations di®usiv es du second ordre

Dans le cas d'une fonction G : C ! C pr¶esentant deux coupures horizontales dans le
demi-plan complexe gauche et sym¶etriques par rapport µa R¡ , nous pouvons ¶etendre les
repr¶esentations di®usivesen d¶ecomposant leur r¶eponseimpulsionnelle sur une famille conti-
nue de sinusoÄ³desamorties e¡ »t cos(! k t)1t> 0(t) = Re(e(¡ »+ i! k )t )1t> 0(t), avec° = ¡ »+ i! k 2
sk + R¡ , variant le long descoupures.sk = ¡ »k + i! k ¶etant l'un desdeux points de branche-
ment, k 2 f 1; 2g.

@t Á(»; t) = (¡ » + i! k )Á(»; t) + u(t) 8» 2 R+ ; (2.13)

y(t) =
Z 1

0
Ref ¹ 1

G(»)Á(»; t)gd»; (2.14)

¹ k
G(») =

1
2i¼

f G(¡ » + i! k + i0¡ ) ¡ G(¡ » + i! k + i0+ )g: (2.15)

Rappelonsque : ! 1 = ¡ ! 2, puisque : s1 = s2.

2.3 Appro ximations

2.3.1 Appro ximation µa partir de la transform ¶ee de Laplace

La simulation d'une in¯nit ¶e de pôlesle long descoupuresest irr ¶ealisablenum¶eriquement.
Dunau [Dun00], H¶elie et Matignon [TD06] proposent d'approximer cette in¯nit ¶e de singu-
larit ¶es par une famille ¯nie de pôles. L'approximation consisteen une optimisation par les
moindres carr¶es avec pond¶eration, ici adapt¶ee µa l'audition. Dans le cas de la seulecoupure
sur R¡ le modµele de l'approximation est :

eH ¹ (s) =
j = JX

j =1

¹ j

s + »j
: (2.16)

oµu J est le nombre de pôles, ¹ j est le poids associ¶e au pôle j et ¡ »j le pôle j .
L'approximation permet de d¶eterminer les poids que l'on doit associer µa chaque pôle

pour que le modµele soit le plus proche possible de la fonction analytique. Actuellement,
l'optimisation n'est pas faite sur la position despôles. Il faudra alors placer cespôles le plus
judicieusement possible.Le crit µere d'optimisation est ¶evalu¶e dans le domaine de Fourier :
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C(¹ ) =
Z

R+

¯
¯
¯
³

eH ¹ (i! ) ¡ H (i! )
´

wH (! )
¯
¯
¯
2

M (d! ): (2.17)

Pond ¶eration perceptiv e

La mesureM et le poidswH sont choisisselonlesrµeglessimpli¯ ¶eesdeperceptionauditiv e :
(i) Lesfr¶equencessont per»cuespar l'oreille humaineentre 20Hzet 20kHzselonune¶echelle

logarithmique. Nous choisissons

M (d! ) , 1! ¡ <! <! + (! )dln ! = 1! ¡ <! <! + (! )
d!
!

; (2.18)

avec par exemple! ¡ = 20£ 2¼et ! + = 20000£ 2¼rad/s.
(ii) La perception de l'in tensit¶e est ¶egalement selonune ¶echelle logarithmique, ainsi nous

consid¶erons l' erreur relative entre l'approximation eH ¹ et la fonction exacte H plut ôt
que l'erreur absolue.Pour cette raison le poids est : wH (! ) , 1=jH (i! )j.

(iii) La pond¶eration pr¶ec¶edente a pour e®etde ramener arti¯ciel lement le niveau sonore
de chaquepartiel µa 0dB, mais il n'est pasraisonnablede r¶ehausserdesgainstrop faibles
qui sont tr µesmal per»cus. Ainsi, le poids pr¶ec¶edent est corrig¶e par :

wH (i! ) = 1=SatH ;Tr (i! ); (2.19)

oµu SatH ;T r est une saturation limitan t la dynamique µa Tr (en d¶ecibel), tel que pour
TH = Tr sup! ¡ <! <! +

jH (i! )j :

SatH ;Tr (i! ) =
½

jH (i! )j; pour jH (i! )j ¸ TH ;
TH ; pour jH (i! )j < TH :

(2.20)

On prendra par exempleTr ¶egaleµa 80dB.
(iv) Dans le cas d'une extension par d¶erivation, l'optimisation est r¶ealis¶ee sur Ḩ qui

produit les ¹̧ j optimaux, mais le poids wH (i! ) appliqu¶e µa Ḩ est param¶etr¶e par H. Son
expressionvaut :

w̧H (i! ) = ! =SatH ;Tr (i! ): (2.21)

Mo dµele de l'appro ximation

Pour une r¶ealisation num¶erique, nous r¶ealisons l'optimisation sur un nombre ¯ni de
pulsations, ainsi pour l'ensemble f ! ng1· n· N rang¶e par ordre croissant, avec ! 1 = ! ¡ et
! N +1 = ! + , le crit µere devient :

C(¹ ) =
NX

n=1

¯
¯
¯
³

fH ¹ (i! n ) ¡ H (i! n )
´

wH (! n )
¯
¯
¯
2

[ln ! n+1 ¡ ln ! n ] : (2.22)

Dans le cas g¶en¶eral des trois coupures,nous avons µa optimiser des paramµetres ¹ 0
k com-

plexes.Pour ce faire on optimise s¶epar¶emment leur partie r¶eelleet imaginaire en consid¶erant
le modµele :
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eH ¹ (s) =
j = JX

j =1

¹ j

s + »j
+

1
2

k= KX

k=1

"
¹ 0

k

s ¡ ° k
+

¹ 0
k

s ¡ ° k

#

=
j = JX

j =1

¹ j

·
1

s + »j

¸

+
k= KX

k=1

¹ R
k

·
1=2

s ¡ ° k
+

1=2
s ¡ ° k

¸

+
k= KX

k=1

¹ I
k

·
i=2

s ¡ ° k
¡

i=2
s ¡ ° k

¸
; (2.23)

oµu J est le nombre de pôles r¶eels,K le nombre de paires de pôles complexesconjugu¶es,
¹ R

k est la partie r¶eelledu poids associ¶e au pôle complexe° 0
k , ¹ I

k sa partie imaginaire et ¹ j le
poids associ¶e au pôle r¶eel ¡ »j .

La forme matricielle ¶equivalente est :

C(¹ ) = (M ¹ ¡ H )¤ W ¤W (M ¹ ¡ H ) ; (2.24)

oµu M ¤ , M
t

est la matrice conjugu¶ee transpos¶eede M . La matrice M est d¶e¯nie par
M (n; m) = [1=(i! n + »m )] pour m 2 [1; J ]N, par M (n; m) = [0:5=(i! n ¡ °m¡ J ) + 0:5=(i! n ¡
°m¡ J )] pour m 2 [J + 1; J + K ]N, et par M (n; m) = [0:5i=(i! n ¡ °m¡ (J + K ) ) ¡ 0:5i=(i! n ¡
°m¡ (J + K ) )] pour m 2 [J + K + 1; J + 2K ]N. H est le vecteur colonne (H (i! n ))1· n· N . La
matrice du poids W est une matrice diagonale µa ¶el¶ements positifs d¶e¯nis par W(n; n) =
wH (! n )

p
ln ! n+1 ¡ ln ! n .

R¶esolution

La r¶esolution par les moindres carr¶es conduit µa l'¶equation donnant le vecteur ¹ des pa-
ramµetres optimis¶es:

¹ = [Re(M ¤W ¤W M )]¡ 1 [Re(M ¤W ¤W H )] : (2.25)

Le vecteur r¶eel ¹ de taille J + 2K est compos¶eecommesuit : ¹ (j ) = ¹ j , pour j 2 [1; J ]N,
¹ (k) = ¹ R

k¡ J , pour k 2 [J + 1; J + K ]N, et ¹ (k) = ¹ I
k¡ (J + K ) , pour k 2 [J + K + 1; J + 2K ]N.

R¶egularisation

Pour r¶esoudred'¶eventuels problµemesde conditionnement lors de l'in version de matrice
(par diagonalisation), nous utilisons des paramµetres de r¶egularisation que nous rµeglonspar
m¶ethode dichotomique. Le conditionnement est le rapport de la valeur minimale par la va-
leur maximale des valeurs propres de la matrice M ¤W ¤W M . Quand il est inf¶erieur µa la
pr¶ecision des nombres °ottan ts, 2:2204£ 10¡ 16 en pr¶ecision double, la matrice n'est alors
plus inversible num¶eriquement, on relµeve chaque valeur propre d'une constante ² tel que le
conditionnement soit supµerieur µa cette pr¶ecision. La m¶ethode dichotomique que nous avons
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utilis ¶eepermet d'obtenir le plus petit paramµetre de r¶egularisation rendant le conditionnement
bon. Les ¶equations (2.24) et (2.25) sont modi¯ ¶eesen :

C(¹ ) = (M ¹ ¡ H )¤ W ¤W (M ¹ ¡ H ) + ¹ t E ¹ (2.26)

) ¹ = [Re(M ¤W ¤W M + E )]¡ 1 [Re(M ¤W ¤W H )] ; (2.27)

oµu E = ²I J +2 K est la matrice diagonale de r¶egularisation oµu ² est un paramµetre de
r¶egularisation positif obtenu par m¶ethode dichtomique.

R¶esultats dans le domaine fr ¶equen tiel

Prenons l'exemple d'une fonction F tel que : F (s) = 1p
s + 5p

s¡ s1
+ 5p

s¡ s1
, avec s1 =

¡ 5000+ i10000.Cette fonction possµedetrois coupures,dont les points de branchement sont
0, s1 et s1, et elle admet une repr¶esentation di®usive. Nous avons r¶ealis¶e une approximation
avecun modµeleposs¶edant 5 pôlessur l'axe r¶eel,et 2 pairesdepôlescomplexesconjugu¶essur les
deux autres coupures.Les pôlessont plac¶essur cesaxesavec une r¶epartition logarithmique :
»j = »min A j ¡ 1 pour les pôles r¶eelset ° k = ¡ »0

1B k¡ 1 + i! 0
1 pour les pôlesµa partie imaginaire

positive. Avec A = J ¡ 1
p

»max =»min , B = K ¡ 1
p

»max =»0
1 et s1 = ¡ »0

1 + i! 0
1 est le point de

branchement µa partie imaginaire positive. Aucun pôle n'est plac¶e en 0 a¯n de ne pas avoir
d'in t¶egrateur pur, instable, c'est pourquoi nous commen»cons µa une valeur »min > 0. Les
valeurs choisiessont les suivantes : »min =1.5rad/s et »max =95000rad/s.

Lors de cette optimisation, le conditionnement sansr¶egularisation vaut 2:06£ 10¡ 11, ce
qui ne n¶ecessitepas de r¶egularisation. Sur la ¯gure (2.2), repr¶esentant le module et la phase
de la fonction F et de son approximation, on peut distinguer deux chosesint¶eressantes :
(1) le maximum du module vers les 10000rad/s est la zone du domaine de Fourier la plus
proche du point de branchement s1 (! 1 = 10000rad/s), ainsi on observe l'e®et descoupures
sur la r¶eponsefr¶equentielle de la repr¶esentation di®usive. (2) La pente du module au dela de
10000rad/s est de -10dB/dec, cette pente est caract¶eristique des int¶egrateurs fractionnaires
dus au 1=

p
s, avecun systµemerepr¶esent¶e par une simple fraction rationnelle nousaurions des

pentes multiples de -20dB/dec.

2.3.2 Mise en forme du systµeme discret

Le modµele de l'approximation pr¶ec¶edemment expliqu¶e est µa temps continu. Dans le but
de r¶ealiser la simulation num¶eriquement, il est n¶ecessairede le transformer en un modµele
discret. Pour ce faire nous devons d¶eterminer les coe±cients f apg0· p· P et f bqg0· q· Q tel que
l'¶equation r¶ecurrente en temps discret (2.29) soit ¶equivalente µa l'¶equation di®¶erentielle en
temps continu (2.28).

@t Á(t) = ¡ »Á(t) + u(t); (2.28)

Án =
QX

q=1

bqÁn¡ q +
PX

p=0

apun¡ p: (2.29)

La r¶esolution de l'¶equation di®¶erentielle (2.28) s'¶ecrit pour (t0; t1) 2 R2 :
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Fig. 2.2 { Module et Phasede F exactedans le domainede Fourier, et de sonapproximation

Á(t1) = A(t1 ¡ t0)Á(t0) +
Z t1

t0

A(t1 ¡ ¿)u(¿)d¿;

avec A(¿) = e¡ »¿. En choisissant t1 = tn = nTe et t0 = tn¡ 1 = (n ¡ 1)Te, avec Te la
p¶eriode d'¶echantillonnage, on obtient que :

Á(tn ) = e¡ »Te Á(tn¡ 1) +
Z Te

0
e¡ »(Te¡ ¿) u((n ¡ 1)Te + ¿)d¿: (2.30)

L'in t¶egration de e»¿ u((n ¡ 1)Te + ¿) entre 0 et Te n¶ecessitede connâ³tre u(t) entre les
instants tn¡ 1 et tn . Or, en raison de l'¶echantillonnage nous ne pouvons le connâ³tre que
par une interpolation en sinus cardinal via la formule de reconstruction exacte. Mais cette
interpolation est irr ¶ealisableen temps r¶eel puisque que cette m¶ethode n'est pas causaleet
qu'elle demandeun nombre d'op¶erations trop grand. En cons¶equence,nousallonsutiliser deux
interpolations causalesplus simpleset d¶eterminer les ¶equations r¶ecurrentes qui en r¶esultent.

Blo queur d'ordre z¶ero µa gauche

L'in terpolation la plus simple est une interpolation en escalier.Le signal interpol¶e reste
constant pendant chaquep¶eriode d'¶echantillonnage. Pour un signal num¶erique f ungn2 Z , l'ex-
pressionde son interpolation est :
u(t) = un , 8t 2 [tn ; tn+1 [.

On appellera cette interpolation bloqueur d'ordre z¶ero (ou BoZ). L'¶equation (2.30) de-
vient :

Á(tn ) = e¡ »Te Á(tn¡ 1) +

"
1 ¡ e¡ »Te)

¡ »

#

un¡ 1:
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soit : Án = ®Án¡ 1 + ¸u n¡ 1; (2.31)

avec ® = e¡ »Te , et ¸ = 1¡ ®
¡ » .
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Fig. 2.3 { Module et Phase de F : exacte, approximation en temps continu et en temps
discret par un bloqueur d'ordre z¶ero

Malheureusement, comme le montre la ¯gure (2.3), quelquesproblµemessurviennent lors
du passageau temps discret. En e®et,l'in terpolation en escalierrevient µa convoluer le signal
¶echantillonn ¶e par un rectangle de taille Te dans le domaine temporel, ce qui se manisfeste
dans le domaine fr¶equentiel par la multiplication du spectre du signal ¶echantillonn ¶e par un
sinus cardinal (la transform¶eede Fourier du rectangle ).

TF f 1[¡ Te=2;Te=2](t)g(f ) = Tesinc(f Te): (2.32)

Ainsi, puisque le sinus cardinal n'est pas nul aprµes la fr¶equencede Nyquist (Fe=2), il y a
rempliement spectral du signal aprµesl'in terpolation BoZ. En utilisant l'in terpolation en sinus
cardinal la reconstruction est exacte parce que sa transform¶ee de Fourier est le rectangle
1[¡ Fe=2;Fe=2](f ), il n'y a donc pas de repliement spectral. Puisque la transform¶ee de Fourier
d'un triangle est un sinus cardinal au carr¶e, sa transform¶ee de Fourier d¶ecroit plus vite (en
1=f 2) que celle du rectangle (en 1=f ) et le repliement s'exprime moins, c'est pourquoi nous
avons r¶ealis¶e une interpolation lin¶eaire :

TF f Tri [¡ Te ;Te ](t)g(f ) = T2
e sinc2(f Te): (2.33)
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Fig. 2.4 { La courbe bleuerepr¶esente l'in terpolation en sinus cardinal, puisquesatransform¶ee
deFourier est un rectanglequi coupeenFe=2 le domainefr¶equentiel, il n'y a pasde repliement
spectral. La courbe verte repr¶esente le bloqueur d'ordre z¶ero, nous observons sur la ¯gure les
premiµeres translations du spectre qui contribuent au repliement spectrale. La courbe cyan
repr¶esentant l'in terpolation lin¶eaire montre que les contributions des translations de spectre
s'att¶enuent plus vite que cellesdu BoZ.

In terp olation lin ¶eaire

L'in terpolation en triangle, que nous nommerons TriZ, consiste en une interpolation
lin¶eaire entre l'¶echantillon un¡ 1 et l'¶echatillon un . Ceci donne pour un signal num¶erique
f ungn2 Z :
u(t) = un + (t ¡ tn ) £ un +1 ¡ un

Te
, 8t 2 [tn ; tn+1 [.

L' ¶equation (2.30) devient :

Á(tn ) = e¡ »Te Á(tn¡ 1) +
Z Te

0
e¡ »(Te¡ ¿) u((n ¡ 1)Te + ¿)d¿

= e¡ »Te Á(tn¡ 1) +
Z Te

0
e¡ »(Te¡ ¿)

µ
un¡ 1 + ¿ £

un ¡ un¡ 1

Te

¶
d¿:

Par int¶egration par partie, nousd¶emontrons que l'¶equation de r¶ecurrencepour un systµeme
TriZ s'¶ecrit :

Án = ®Án¡ 1 + ¸ 0un + ¸ 1un¡ 1; (2.34)

avec ® = e¡ »Te , ¸ 0 = ¡ 1¡ ®
»2Te

+ 1
» et ¸ 1 = 1¡ ®

»2Te
¡ ®

» .
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Changemen t de variable adapt ¶e µa notre cas

Maintenant que nous avons vu comment mettre en forme un systµeme discret µa partir
d'un systµeme continu du premier ordre, revenonsµa notre cas des repr¶esentations di®usives.
Rappelons les ¶equations :

@t Áj (t) = ¡ »j Áj (t) + u(t); 1 · j · J; (2.35)

@t Á0
k (t) = (¡ »0

k + i! 0
k )Á0

k (t) + u(t); 1 · k · K ; (2.36)

ey(t) =
JX

j =1

¹ j Áj (t) + Re
KX

k=1

¹ 0
kÁ0

k (t): (2.37)

Aprµespassageau modµele discret, nous obtenons:

Áj (tn ) = ®j Áj (tn¡ 1) + ¸ 0
j un + ¸ 1

j un¡ 1; 1 · j · J; (2.38)

Á0
k (tn ) = ®0

kÁ0
k (tn¡ 1) + ¸ 00

k un + ¸ 10
k un¡ 1; 1 · k · K ; (2.39)

eyn =
JX

j =1

¹ j Áj (tn ) + Re
KX

k=1

¹ 0
kÁ0

k (tn ); (2.40)

oµu :

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

®j = e¡ »j Te ; et ®0
k = e(¡ »0

k + i! 0
k )Te ;

Pour le BoZ :
¸ 0

j = 0; et ¸ 00
k = 0;

¸ 1
j = ®j ¡ 1

»j
; et ¸ 10

k = ®0
k ¡ 1

»0
k ¡ i! 0

k
;

Pour le TriZ :

¸ 0
j = ¡ 1¡ ®j

»2
j Te

+ 1
»j

; et ¸ 00
k = ¡ 1¡ ®0

k
(»0

k ¡ i! 0
k )2Te

+ 1
»0

k ¡ i! 0
k
;

¸ 1
j = 1¡ ®j

»2
j Te

¡ ®j
» ; et ¸ 10

k = 1¡ ®0
k

(»0
k ¡ i! 0

k )2Te
¡ ®0

k
»0

k ¡ i! 0
k
;

A¯n de r¶eduire le temps de calcul, nous avons retir ¶e une multiplication en faisant le
changement de variable suivant :

Á(tn ) = ¸ 1X (tn ); pour tout pôle, r¶eel ou complexe: (2.41)

En ne consid¶erant que les pôlesr¶eels,l'¶equation (2.38) ser¶ecrit :
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Áj (tn ) = ¸ 1
j X j (tn )

= ®j Áj (tn¡ 1) + ¸ 0
j un + ¸ 1

j un¡ 1

= ®j ¸ 1
j X j (tn¡ 1) + ¸ 0

j un + ¸ 1
j un¡ 1

donc :

X j (tn ) = ®j X j (tn¡ 1) +
¸ 0

j

¸ 1
j
un + un¡ 1; 1 · j · J: (2.42)

En faisant de mêmesur les pôlescomplexeset en ins¶erant ceci dans l'¶equation (2.40), on
obtient :

eyn =
JX

j =1

¹ j Áj (tn ) + Re
KX

k=1

¹ 0
kÁ0

k (tn );

=
JX

j =1

(¹ j ¸ 1
j )X j (tn ) + Re

KX

k=1

(¹ 0
k ¸ 10

k )X 0
k (tn ): (2.43)

Finalement les ¶equationsque nous simulons sont dans le casg¶en¶eral :

X j (tn ) = bj X j (tn¡ 1) + aj un + un¡ 1; 1 · j · J; (2.44)

X 0
k (tn ) = b0

kX 0
j (tn¡ 1) + a0

kun + un¡ 1; 1 · k · K ; (2.45)

yn =
JX

j =1

pj X j (tn ) + Re
KX

k=1

p0
kX 0

k (tn ); (2.46)

avec pj = ¹ j ¸ 1
j , p0

k = ¹ 0
k ¸ 10

k , bj = ®j , b0
k = ®0

k , aj =
¸ 0

j

¸ 1
j

et a0
k = ¸ 00

k
¸ 10

k
, 8j 2 [1; J ]N et

8k 2 [1; K ]N.

Extension par d¶eriv ation

Dans le cas d'une fonction H ¶etenduepar d¶erivation, rappelons les formules donn¶eesen
x2.2.1 dans le casdesseulspôlesr¶eels:

H (s) = s
Z 1

0

¹̧ H (»)
s + »

d» + H (0);

@t Á(»; t) = ¡ »Á(»; t) + u(t);

z(t) =
Z 1

0
¹̧ H (»)@t Á(»; t)d» + H (0)u(t):

L'optimisation produit les poids ¹̧ j du modµele µa dimension ¯nie. En reprenant la mise en
forme dessystµemesdiscrets µa partir de leur systµemeµa temps continu, le casd'une extension
par d¶erivation avec pôlesr¶eelset complexess'¶ecrit :
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Fig. 2.5 { Module et Phase de F : exacte, approximation en temps continu et en temps
discret par un BoZ et un TriZ

ez(t) =
JX

j =1

¹̧ j Áj (tn ) + Re

Ã
KX

k=1

¹̧ 0
kÁ0

k (tn )

!

+

2

4 H (0) +
JX

j =1

¹̧ j + Re

Ã
KX

k=1

¹̧ 0
k

! 3

5 u(t);

ezn =
JX

j =1

(¡ »j ¹̧ j )Áj (tn ) + Re
KX

k=1

(¡ »0
k + i! 0

k )¹̧ 0
kÁ0

k (tn )

+

2

4 H (0) +
JX

j =1

¹̧ j + Re

Ã
KX

k=1

¹̧ 0
k

! 3

5 u(tn ): (2.47)

Le systµemer¶ecrit avec le changement de variables s'¶ecrit ¯nalement :

X j (tn ) = bj X j (tn¡ 1) + aj un + un¡ 1; 1 · j · J; (2.48)

X 0
k (tn ) = b0

kX 0
j (tn¡ 1) + a0

kun + un¡ 1; 1 · k · K ; (2.49)

ezn =
JX

j =1

p̧j X j (tn ) + Re(
KX

k=1

p̧0
kX 0

k (tn )) + cext un ; (2.50)

avec p̧j = ¡ »j ¹̧ j ¸ 1
j , p̧0

k = (¡ »0
k + i! 0

k )¹̧ 0
k ¸ 10

k

et cext = H (0) +
P J

j =1 ¹̧ j + Re
P K

k=1 ¹̧ 0
k .

Dans la suite nous ne distinguerons plus les fonctions ¶etenduespar d¶erivation desautres,
sauf pr¶ecisions,et nous consid¶erons les formules g¶en¶erales:
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X j (tn ) = bj X j (tn¡ 1) + aj un + un¡ 1; 1 · j · J; (2.51)

X 0
k (tn ) = b0

kX 0
j (tn¡ 1) + a0

kun + un¡ 1; 1 · k · K ; (2.52)

yn =
JX

j =1

pj X j (tn ) + Re(
KX

k=1

p0
kX 0

k (tn )) + cun ; (2.53)

avec p = p̧ et c = cext dans le casd'une extension par d¶erivation, sinon c = 0.
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Chapitre 3

Description de l'instrumen t
mo d¶elis¶e : Tromp ette naturelle
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La mod¶elisation d'un instrument de cuivre est tr µes complexe,nous avons choisi de nous
limiter µa un instrument simple de type trompette naturelle constitu¶ee d'une embouchure,
d'un tube droit (de longueur ¯xe) et d'un pavillon. Ce type de trompettes ne joue que cer-
taines notes appartenant µa la s¶erie harmonique, contrairement aux trompettes µa pistons,
apparues en 1820, qui grµace µa un m¶ecanismepermettant d'accrô³tre la longueur du tube,
permettent de jouer des notes plus graves et de combler ainsi les notes manquantes de la
gamme chromatique. Le clairon, cor de chasseou trompette droite appartiennent µa la fa-
mille des trompettes naturelles. En raison de la dur¶ee du stage, nous nous sommeslimit ¶es
µa mod¶eliser ce type d'instruments en raison de leur simplicit ¶e. Dans une premiµere partie
nous d¶etaillerons la g¶eom¶etrie de l'instrument mod¶elis¶e, puis aprµes avoir d¶ecrit la structure
mod¶elisant le r¶esonateur,nous ferons l'¶etude de l'imp ¶edanceacoustiquede l'instrument ainsi
que des coe±cients de transmission et de r¶e°exion en entr ¶ee, µa partir du modµele th¶eorique
exact. Puis nous verrons comment modi¯er la structure a¯n de rendre possiblela simulation
num¶erique en temps r¶eel.

Fig. 3.1 { Trompette droite

Fig. 3.2 { Clairon basse

3.1 G¶eom¶etrie de l'instrumen t

La fabrication virtuel le de notre instrument n¶ecessitede connâ³tre les paramµetres g¶eom¶e-
triques de l'instrument, c'est-µa-dire : la g¶eom¶etrie de l'embouchure (volume de la cuvette,
longueur et rayon de la queue), le rayon et la longueur du tube droit, le pro¯l de la paroi du
pavillon et son angle d'ouverture.

Il est possibled'obtenir des solutions analytiques pour des pro¯ls de tubes particuliers.
Nous avons choisi pour le pavillon un pro¯l cat¶enoÄ³dal (en cosinus hyperbolique), qui nous
permet d'avoir une d¶eriv¶ee nulle en d¶ebut de pavillon de sorte µa avoir la continuit ¶e de la
d¶eriv¶eedu rayon au branchement tube-pavillon. L'expression du rayon en fonction de l'abs-
cissecurviligne de la paroi est pour ® = 1

L acosh
³

R(L )
R0

´
:

R(l) = R0cosh(®l) ; (3.1)
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avec R0 et R(L) les rayons en entr ¶ee et en sortie du pavillon. Remarquonsque puisque
R00(l ) = R0®2cosh(®l), la courbure du pavillon est la constante ¨ = R00(l )=R(l) = ®2.
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Fig. 3.4 { Pro¯l cat¶enoÄ³dal du pavillon

Les paramµetres d¶ecrivant le pro¯l de l'instrument sont :
Pour l'embouchure : r c, Vc, lb et rb respectivement le rayon et le volume de la cuvette, et

la longueur ¶equivalente et le rayon ¶equivalent de la queue.Pour le r¶esonateur: L 1 et L 2 les
longueursrespectivesdu tube droit et du pavillon, R0 et RS respectivement le rayon du tube
droit et le rayon de sortie du pavillon.

3.2 D¶etail de la structure

La construction de l'instrument consisteµa concat¶enerlesquadripôlessimulant lesrelations
d'entr ¶ees-sortiesde chaque portion de l'instrument. Ainsi la premiµere structure mod¶elisant
le systµeme est constitu¶ee des quadripôles suivant : le quadripôle de l'embouchure Emb, le
quadripôle du tube droit Qtube, le quadripôle du pavillon Qpav et l'imp ¶edancede rayonnement
Zr ay en ¯n de châ³ne, entre lesquelson insµere des quadripôles de conversion a¯n d'adapter
les ¶etats entre eux ((P,V ), (Ã+ , Ã¡ )...). Cette structure g¶en¶erale est d¶ecrite en ¯gure (3.5).

Ce est le quadripôle de conversionde l'¶etat (P +
e , P ¡

e ), pressionaller-retour, en¶etat (V , P)
µa l'entr ¶ee de l'embouchure. Emb est le quadripôle simulant l'e®et de l'embouchure. C in

conv et
Cout

conv sont les quadripôlesde conversion de l'¶etat (Ã+ , Ã¡ ) en ¶etat (P, V ) respectivement en
entr ¶eeet en sortie du r¶esonateurconstitu¶e du tube droit, repr¶esent¶e par Qtube, et du pavillon,
repr¶esent¶e par Qpav. En ¯n de châ³ne Z r ay est le quadripôle de l'imp ¶edancede rayonnement.
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Fig. 3.5 { Structure originale de l'instrument

3.2.1 Quadrip^ole de conversion en entr ¶ee de l'em bouchure

Le quadripôle Ce r¶ealise la conversion entre l'¶etat (P +
e , P ¡

e ) vers l'¶etat (V , P). Ici les
ondesprogressivess'¶ecrivent :

P+ =
1
2

(P + ½c0V) ; (3.2)

P ¡ =
1
2

(P ¡ ½c0V) : (3.3)

R¶eciproquement la pressionet la vitesses'¶ecrivent :

P = P+ + P ¡ ; (3.4)

V =
1

½c0

¡
P+ ¡ P ¡ ¢

: (3.5)

Or l'entr ¶eedu quadripôle est (P + , P) et la sortie (P ¡ , V ), alors on trouve la matrice de
conversion :

·
Ve

P ¡
e

¸
=

· 2
½c0

¡ 1
½c0

¡ 1 1

¸ ·
P+

e
Pe

¸
: (3.6)
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Fig. 3.6 { Quadripôle de conversion en entr ¶eede l'embouchure

3.2.2 Quadrip^ole de l'em bouchure

Le quadripôle de l'embouchure permet de r¶ealiser les relations entr ¶ee-sortiede l'embou-
chure, oµu l'entr ¶eeest (Ve, V ), les vitessesen entr ¶eeet en sortie de l'embouchure, et la sortie
est (Pe, P). La mod¶elisation utilise l'analogie pr¶esent¶eeen x1.1, alors on utilise la convention
imp¶edanceacoustique,oµu la vitesseV est remplac¶eepar le d¶ebit U tel que pour S la section
du conduit acoustiqueU = SV. Ici le d¶ebit en entr ¶ee vaut Ue = ScVe avec Sc = ¼r 2

c est la
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Fig. 3.7 { Circuit acoustiquede l'embouchure

section de la cuvette et le d¶ebit en sortie de l'embouchure est U = S0V oµu S0 = ¼R2
0 est la

section du tube droit et non de la queuede l'embouchure.
La relation du quadripôle de transfert de l'embouchure est :

·
P
Pe

¸
=

·
Z1 ¡ (Z1 + Z2)
Z1 ¡ Z1

¸ ·
Ue

U

¸
=

·
ScZ1 ¡ S0 (Z1 + Z2)
ScZ1 ¡ S0Z1

¸ ·
Ve

V

¸
; (3.7)

oµu Z1 = 1
sCa

et Z2 = Ra + sMa.
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Fig. 3.8 { Quadripôle de l'embouchure

3.2.3 Quadrip^oles de conversion du r¶esonateur

Commenousl'avonsexpliqu¶e en x1.3.2, la propagation desondesacoustiquesdansle tube
de l'instrument est repr¶esent¶eepar l'¶etat ª( l ; s) d¶ecompos¶e en ondesprogressives (Ã+ , Ã¡ )
d¶e¯nies par l'¶equation (1.5). Les matrices de conversion s'en d¶eduisent :

·
P(l ; s)
V (l ; s)

¸
=

1
r (l )

"
1 1

s+ ³ l c0
s½c0

¡ s+ ³ l c0
s½c0

# ·
Ã+ (l ; s)
Ã¡ (l ; s)

¸
; (3.8)

·
Ã+ (l ; s)
Ã¡ (l ; s)

¸
=

r (l )
2

· s¡ ³ l c0
s ½c0

s+ ³ l c0
s ¡ ½c0

¸ ·
P(l ; s)
V (l ; s)

¸
; (3.9)

oµu ³ l = c0
r 0(l )
r (l ) .

De cesmatrices, liant (P, V ) µa (Ã+ , Ã¡ ), nous d¶eduisonsles quadripôles liant (P, Ã¡ ) µa
(Ã+ , V ) explicit¶espar la ¯gure (3.9).
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Fig. 3.9 { Quadipôlesde conversion du tube

3.2.4 Quadrip^oles de transfert du tub e

Comme nous l'avons vu en x1.3.3 la solution de l'¶equation de Webster Lokshin pour un
tron»con de tube oµu ¨ et " sont constants, se met sousla forme d'une relation entr ¶ee-sortie
sym¶etrique pour l'¶etat (Ã+ , Ã¡ ) faisant intervenir les deux fonctions de transfert R(s) et
T(s) respectivement les fonctions de r¶e°exion et de transmission du tron»con. Dans le cas
de la trompette naturelle, on d¶ecompose le r¶esonateuren deux tron»cons, l'un pour le tube
droit, l'autre pour le pavillon. L'¶etude de cesdeux tron»consest int¶eressante parce que nous
avons deux con¯gurations di®¶erentes. En e®etpuisque la courbure ¨ du tube droit est nulle,
il n'¶existe alors qu'une solution µa ¡( s)2 = 0 qui est 0, ainsi les fonctions de transfert de ce
tron»con ne possµede que la coupure en R¡ , contrairement au pavillon qui lui possµede bien
les trois coupures. Notons de plus qu'avec le pro¯l cat¶enoÄ³dal choisi, la courbure est bien
constante, mais nous ne pouvons pas avoir simultan¶ement le coe±cient despertes viscother-
mique "(l) constant, il est alors n¶ecessairede v¶eri¯er qu'il varie peu; si cen'est pasle casil est
n¶ecessairede red¶ecouper le tron»con. Les matrices de transfert caract¶erisant les quadripôles
desdeux tron»conssont :

·
Ã+

1 (s)
Ã¡

0 (s)

¸
=

·
T1(s) R1(s)
R1(s) T1(s)

¸ ·
Ã+

0 (s)
Ã¡

1 (s)

¸
; (3.10)

·
Ã+

2 (s)
Ã¡

1 (s)

¸
=

·
T2(s) R2(s)
R2(s) T2(s)

¸ ·
Ã+

1 (s)
Ã¡

2 (s)

¸
; (3.11)

avecT1 et R1 les fonctions de transfert du tube droit et T2 et R2 les fonctions de transfert
du pavillon.
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Fig. 3.10 { Quadripôlesde transfert du r¶esonateur

3.2.5 Quadrip^ole du rayonnemen t

Le quadripôle de rayonnement n'est pasµa proprement parl¶e un quadripôle puisquela pres-
sion arrivant dans le pavillon (vers lesz d¶ecroissant), est n¶eglig¶ee: P ¡

s = 0. Ce quadripôle ne
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possµededonc qu'une entr ¶ee,la vitesseacoustique,localis¶eeen sortie du pavillon. L'imp ¶edance
de rayonnement s'¶ecrit :

Zr ay =
Ps

Vs
=

P+
s

Vs
: (3.12)

Ainsi la relation d'entr ¶ee-sortiedonnant Ps et P+
s est simplement : Ps = P+

s = Zr ayVs.

PSfrag replacements

Ps

P+
s

Vs

Zr ay

Fig. 3.11 { Quadripôle de rayonnement

3.3 Calcul de l'imp ¶edance de l'instrumen t complet

Dans le but de valider notre approche th¶eorique, il est int¶eressant de calculer des ca-
ract¶eristiques globalesde l'instrument qui s'obtiennent aprµes branchement des quadripôles
de la structure. Le plus l¶egitimement, nous avons choisi de calculer l'imp ¶edanceen entr ¶ee
de l'instrument car nousdisposonsde courbesobtenuesexp¶erimentalement [Lur79], qui nous
servirons donc de v¶eri¯cation. Nous avons ¶egalement calcul¶e les fonctions de transfert de
r¶e°exion et de transmission de l'instrument qui nous renseignent sur la r¶eponsefr¶equentielle.
Dans une premiµere partie, nous donnerons la m¶ethode de calcul, puis nous analyseronsles
r¶esultats obtenus.

3.3.1 M ¶etho de de calcul

Pour d¶eterminer les fonctions de transfert de r¶e°exion et de transmission de l'instru-
ment µa partir de notre structure globale, nous avons proc¶ed¶e par it ¶eration. Dans un premier
temps cherchons µa voir comment on peut regrouper deux quadripôles pour n'obtenir qu'un
systµeme constitu¶e d'une r¶e°exion interm¶ediaire et d'une transmission interm¶ediaire (cf. la
¯gure (3.12)).

Nous d¶e¯nissonspour desquantit ¶esabstraites Á quelconques:

·
Á+

n+1
Á¡

n

¸
=

·
E n

21 E n
22

E n
11 E n

12

¸ ·
Á+

n
Á¡

n+1

¸
et

·
Á+

out
Á¡

n+1

¸
=

·
Gk

Fk

¸
Á+

n+1 ; (3.13)

et nous cherchons Gk+1 et Fk+1 tel que :

·
Á+

out
Á¡

n

¸
=

·
Gk+1

Fk+1

¸
Á+

n : (3.14)
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Fig. 3.12 { Regroupement de deux quadripôles

En remarquant que Á+
n+1 = E n

21
1¡ Fk E n

22
Á+

n , il vient :

Á¡
n =

µ
E n

12FkE n
21

1 ¡ FkE n
22

+ E n
11

¶
Á+

n = Fk+1 Á+
n ; (3.15)

Á+
out =

GkE n
21

1 ¡ FkE n
22

Á+
n = Gk+1 Á+

n : (3.16)

Avec G0 = F0 = Zr ay , nous proc¶edonsde fa»con it ¶erative en remontant vers l'embouchure
de la droite vers la gauche de la structure, nousd¶eterminons¯nalement les fonctions globales
RT et TT de r¶e°exion et de transmission de l'instrument. On a RT = F6 et TT = G6.

Nous d¶eterminons alors l'imp ¶edanceacoustique globale de l'instrument ZT (s) = P (s)
U(s µa

partir du coe±cient de r¶e°exion :

ZT =
Zc

Sc

1 + RT

1 ¡ RT
; (3.17)

oµu Zc = ½c0 est l'imp ¶edancecaract¶eristique et Sc est la section de la cuvette de l'embou-
cure.

Il est ¶egalement possiblede calculer l'imp ¶edanceacoustiquedu r¶esonateurZ r , c'est µa dire
du tube droit et du pavillon, puisque F4 = P

V = ScZr en entr ¶eedu tube droit.

3.3.2 Analyse et comparaison des r¶esultats

La courbe d'imp¶edanceque nousutilisons commer¶ef¶erenceest une imp¶edanceacoustique
de trompettes mesur¶eepar Lurton [Lur79]. En utilisant une g¶eom¶etrie proche de l'instrument
utilis ¶e pour la mesure,nous pouvons faire une v¶eri¯cation qualitativ e pr¶esent¶ee¯gure (3.13)
et (3.14). Notons que Lurton n'a pas donn¶e les valeurs de la g¶eom¶etrie du r¶esonateur,nous
avons alors du d¶eterminer µa la main les paramµetres les plus coh¶erents sanspouvoir obtenir
une courbe identique. Les paramµetres utilis ¶essont donn¶estableau (3.1).

La comparaisondes ¯gures (3.13) et (3.14) nous a permis de valider qualitativ ement le
modµeleth¶eoriquequenousavonsd¶evelopp¶e. De plus, en vue du tr µesbon r¶esutat obtenu, nous
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Fig. 3.13 { Imp¶edanceacoustiqued'entr ¶eed'une trompette mesur¶eepar Lurton
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Fig. 3.14 { Imp¶edanceth¶eoriquede notre modµele
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r c Vc lb rb

Rayon Volume Longueur Rayon
de la cuvette de la cuvette de la queue de la queue

8.5 mm 1.75 cm3 5.88 cm 2.5 mm

L 1 L 2 R0 RS

Longueur Longueur Rayon Rayon en
du tube droit du pavillon du tube droit sortie du pavillon

1.25 m 0.45 m 5mm 6.6cm

Tab. 3.1 { Paramµetres de l'instrument mod¶elis¶e

pourrions alors envisager d'¶etendre notre modµele µa des g¶eom¶etries d'instruments plus com-
plexes: malgr¶e l'hypothµesedesym¶etrie der¶evolution qui entoute rigueur interdit demod¶eliser
destubesenroul¶es,nos r¶esultats sont tr µesprochesde mesuresexp¶erimentales r¶ealis¶eessur un
vrai instrument avec tube enroul¶e. D¶esormais,grâceµa notre modµele th¶eoriquenous pouvons
observer l'e®et d'une modi¯cation (virtuel le) desparamµetresde l'instrument sur l'imp ¶edance
totale.

E®et de l'em bouchure L'imp ¶edanceacoustique du r¶esonateur sans embouchure (tub e
droit et pavillon), est repr¶esent¶eeen ¯gure (3.16). On y observe que le r¶esonateurproduit des
pics correspondant aux di®¶erents modesavecune amplitude d¶ecroissante. En la comparant µa
l'imp ¶edancetotale de l'instrument on comprend alors que l'embouchure donne µa la r¶eponse
fr¶equentielle son enveloppe spectrale, avec une r¶esonanceentre 500 et 1000Hz pour la trom-
pette. Les courbesde la ¯gure (3.16) montrent l'e®et de deux embouchures di®¶erentes sur le
mêmer¶esonateur,l'une de trompette l'autre de trombonne.

r c Vc lb rb

Rayon Volume Longueur Rayon
de la cuvette de la cuvette de la queue de la queue

trompette 8.5 mm 1.75 cm3 5.88 cm 2.5 mm
trombonne 12 mm 5.6 cm3 5.8 cm 3.2 mm

Tab. 3.2 { Paramµetres desembouchures de la ¯gure (3.16)

E®et de la longueur du pavillon Maintenant, en gardant l'embouchure de trompette,
faisonsvarier la longueur du pavillon, µa longueur totale L tot constante et µa rayon de sortie RS

constant. La ¯gure (3.18) montre le rapport de la fr¶equenceFk de chaquemode k par rapport
µa safr¶equenceid¶ealis¶ee,F ¤

k = kF ¤
0 oµu k est impair et F ¤

0 = c0=(4L tot ), qui sont cellesd'un tube
droit ferm¶e-ouvert sanspertes. Avecune longueur de 1.7m, on obtient F ¤

0 = 50Hz, les modes
id¶eaux sont alors aux fr¶equencesmultiples impaires de F ¤

0 , car on a un tube ferm¶e-ouvert :
50, 150, 250, 350, 450... On observe alors que plus le r¶esonateur est proche d'un pavillon
seul (courbe cyan pointill ¶ee), c'est µa dire L 1 ¿ L 2, plus l'imp ¶edanceest inharmonique, alors
que pour L 1 À L 2 les modes sont d'avantage harmoniques. La longueur du pavillon µa RS

constant accrô³t donc l'inharmonicit ¶e.
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Fig. 3.16 { Imp¶edancesacoustiques.Courbe 1 : Imp¶edancedu r¶esonateurseul, Courbe2 :
Imp¶edancede l'instrument avec une embouchure de trompette, Courbe 3 : Imp¶edancede
l'instrument avec une embouchure de trombonne
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Fig. 3.17 { Imp¶edances acoustiques pour di®¶erents r¶esonateurs. R¶esonateur 1 (bleu),
r¶esonateur2 (vert) et r¶esonateur3 (cyan) (cf. tableau (3.3) pour les paramµetres).
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Fig. 3.18 { Inharmonicit ¶e des modes. Courbe 1 : Rapport des fr¶equencesdes modes des
r¶esonateurs (Fk ) par rapport au multiple de la fr¶equencefondamentale F ¤

0 . Courbe 2 :
G¶eom¶etrie desr¶esonateurs.

r¶esonateur: 1 (bleu) 2 (vert) 3 (cyan)
L 1 (tub e droit) 1.6 m 1.25 m 0.1 m
L 2 (pavillon) 0.1 m 0.45 m 1.6 m

Tab. 3.3 { Paramµetres desr¶esonateursde la ¯gure (3.17)

3.4 Ecriture d'une structure adapt ¶ee µa la simulation temp o-
relle

3.4.1 Pr ¶esentation du probl µeme de simulation

En observant le branchement de deux quadripôles successifsdans la structure pr¶esen-
t¶ee en ¯gure (3.5), on observe des bouclessansretard. Or num¶eriquement, pour calculer la
sortie Á¡

n d'un quadripôle µa l'instant n, nousavonsbesoinde connâ³tre l'entr ¶eeÁ+
n µa l'instant

n. Mais celle-ci d¶epend justement de la donn¶ee Á¡
n , en raison de la boucle sans retard. La

simulation est par cons¶equent irr ¶ealisable avec la structure telle qu'elle est d¶e¯nie. Pour
r¶esoudrece problµeme, nous devons r¶ecrire alg¶ebriquement la structure en d¶eterminant de
nouveaux quadripôles, s¶epar¶es par des retards. Puisque la fonction T(s) possµede un retard
pur en facteur (T(s) = eT(s) e¡ ¿s, cf. x1.3.4) les retards nousservant µa s¶eparer lesquadripôles
proviennent de la propagation µa travers les tron»cons.

Jonction de deux quadrip^oles de transfert

Voyons,dansle casde la jonction desdeux quadripôlesde transfert Qtube et Qpav comment
r¶esoudrele problµeme. En exprimant alg¶ebriquement Á(s)+ et Á(s)¡ en fonction de u(s) la
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Fig. 3.19 { Boucle sansretard au branchement de deux quadripôles

sortie de la fonction de transmission T1 du tube droit et de y(s) la sortie de la fonction de
transmission T2 du pavillon, nouspouvons d¶eterminer le quadripôle J de la jonction de deux
quadripôlesde transfert. La ¯gure (3.20) illustre le d¶ebouclage,[TD06].
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Fig. 3.20 { D¶ebouclageµa la jonction de deux quadripôlesde transfert

On obtient les expressionssuivantes :

Á¡ (s) =
1

¢( s)
[R2(s)u(s) + y(s)] ; (3.18)

Á+ (s) =
1

¢( s)
[u(s) + R1(s)y(s)] ; (3.19)

avec :

¢( s) = 1 ¡ R1(s)R2(s): (3.20)

Jonction d'un quadrip^ole de transfert et d'un quadrip^ole de conversion

A l'entr ¶eeou µa la sortie du tube, lesdeux quadripôlesde conversionpermettent de passer
de l'¶etat acoustique(Ã+ , Ã¡ ) µa l'¶etat (P, V ), ou inversement. Ici lesquadripôlesdeconversion
ne contiennent pas de retard, ainsi au lieu de d¶e¯nir un quadripôle de jonction J ins¶er¶e entre
deux retards purs, nous d¶e¯nissons les quadripôles de conversion du systµeme d¶eboucl¶e. Le
d¶ebouclagede la châ³ne complµete du tube est repr¶esent¶ee¯gure (3.21). On y voit apparâ³tre
lesquadripôlesC i et Co de conversiondu sytµemed¶eboucl¶e, respectivement en entr ¶eedu tube
et en sortie, d¶e¯nis ¯gure (3.22), avec ³ 0 = c0r 0(0)=r(0), ³L = c0r 0(L )=r(L ) et Zc = ½c0.
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Jonction de quadrip^oles sans retards purs

Les deux quadripôlesd¶e¯nis pr¶ec¶edemment, C i et Co , sebranchent respectivement sur le
quadripôle de l'embouchure Emb et sur le quadripôle du rayonnement Z r ay . Or aucun de ces
quadripôlesne contient de retard. De mêmele quadripôle de conversion avant l'embouchure,
Ce, ne contient pas de retard. La simulation num¶erique en temps r¶eel n¶ecessiteque tous
les quadripôles simul¶es soient s¶epar¶es par des retards purs. A¯n de ne pas avoir de boucles
in¯nies, nous avons dû faire fusionner ces quadripôles. Nous calculons alg¶ebriquement les
quadripôlessuivant : B qui rassemble Ce, Emb et C i , et le quadripôle R ay qui rassemble C i

et Zr ay .
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3.4.2 D¶etails des quadrip^oles de la structure simulable

Nous donnonsici le cataloguede toutes les fonctions de transfert de la structure complµete
adapt¶eeµa la simulation temporelle.

Quadrip^ole J

La d¶ecomposition des fonctions de transfert, expliqu¶ee en x1.3.4, permet d'exhiber les
retards et d'¶ecrire T et R sousforme de systµemesboucl¶es faisant apparâ³tre les fonctions E
et D . Le quadripôleJ estd¶e¯ni en fonction desfontions R1, R2 eT1, eT2 et ¢ ¡ 1 = (1 ¡ R1R2)¡ 1.
En d¶eveloppant ¢ ¡ 1 en systµemesboucl¶es,on observe µa nouveaudesbouclessansretard, pour
r¶esoudreceproblµemenousd¶ecomposons¢( s) ¡ 1 µa partir desexpressions(1.18), et remettons
la fonction sousforme d'un systµemeboucl¶e simple.

¢( s)¡ 1 =
1

1 ¡ R1(s)R2(s)
;

=
1

1 ¡ M R 1 (s)+ N R 1 (s) e¡ 2¿1s

1¡ K 1 (s) e¡ 2¿1s
M R 2 (s)+ N R 2 (s) e¡ 2¿2s

1¡ K 2 (s) e¡ 2¿2s

;

=
N¢ (s)

1 ¡
¡
K 0

¢ (s) e¡ ¿1s + K 00
¢ (s) e¡ ¿2s + K 000

¢ (s) e¡ (¿1+ ¿2 )s
¢ (3.21)

avec :

N¢ (s) =

¡
1 ¡ K 1(s) e¡ 2¿1s

¢¡
1 ¡ K 2(s) e¡ 2¿2s

¢

1 ¡ M R2(s)M R1(s)
(3.22)

K 0
¢ (s) =

K 1(s) + NR1(s)M R2(s)
1 ¡ M R2(s)M R1(s)

(3.23)

K 00
¢ (s) =

K 2(s) + NR2(s)M R1(s)
1 ¡ M R2(s)M R1(s)

(3.24)

K 000
¢ (s) =

NR1NR2 ¡ K 1(s)K 2(s)
1 ¡ M R2(s)M R1(s)

(3.25)

La multiplication par eT1(s) et eT2(s) µa gauche et µa droite du quadripôle permet de sim-
pli¯er (1 ¡ K k (s) e¡ 2¿k s) pour k 2 f 1; 2g, dans N¢ (s), en factorisant la boucle restant, nous
d¶e¯nissons les facteurs desentr ¶eesF + (s) et F ¡ (s) d¶e¯nis par les ¶equations (3.26) et (3.27).
On obtient ¯nalement pour le quadripôle J une d¶ecomposition oµu les retards sont exhib¶es,
sansbouclesin¯nies. La structure est repr¶esent¶ee¯gure (3.24).

F + (s) =
fT1(s)N¢ (s)

1 ¡ K 2(s) e¡ 2¿2s =
NT 1(s)

1 ¡ M R2(s)M R1(s)
(3.26)

F ¡ (s) =
fT2(s)N¢ (s)

1 ¡ K 1(s) e¡ 2¿1s =
NT 2(s)

1 ¡ M R2(s)M R1(s)
(3.27)

Pour le quadripôle J, les fonctions de transfert µa simuler sont :
F + , F ¡ , K 0

¢ , K 00
¢ , K 000

¢ , K 1, K 2, NR1, NR2, M R1 et M R2.

oµu l'indice (1 ou 2), sp¶eci¯e le tron»con qui paramµetrise lesfonctions, (1) pour le tube droit
ou (2) pour le pavillon.
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Fig. 3.24 { D¶etails du quadripôle simulable J

Quadrip^ole B

La fabrication du quadripôleB estplus d¶elicatepuisquecequadripôleest la fusion de trois
autres. Le d¶etail de B s'obtient en exprimant lessortiesde l'ensemble en fonction desentr ¶ees.
Pour ce faire nous appliquons successivement, 2 fois, la transformation de 2 quadripôles
concat¶en¶esA; B en un quadripôle ¶equivalent C donn¶e par la ¯gure (3.25) :
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Fig. 3.25 { Fusion de deux quadripôles

C11 = A11 +
A12B11A21

1 ¡ A22B11
; (3.28)

C12 =
B12A12

1 ¡ A22B11
; (3.29)

C21 =
A21B21

1 ¡ A22B11
; (3.30)

C22 = B22 +
B12A22B21

1 ¡ A22B11
: (3.31)

En raison de la complexit¶e desexpressionsµa manipuler, nous avons utilis ¶e le calculateur
symbolique Maple qui nous a produit desexpressionssimpli¯ ¶eesqui exhibent les retards des
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modulesde B . Pour r 0(l = 0) = 0, on obtient ¯nalement l'ensemble desfonctions de transfert
µa simuler pour le quadripôle B (cf. ¯gure (3.26).

B11(s) =
M b11(s) + Nb11(s) e¡ 2¿1s

1 ¡ K b(s) e¡ 2¿1s ; (3.32)

B12(s) =
Nb12(s)

1 ¡ K b(s) e¡ 2¿1s ; (3.33)

B21(s) =
M b21(s) + Nb21(s) e¡ 2¿1s

1 ¡ K b(s) e¡ 2¿1s ; (3.34)

B22(s) =
Nb22(s)

1 ¡ K b(s) e¡ 2¿1s ; (3.35)

avec :

K b(s) =
(E2(s)Yc + 1) NR1(s) + (E2(s)Yc ¡ 1) K 1(s)

d(s)
; (3.36)

d(s) = (E2(s)Yc ¡ 1) + (E2(s)Yc + 1) M R1(s); (3.37)

Nb22(s) =
(E2(s)Yc + 1) NT 1(s)

d(s)
; (3.38)

Nb21(s) = r 0
E1(s)K 1(s)

d(s)
; (3.39)

M b21(s) = ¡ r 0
E1(s)
d(s)

; (3.40)

Nb12(s) =
2Yc

r0

E3(s)NT 1(s)
d(s)

; (3.41)

Nb11(s) =
£

(YcE1(s)E3(s) ¡ (E2(s)Yc + 1) E4(s)) NR1(s)

+ (YcE1(s)E3(s) ¡ (E2(s)Yc ¡ 1) E4(s)) K 1(s)
¤
=d(s); (3.42)

M b11(s) =
£

(YcE1(s)E3(s) ¡ (E2(s)Yc + 1) E4(s)) M R1(s)

+ (¡ YcE1(s)E3(s) + (E2(s)Yc ¡ 1) E4(s))
¤
=d(s); (3.43)

et :

E1(s) =
2

1 + s¿c
(3.44)

E2(s) = ¡ S0
(¿c=Ca) + (Ra¿c + M a) s + M a¿cs2

1 + s¿c
; (3.45)

E3(s) =
S0

Sc

Zc

1 + s¿c
; (3.46)

E4(s) =
1 ¡ s ¿c

1 + s¿c
; (3.47)

(3.48)

oµu ¿c = ZcCa
Sc

, S0 et Sc sont les sectionsdu tube droit et de la cuvette de l'embouchure,
et Yc = 1=(Zc).

Pour le quadripôle B , les fonctions de transfert µa simuler sont :
K b, Nb11, M b11, Nb12, Nb21, M b21 et Nb22.
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Quadrip^ole R ay

En cequi concernele quadripôle R ay , on procµedede la mêmemaniµerequepr¶ec¶edemment.
Le casestplus simplepuisquenousn'avonsquedeux quadripôlesµa fusionneret quela pression
retour dans le pavillon est n¶eglig¶ee.

Tr ay(s) =
NT S

1 ¡ K S(s) e¡ 2¿2s (3.49)

Rr ay(s) =
NRS

1 ¡ K S(s) e¡ 2¿2s (3.50)

avec :

K S(s) =
£

((H (s) + 2)YcZr ay(s) ¡ 1) NR2(s)

¡ ((H (s) + 2)YcZr ay(s) ¡ 1) K 2(s)
¤
=d(s); (3.51)

d(s) = (¡ (H (s) + 2)YcZr ay(s) + 1) M R2(s) ¡ (H (s)YcZr ay(s) ¡ 1) ; (3.52)

NT S(s) =
2YcZr ay(s)NT 2(s)

rL d(s)
; (3.53)

NRS(s) =
((H (s) + 2)YcZr ay(s) ¡ 1) NT 2(s)

d(s)
; (3.54)

oµu H (s) = (s + c0r 0(L )=r(L ))=s et Yc = 1=Zc.
Pour le quadripôle B , les fonctions de transfert µa simuler sont :
K S, NRS et NT S.

3.4.3 V ¶eri¯cation de la nouv elle structure par calcul d'imp ¶edance

A ce stade, il est utile d'utiliser le calcul d'imp¶edancede l'instrument complet avec la
nouvelle structure et de la comparer au modµele th¶eoriqueexact de la structure initiale (avec
bouclesinstantan¶eesin¯nies), cf. ¯gure(3.5). On trouveuneerreur relativemoyennede l'ordre
de10¡ 16, cequi signi¯e quele nouveaumodµeleestvalide : l'in¯me di®¶erenceprovient d'erreurs
de calculs en °ottan ts dont la r¶esolution de la mantisse est pr¶ecis¶ement 2¡ 52 ¼ 2:22£ 10¡ 16.

55



PSfrag replacements
K s(s) e¡ 2¿2s

NRS(s)

NT S(s)

Ps

Fig. 3.27 { D¶etails du quadripôle simulable Ray

0 500 1000 1500
0

2

4

6

8

10

12

14

16

erreur relative moyenne : 
3.4021e�16

Ancienne structure
Nouvelle structure

PSfrag replacements

Fr¶equencef en Hertz

j
Z

(f
)j

10
¡

7

Fig. 3.28{ Comparaisondesimp¶edancescalcul¶eespar l'ancienne et par la nouvelle structure

56



Chapitre 4

Appro ximation et r¶ealisation du
mo dµele appro ch¶e
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Maintenant que la structure simulable est d¶etermin¶ee (cf. partie 3.4), et que tous les
outils n¶ecessairesµa l'approximation num¶erique sont connus (cf. partie 2), nous sommesen
mesurede r¶ealiser l'approximation globale de l'instrument dans le but de simuler le systµeme
num¶eriquement. Les sch¶emas d¶etaillant les quadripôles du modµele contiennent des sous-
fonctions et des retards. Comme nous l'avons expliqu¶e en x2.2.1, si ces fonctions v¶eri¯ent
certaines conditions, alors elles admettent une repr¶esentation di®usive que nous pouvons
approximer en un systµeme de dimension ¯nie. Si elles ne les remplissent pas, alors nous
pouvons dans certains cas les ¶etendre par d¶erivation et repr¶esenter leur extension par une
repr¶esentation di®usive. Nous verrons dans un premier temps quelles fonctions admettent
une repr¶esentation di®usive et quellessont cellesqui ne le peuvent pas, puis nous r¶ealiserons
leur approximation en temps continu et nous compareronsl'imp ¶edancede l'instrument com-
plet par le modµele approch¶e µa celle de l'instrument exact (selon notre modµele th¶eorique).
En¯n nous num¶eriseronsles repr¶esentations di®usives et compareronsle r¶esultat simulable
au modµele exact.

4.1 Repr ¶esentations di®usiv es de notre mo dµele

Les fonctions que nous devons approximer sont d¶e¯nies en partie (3.4.2). Elles sont les
suivantes :

Quadripôle J : F + , F ¡ , K 0
¢ , K 00

¢ , K 000
¢ , K 1, K 2, NR1, NR2, M R1 et M R2.

Quadripôle B : K b, Nb11, M b11, Nb12, Nb21, M b21 et Nb22.

Quadripôle R ay : K S, NRS et NT S.

En ce qui concernele quadripôle J, rappelons que l'indice 1 ou 2 sp¶eci¯e le tron»con qui
param¶etrise les fonctions, (1) pour le tube droit ou (2) pour le pavillon.

En toute rigueur, pour savoir si chacune de nos fonctions admet ou pas de repr¶esen-
tation di®usive, il faut calculer analytiquement ¹ (s) le long de chacune de leur coupure et
s'assurerqu'il v¶eri¯e le crit µere de convergence(eq. 2.8). Ici, vu la complexit¶e desexpressions
math¶ematiques,nous avons pu en faire l'¶economieen proc¶edant de la fa»con suivante :

(i) Premiµerement, nous avons v¶eri¯ ¶e que les coupuresne provoquent pas de singularit¶es
non int¶egrables,ou ques'il enexiste,qu'ellesrepr¶esentent despôles.Par exemple,lesfonctions
de l'embouchure ont trois singularit¶essur R¡ , mais celles-ciproviennent desfonctions Ek (s)
pour k 2 f 1; 2; 3; 4g (cf. x3.4.2) au d¶enominateur, ellessont de typespôles,et ne proviennent
pasdesrepr¶esentations di®usives.Nous devronsdonc lors de l'approximation placer despôles
µa cesendroits pr¶ecis, en plus de ceux r¶epartis de fa»con logarithmique le long des coupures,
et calculer le poids ¹ j par optimisation, commeles autres. En r¶esum¶e, nous venonsde parler
de la v¶eri¯cation du crit µere (2.8) pour tout intervalle ¯ni de R¡ dans le casde la coupuresur
R¡ , ou sur sk + R¡ entier pour les autres coupureshorizontales. Nous avons pu v¶eri¯er que
nos fonctions ne posent pas ce type de problµeme.

(ii) Deuxiµemement il reste µa v¶eri¯er la convergencede l'in t¶egral µa l'in¯ni. Pour ce faire,
nous avons exprim¶e le d¶eveloppement asymptotique de chacune de nos fonctions quand
jsj ! 1 . Prenons l'exemple de M R (s) = ¡ E(s) = ¡ c0 ¡( s)¡ s

c0 ¡( s)+ s . Calculons le d¶eveloppement
asymptotique de ¡( s) quand jsj ! 1 :

58



¡( s) =

s µ
s
c0

¶ 2

+ 2"
µ

s
c0

¶ 3=2

+ ¨ =
s
c0

s

1 + 2"

r
c0

s
+ ¨

³ c0

s

´ 2

=
s
c0

p
1 + u =

s
c0

·
1 +

u
2

¡
u2

8
+ O(u3)

¸
pour u ! 0;

=
s
c0

+ "
r

s
c0

+ O(1);

pour jsj ! 1 . Ainsi, en rempla»cant ¡( s) par son d¶eveloppement asymptotique dans
l'expressionde M R (s), nous obtenons:

M R (s) = ¡ E(s) = ¡
c0¡( s) ¡ s
c0¡( s) + s

= ¡
c0

h
s
c0

+ "
q

s
c0

+ O(1)
i

¡ s

c0

h
s
c0

+ "
q

s
c0

+ O(1)
i

+ s

= ¡
"
p

c0s + O(1)
2s + "

p
sc0 + O(1)

= ¡
1
2s

"
p

c0s + O(1)

1 + "
p

c0

2
p

s + O( 1
s )

= ¡
1
2

"
p

c0p
s

+ O(
1
s

): (4.1)

Ce d¶eveloppement de M R (s) montre, d'aprµes 2.5, que ¹ (s) v¶eri¯e bien le crit µere quand
jsj ! 1 . En proc¶edant de même, nous d¶emontrons que les autres fonctions µa simuler ad-
mettent aussi une repr¶esentation di®usive, except¶ee M b11(s) dont le d¶eveloppement asymp-
totique en l'in¯ni est :

M b11(s) = 1 + O(
1
s

): (4.2)

Cependant sonextensionpar d¶erivation M̧ b11(s) = (M b11(s) ¡ M b11(0))=s admet bien une
repr¶esentation di®usive. Nous devons donc ¶etendre M b11 par d¶erivation pour la simuler.

4.2 Appro ximation des repr ¶esentations di®usiv es

Lors de l'approximation de chacune des fonctions, nous avons dû d¶eterminer le nombre
de pôlesdu modµele µa placer sur les coupuresde sorte µa avoir une approximation acceptable.
Cespôlessont r¶epartis de fa»con logarithmique, commeil est expliqu¶e x2.3. Notons que plus
le nombre de pôlesaugmente plus le modµeleapproch¶e serapproche naturellement du modµele
exact, mais plus la simulation n¶ecessitede ressourcesCPU. La d¶etermination du nombre de
pôles est donc une ¶etape longue puisqu'elle est r¶ealis¶ee empiriquement. Ajoutons que, a¯n
de r¶eduire le temps de calcul en temps r¶eel, nous avons group¶e les fonctions ayant la même
entr ¶ee,a¯n de ne simuler qu'une fois lessystµemesdu premier ordre (2.51et 2.52)desfonctions
du groupe, puis l'application despoids (2.53) sefait fonction par fonction. Ainsi, nous avons
dû placer les mêmespôlespour toutes les fonctions d'un mêmegroupe. Par exemplepour le
quadripôle J, nous avons group¶e les fonctions : M R1, NR1 et K 1, voir ¯gure (3.24).
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Ajoutons que certaines fonctions pr¶esentent des pôles naturels ne provenant pas des
repr¶esentations di®usives. Nous avons donc dû placer ces pôles et calculer leur poids par
optimisation (simultan¶ement µa ceux r¶epartis le long descoupures).Voyons le r¶esultat obtenu
(cf. ¯gures (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4)) sur deux de nosfonctions de transfert : K 2(s) et M b11(s)
(cf. annexe(A) pour les diagrammesde Bode desautres fonctions).

Calcul de l'imp ¶edance appro ch¶ee Pour valider les approximations, une chose impor-
tante µa faire est de v¶eri¯er l'imp ¶edancede l'instrument et les fonctions de transmission et
de r¶e°exion, a¯n d'appr¶ecier qualitativ ement l'approximation globale du modµele. Les ¯gures
(4.5) et (4.6) montrent les r¶esultats.

Les ¯gures (4.5) et (4.6) nous permettent de valider qualitativ ement le systµeme global
pour les fr¶equencesqui nous concernent. Remarquonsque le seul¶ecart important est en tr µes
bassesfr¶equences,nous reviendrons sur ce problµemeen x4.3.
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Fig. 4.5 { Imp¶edanceexacteet approch¶eede l'instrument
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4.3 Mise en forme des systµemes discrets

Maintenant que les fonctions sont approxim¶eesdans le domaine de Fourier, nous avons
besoin de mettre en forme les systµemesdiscrets µa partir des modµelescontinus obtenus (cf.
x2.3.2). Puisque l'in terpolation d'ordre z¶ero, donne de mauvais r¶esultats, nous pr¶ef¶eronsuti-
liser une interpolation lin¶eaire qui att ¶enue le repliement spectral par rapport µa un BoZ. Les
¯gures (4.7) et (4.8) montrent le r¶esultat de la r¶eponsefr¶equentielle dessystµemesdiscretspar
cette interpolation lin¶eaire de l'entr ¶ee,¶echantillonn ¶eeµa 44100Hz.
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Fig. 4.7 { Diagramme de Bode de la fonction K 2(s), exacte et approch¶ee en continu et en
discret
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Fig. 4.8 { Diagramme de Bode de la fonction M b11(s), exacteet approch¶eeen continu et en
discret

Calcul de l'imp ¶edance appro ch¶ee De la mêmefa»con,nouscalculonsl'imp ¶edanced'entr ¶ee
de l'instrument via son modµele discret, ce qui nous permet de valider le systµemeentier dans
le domaine fr¶equentiel.

Probl µeme en basses fr ¶equences L'¶ecart en bassefr¶equencea une double cause.D'une
part le vecteur de l'optimisation f H (! n )g1· n· N commenceµa 20Hz (! 1 = 20 £ 2¼), donc
l'optimisation ne garantit rien dans les infra-sons.D'autre part, mêmeen ¶etendant le vecteur
d'optimisation, l'approximation ne peut pas se rapprocher su±samment du modµele exact :
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Fig. 4.9 { Imp¶edanceexacteet approch¶ee(en continu et en discret) de l'instrument
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Fig. 4.10 { Fonctions de transfert de r¶e°exion et de transmission de l'instrument, exacteset
approch¶eesen continu et en discret

plusieurs fonctions de transfert ont desd¶eriv¶eesin¯nies en 0, ceque notre systµemede dimen-
sion ¯nie nepeut r¶esoudre.Nouspourrions penserqueceph¶enomµeneen tr µesbassesfr¶equences
a peu d'incidencesur notre perception. Mais lors de la simulation temporelle l'embouchure du
systµemecommuniquera avecun systµememod¶elisant les lµevres(pas ¶etudi¶e ici) et une r¶e°exion
de gain en retour sup¶erieur µa 1 risque de provoquer une instabilit ¶e. Pour corriger simplement
ce problµeme, nous avons choisi d'utiliser un ¯ltre lin¶eaire passe-hautdont la fr¶equencede
coupure est de 15Hz environ. Le ¯ltre choisi, et que nous appliquerons en temps r¶eel sur le
signal de la pressionretour, est un ¯ltre de Butterw orth du quatriµemeordre. Grâceµa ce¯ltre,
la r¶eponsefr¶equentielle de la fonction de r¶e°exion ne d¶epassejamais 1 en gain. Une solution
qui pourrait être satisfaisante seraesquiss¶eeen perspective.
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Fig. 4.11{ Courbes(1)Module desr¶e°exions exacte,approch¶eeet approch¶eeaveccorrection
par un ¯ltre passe-haut.Courbe(2) Module du ¯ltre de correction.
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Fig. 4.12 { Phasedesr¶e°exions exacte,approch¶eeet approch¶eeavec correction par un ¯ltre
passe-haut.En raison de l'utilisation d'un ¯ltre ARMA, bien que le module atteigne rapide-
ment 1, la phasequant µa elle est modi¯ ¶eejusqu'µa 80Hz environ, cequi est g¶enant µa l'audition
lors desphasestransitoires. L'utilisation d'un ¯ltre de Cauer pourrait probablement att ¶enuer
ce d¶ephasage.
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4.4 R¶ealisation num ¶erique et simulation temp orelle

Nous avons r¶ealis¶e un programme sous matlab permettant d'approximer chacune des
fonctions µa simuler, µa partir du pro¯l de l'instrument contenu dansun script. L'approximation
et la num¶erisation desfonctions produisent lescoe±cients des¯ltres num¶eriques: f aj g1· j · J ,
f a0

kg1· k· K , f bj g1· j · J , f b0
kg1· k· K , f pj g1· j · J , f p0

kg1· k· K et c (cf. x2.3.2). La simulation
num¶eriquemiseen oeuvred¶ebute par la construction de chaque¯ltre et de chaquequadripôle
en r¶ecup¶erant cescoe±cients. Par manque de temps, nous n'avons pas encorepu connecter
notre modµeled'instrument au modµelede lµevres(cf. [Ver00]), nousn'avonsdonc paspu r¶ealiser
de synthµesesonoreµa proprement parl¶e. Cependant pour valider la faisabilit¶e du temps-r¶eel µa
partir du travail e®ectu¶e lors du stage,nousavonsr¶ealis¶e un systµemesynth¶etisant lesr¶eponses
f Ps(n)gn2 Z (pressionen sortie du pavillon) et f P ¡

e (n)gn2 Z (pressionretour de l'embouchure)
µa partir d'un signal f P +

e (n)gn2 Z (pressionaller dans l'embouchure).
Nous avons programm¶e cette simulation sousMatlab et en langageC. Nous avons ainsi

pu calculer num¶eriquement les r¶eponsesimpulsionnelles d'un instrument de type trompette
naturelle, qui nous ont permis, µa l'aide d'une transform¶ee de Fourier calcul¶ee sousmatlab,
d'¶evaluer dansle domainefr¶equentiel la qualit¶e de notre simulation en comparant lesr¶eponses
fr¶equentielles du systµemeexact et µa cellesdu modµele approch¶e (du domaine fr¶equentiel). Les
r¶eponsesimpulsionnelles du systµeme mod¶elisant une trompette naturelle (cf. tableau (3.1)
pour les paramµetres de l'instrument) sont pr¶esent¶ees ¯gure (4.14) et la comparaison des
r¶eponsesfr¶equentielles de RT (f ) et de TT (f ) sont pr¶esent¶ee ¯gure (4.15). On remarque que
lesr¶eponsesimpulsionnellestendent versz¶eroenquelquesmillisecondes.De plus, on remarque
que le ¯ltre passe-hautpermet de retrouver une r¶e°exion µa l'embouchure de gain inf¶erieur µa
1. Ceci permettra d'assurer la stabilit ¶e du systµemeconnect¶e au module des lµevres.
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Conclusion
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R¶esum¶e du tra vail e®ectu¶e et des r¶esultats obten us

Aprµes avoir vu tous les outils physiqueset math¶ematiquesutilis ¶es, nous avons pr¶esent¶e
successivement la fabrication de la structure mod¶elisant l'instrument et l'approximation des
fonctions de transfert pour la simulation num¶erique. La principale di±cult ¶e du travail a ¶et¶e
de rendre simulable le modµele th¶eorique (suppressiondes boucles instantan¶eessansretard,
exhibition desretards dans les sous-systµemes,approximation en systµemesde dimension ¯nie
et num¶erisation desfonctions de transfert). Mais nousavons pu grâceµa une comparaisondes
imp¶edancesde l'instrument µa chaque¶etape du d¶eveloppement, valider l'approche.

Une version temps-r¶eel de la simulation num¶erique a ¶et¶e d¶evelopp¶ee en langage C µa
la ¯n du stage, et a ¶et¶e impl¶ement¶ee dans le logiciel de synthµesesonore PureData. Cette
impl¶ementation nous permet de calculer en temps-r¶eel la r¶e°exion et la transmission du
systµemeµa un signal d'entr ¶eequelconque.Cependant, par manquede temps, nousn'avonspas
pu brancher le modµele de lµevres.

Perspectiv es

Le travail est loin d'être ¯ni. Avant de pouvoir simuler tout type d'instruments de cuivre
avec une con¯guration plus complexe,il seran¶ecessairede d¶evelopper le modµele :

- Premiµerement, le modµele ¶etudi¶e dans le document concernela propagation lin¶eaire des
ondesacoustiques,mais lorsque les ondessonoresdans le conduit acoustiquesont su±sam-
ment fortes, il apparâ³t desnon-lin¶earit¶esdans la propagation. Ce ph¶enomµeneest appel¶e e®et
de cuivragedansle casdescuivres,et sasimulation permet de rendre la qualit¶e de la synthµese
plus convaincante. Le modµele µa temps discret existe d¶eja, mais il est n¶ecessairede l'inclure
dans notre modµele.

- Deuxiµemement, nous ne nous sommespas int¶eress¶esaux courburesn¶egatives,ce qui est
n¶ecessairepour envisager la simulation de tout type de g¶eom¶etrie. Ceci n¶ecessiterade d¶e¯nir
un autre ¶etat que (Ã+ , Ã¡ ), car celui-ci n'assure pas la stabilit ¶e des fonctions de transfert
pour destubesµa courbure n¶egative.

- Troisiµemement, puisquele d¶eveloppement en s¶erie enti µeredesfonctions de transfert R(s)
et T(s) sont despolynômesde ¡( s)2, il est alors possiblede retirer les deux coupuresautres
que R¡ et ainsi diminuer la complexit¶e du systµeme. Ceci pourra se faire en d¶ecomposant
les fonctions de transfert de r¶e°exion et de transmission des tron»cons,R(s) et T(s), µa l'aide
d'un d¶eveloppement en s¶erie enti µereavec rayon de convergencein¯ni, lors de la recherche des
op¶erateurs sansretards et de l'exhibition desretards.

- Quatri µemement, il serait bien d'utiliser une solution plus propre pour ¶eviter le gain
sup¶erieur µa 1 en bassesfr¶equencespour la fonction de r¶e°exion totale du r¶esonnateur.Nous
avons constat¶e que bien que les fonctions µa approximer ont des valeurs ¯nies en basses
fr¶equences,certainesd'entre ellesont desd¶eriv¶eespremiµeresin¯nies en 0, cequenousne pou-
vons pas simuler avec nos approximations, et ce sont cespetites di®¶erencesqui provoquent
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les problµemesen bassesfr¶equences.Un moyen de r¶esoudrece problµeme serait d'imp oser un
comportement faux en bassesfr¶equencessur les fonctions de transfert qui ont une d¶eriv¶ee
ini¯nie, mais qui permet par combinaison aveclesautres fonctions de transfert de la structure
de donner un r¶esultat coh¶erent.

- En¯n, il est utile de mod¶eliser les pistons d'une trompette, a¯n de pouvoir modi¯er la
longueur du tube et donc la note de l'instrument. Ceci permettrait de jouer toutes les notes
de la gammechromatique.
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Annexe A

Diagrammes de Bo de des Fonctions
simulables

Lescourbesdesfonctions exactessont repr¶esent¶eesenbleu traits plein, enrougepointill ¶e(-
.) sont repr¶esent¶eesleur approximation dansLaplace,et encyan pointill ¶e ({) sont repr¶esent¶ees
les r¶eponsesimpulsionnelles des modµelesdiscrets avec une interpolation lin¶eaire et avec un
taux d'¶echantillonnage de 44100Hz.
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Fig. A.1 { Diagramme de
Bode de K b(s)
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Fig. A.2 { Diagramme de
Bode de M b11(s)
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Fig. A.3 { Diagramme de
Bode de Nb11(s)
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Fig. A.4 { Diagramme de
Bode de M b21(s)
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Fig. A.5 { Diagramme de
Bode de Nb21(s)
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Bode de Nb12(s)
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Fig. A.7 { Diagramme de
Bode de Nb22(s)
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Bode de K S(s)
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Fig. A.9 { Diagramme de
Bode de K T S(s)
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Fig. A.10 { Diagramme de
Bode de K RS(s)
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Fig. A.11 { Diagramme de
Bode de F + (s)
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Fig. A.12 { Diagramme de
Bode de F ¡ (s)
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Annexe B

Symboles Math ¶ematiques et
Constan tes Physiques

Voici la signi¯cation dessymbols math¶ematiquesutilis ¶esdans le document et les valeurs
desconstantes physiquesque nous avons utilis ¶ees:

Symbol : @x = @
@x

Nom : D¶eriv¶eepartielle par rapport µa x

Tab. B.1 { Tableau dessymbolesmath¶ematiques

Symbol : c0 ½ ¹ · 0

Nom : c¶el¶erit¶e massevolumique viscosit¶e pertes
du son de l'air de cisaillement viscothermiques

Valeur : 344 1.2 1.8 10¡ 5 3.5 10¡ 4

Unit ¶e : m/s kg.m¡ 3 kg.s¡ 1.m¡ 1 m1=2

Tab. B.2 { Tableau desconstantes physiques
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Annexe C

Code Matlab de l'Optimisation

function [ mu_v, h_approx_v, cond_s ] = ...
OptimMu( omega_v, poles_v, fct, varargin )

%OptimMuApproximation des fonctions de transferts par optimisation.
%
% [mu_v, h_approx_v, cond_s] = OptimMu( omega_v, poles_v, fct, varargin )
%
% Approximation de la fonction de transfert fct par un nombre fini de
% pôles, poles_v. On utilise une optimisation par les moindres carr¶es avec
% une pond¶eration perceptive, sur les pulsations du domaine de Fourier,
% omega_v, avec paramµetres de r¶egularisation si n¶ecessaires.
%
% L'optimisation produit le vecteur mu_v contenant le poids de chaque pôle
% du modµele.
%
% La sym¶etrie est impos¶ee, l'optimisation ne n¶ecessite que les pôles µa
% partie imaginaire positive, leur conjugu¶e est automatiquement pris en
% compte.
%
% Remarque:
% Si la fonction est ¶etendue par d¶erivation, son ¶evaluation approch¶ee
% retourn¶ee par h_approx est en r¶ealit¶ e son extension par d¶erivation,
% H~breve, et les poids des pôles sont ceux de son extension, cad
% MUbreve.
%
% Remarque:
% Afin d' être clair et de correspondre µa l'article, le code n'est pas
% optimis¶e. Par exemple certaines matrices interm¶ediaires peuvent être
% r¶eduites.
%
% Paramµetres en entr¶ee :
% omega_v : pulsations du domaine de fourier. (vecteur ligne)
% Attention, les pulsations doivent être dans l'ordre, et la derniµere
% pulsation n'est pas directement utilis¶ ee.
% poles_v : position des pôles dans le plan complexe du modµele
% approch¶e. (vecteur ligne)
% Les pôles complexes doivent être µa partie imaginaire positive, leur
% conjugu¶e est automatiquement pris en compte.
% fct : label de la fonction de transfert µa optimiser.
% (syntaxe, "@nom_fonction"). Peut aussi être une fonction inline ou
% une cha³̂ne de caractµeres.
% varargin : paramµetres de la fonction de transfert (c'est µa dire du ou
% des tron»cons).
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%
% Paramµetres de sortie :
% mu_v : poids associ¶es µa chaque pôle du modµele. (vecteur ligne)
% h_approx_v : ¶evaluation de la fonction de transert approch¶ee dans le
% domaine de Fourier d¶efini par omega_v. (vecteur de même taille)
% cond_s : rapport des valeurs singuliµ eres min/max. (scalaire)
%
% date de cr¶eation : 23 mars 2005
% Auteur : ThomasH¶elie.
%
% derniµere modification : 28 mai 2005
% Auteur : R¶emi Mignot.
%

% S¶eparation des ksi (p ôles r¶eelles) et des gamma(p ôles complexes) :
ind_ksi_v = find( [ imag( poles_v ) == 0, 0 ] );
ind_gamma_v= find( [ imag( poles_v ) ~= 0, 0 ] );

ksi_v = poles_v( ind_ksi_v );
gamma_v= poles_v( ind_gamma_v);

% D¶efinition des constantes :
J = length( ksi_v(:) );
K = length( gamma_v(:) );
N = length( omega_v(:) ) -1;

% D¶efinition de la matrice M :
omega_m= repmat( omega_v(1:N).', [1 , max(J,K) ] );
ksi_m = repmat( ksi_v, [N , 1 ] );
gamma_m= repmat( gamma_v, [N , 1 ] );

M = .5*[ ...
2./( i*omega_m(:,1:J) - ksi_m ) ...

, ...
1./( i*omega_m(:,1:K) - gamma_m) ...

+ 1./( i*omega_m(:,1:K) - conj( gamma_m) ) ...
, ...

i./( i*omega_m(:,1:K) - gamma_m) ...
- i./( i*omega_m(:,1:K) - conj( gamma_m) ) ...

];
%

% Evaluation de la fonction de transfert exacte dans le domaine de Fourier:
H = Fct( fct, i*omega_v(1:N), varargin{:} ).'; % vecteur colonne

% Matrice de pond¶eration W:
%Attention la pond¶eration est paramµetr¶ee par H et non Hbreve!
mdw_v= sqrt( diff( log10( omega_v ) ) ).';
if( Fct(fct,'isExtended') == false ) wdh_v = 1./Sat( H, 80 );
else wdh_v = omega_v(1:end-1).'./Sat( H, 80 );
end

W= diag( sparse( mdw_v.* wdh_v ) );

% Si la fonction est ¶etendue par d¶erivation, on remplace H par Hbreve :
if( Fct(fct,'isExtended') == true )

H = ( H - Fct(fct,0,varargin{:}) )./(i*omega_v(1:end-1)).';
end
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%%%
% Premiµere diagonalisation sans r¶egularisation :

% Diagonalisation par valeurs singuliµ eres :
[ U, S, V ] = svd( real( (M'*W')*(W*M) ) );

% Rapport du conditionnement :
cond_s = min( abs( diag(S) ) ) / max( abs( diag(S) ) );

%%%
% Si mauvais conditionnement, on cherche les bornes pour la dichotomie :
if( cond_s < eps )

lambda_min = 0;
lambda = max( abs( diag(S) ) ) * eps;
while( 1 )

E = lambda * eye( J+2*K );
[ U, S, V ] = svd( real( (M'*W')*(W*M) + E ) );
cond_s = min( abs( diag(S) ) ) / max( abs( diag(S) ) );

% Si le conditionnement est OK, on stocke la valeur de lambda_max.
if( cond_s > eps )

lambda_max= lambda;
break;

% Sinon on remplace "lambda_min" et on incr¶emente lambda.
else

lambda_min = lambda;
lambda = lambda*2;

end
end

% Critµere d'arr^ et sur lambda :
precision = max(abs(diag(S)))*1e-20;

%%%
% Dichotomie pour rechercher le lambda optimale :
while( lambda_max- lambda_min > precision )

lambda = .5*( lambda_max+ lambda_min );

E = lambda * eye( J+2*K );
[ U, S, V ] = svd( real( (M'*W')*(W*M) + E ) );
cond_s = min( abs( diag(S) ) ) / max( abs( diag(S) ) );

if( cond_s > eps ) lambda_max= lambda;
else lambda_min = lambda;
end

end

% Diagonalisation avec le meilleur lambda :
E = lambda_max* eye( J+2*K );
[ U, S, V ] = svd( real( (M'*W')*(W*M) + E ) );

end

% Optimisation :
MU= ( V * inv(S) * U' ) * real( (M'*W')*(W*H) );

% ¶evaluation de la fonction de transert approch¶ee :
h_approx_v = M * MU;
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% Retour des poids dans l'ordre des pôles :
mu_v = zeros( size( poles_v ) );
mu_v( ind_ksi_v ) = MU( 1:J );
mu_v( ind_gamma_v) = MU( J+1:J+K ) + i*MU( J+K+1:J+2*K );

return;
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