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1. Introduction
1.1. Motivations

Cet article met en lumiére la maniere dont certains outésnéntaires de I'au-
tomatique permettent de résoudre des problemes de siorulaimérique de tubes
acoustiques réalistes utilisés pour la synthese sonoengostréel (par exemple d'in-
struments de musique a vent), mais aussi de réduire sigiviéiogent le colt de calcul.
Ces résultats présentent une pertinence applicative danedure ou le réalisme de la
synthése sonore nécessite précisément de recourir a dédesmiodn triviaux inclu-
ant I'’évasement d’'un profil de tube (on parle de perce) etite@n compte des pertes
visco-thermiques dues aux couches limites au voisinagpatess, qui font apparaitre
des opérateurs de dérivation fractionnaire.

Les modéles 3D et 2D avec des conditions aux frontiéresstéalsont beaucoup
trop complexe pour étre envisagés en synthese sonore t&mebpdls peuvent étre
réduits de facon efficace en une équation des ondes 1D iclnaarme qui modélise
I’évasement du profil de tube. Il s’agit détuation des pavillonappelé aussi modéle
de Webster (Webster, 1919). Une version plus élaborée dedélenconservatif inclut
I'effet des pertes. Ce modeéle dissipatif dit de Websterdhik reste 1D et inclut un
terme qui met en jeu une dérivation fractionnaire en temgs.dpérateur joue un
réle crucial d’'un point de vue perceptif sur le réalisme sermais sa mise en ceuvre
numeérique reste complexe.

Il existe bien des méthodes d’analyse numérique pour lesiB@#pendantes de
I'’évasement du pavillon (on parle souvent de la “courbureprbfil) qui préservent au
niveau discret I'aspect conservatif ou dissipatif de cesléles continus. Cependant,
la complexité de ces modeéles (en particulier a cause derBopdr modélisant les
pertes) et les calculs numériques nécessaires rendenitlksmtion peu adaptée au
temps réel.

Historiguement, les premiéres simulations efficaces etopéiteuses introduites
pour des modeles simples (ondes planes conservativesaiepb sur des outils du
traitement de signal : le formalisme dit de guide d’ondes @tgue (Smith, 1987),
et plus spécialement, une forme factorisée introduite mlyK . ochbaum (Kellyet
al., 1962). L'idée initiale reposait sur la factorisation dé\Embertien de I'équation
des ondes planes en deux opérateurs de transport @eled?, = (9, — d¢t) (02 +
Oc¢)) qui gouvernent chacun des ondes progressives “allenffedécouplées, a partir
desquels on pouvait dériver une forme en systéme a retdicksoefpour la simulation.

Dans cet article, nous adaptons ce formalismstdecture de Kelly-Lochbauru
cas du modele de Webster-Lokshin en utilisant le fait que tl@quation de Webster-
Lokshin, une factorisation de I'opérateur qui généralese’Alembertien est encore
possible. Ceci peut conduire a plusieurs définitions péesiondes progressives,
pour chacune desquelles une expression de I'énergie @paeisonduit bien a des
formes quadratiques définies positives.
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Dans un premier temps, nous nous intéressons au modéle dgeekul, conser-
vatif, dans le cas convexe. On choisit de discrétiser le lpenfiV troncons de cénes
(courbure nulle), et de le réécrire dans le formalisme gdidedes : un systéme a re-
tard stable entrée-sortie est obtenu mais qui fait appamdéts états internes instables,
rendant caduque I'utilisation de sa réalisation. Une étndetre que sur le3N états,

N d’entre eux sont instables &f sont stables. L'extraction d’'une réalisation mini-
male garantit la stabilité, interne comme externe (MignattRal., 2008). Néanmoins,
comme indiqué ci-dessus, ce modeéle conservatif restefisesnif pour le réalisme.

Dans un second temps, nous nous intéressons au modéle deiaiishin qui
inclut les pertes. L'opérateur de dérivation fractionea&nd les méthodes d’analyse
numérique d’EDP encore plus lourdes et les méthodes de pagewn un grand nom-
bre de trongons de cdnes moins pertinentes que dans le cagestes. Une nouvelle
stratégie est adoptée. Elle consiste a considérer deotrsmg tube a évasement (ou
“courbure”) constant et d'utiliser ce degré de liberté dépentaire pour limiter au
maximum le nombre de troncons de tubes a raccorder pour fdantatalité du profil
cible. Le probleme revient a résoudre une EDP a paramatriésrmes en partic-
ulier a courbure constante. Il devient alors intéressanbdeaitre les solutions analy-
tiques de ces modeéles, ou quand cela n’est pas possibleyelepiger des procédures
numeériques efficaces pour les approcher aussi précisémeosgsible.

Le dernier point clef étudié est le cas ou la courbure cotetdiun troncon est
négative. Ce cas de profil convexe peut étre vu comme un cas tifon assemblage
infini de cdnes de longueur infinitésimale. Sa représematoguide d’ondes conduit
la encore a une réalisation dont une partie des états eabiegmais dans le cadre
d’'un systeme de dimension infinie bien plus complexe a thaltke solution originale
reposant sur des équivalences algébriques de fonctionswsfdrt et des choix de
déformation de contour de Bromwich du probléme originalpesposée. La solution
finalement obtenue conduit bien a un systeme simulableldesta

1.2. Plan

Il aurait certes été possible de s’intéresser uniquememtaaléle physique le plus
complexe (courbure variable avec partie convexe, persesthermiques) et de donner
d’emblée au lecteur la solution la plus performante a natreaissance ; cette solu-
tion rassemble un nombre certains de techniques de I'atitpuea(variables d’'état,
réalisation minimale, systémes diffusifs, ...) et du &aiént du signal (guides d’on-
des, structure de Kelly-Lochbaum, paramétrisation eféade familles de fonctions
de transfert, ...). Cela étant, il nous est apparu plusrmattide procéder d’une autre
maniére, a savoir partir de modeéles simples pour aller vessnibdeles complexes et
de montrer, a chaque fois que cela était possible, les [gebainumériques associées,
que celles-ci fassent appel a I'analyse numérique, a lFaatigue ou au traitement du
signal : ce n'est donc qu’a la fin que I'on sera en mesure deetriai modele physique
le plus complexe.
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Le choix de cette démarche est dicté par un certain souaidré’pédagogique, et
par le souhait, mis en exergue dans le sous-titre de notcéeade mettre en évidence
quelques apports des techniques de lI'automatique et dantramt du signal pour la
résolution numeérique en temps réel de problémes de dimeidinie intervenant en
acoustique musicale.

En conséquence, le plan suivant est proposeé : nous comneeg@artie § 2 par
I'étude de I'équation des pavillons, considérés ici samsepelLe modéle classique
de Webster est présenté en § 2.1, et I'accent est mis sur $&c@tion de I'énergie ;
puis des techniques de simulation numérique par difféefinges sont brievement
rappelées en § 2.2, toujours avec un soucis de définir degiésemuivalentes au
niveau discret; enfin, la simulation par des techniquesaiement de signal en guide
d’'ondes est proposée au § 2.3 : une discrétisation en trengercones, plus fine
que celle usuelle en troncons de cylindres, y est présemtée fait naturellement
apparaitre des problémes de stabilité dans le cas de ceurégative.

Ces modeles souffrant d’'un manque de réalisme sonore éyvateatudie dans la
partie 8§ 3 le modéle avec pertes visqueuses et thermiquegaaais du tube acous-
tique, ou encore modeéle de Webster-Lokshin. Ce modéle aiavée fractionnaire
est présenté en § 3.1, son étude énergétique fine est cogditte & des réalisation
en variables détat ou variables de mémoire du terme frawiom; puis les principes
des méthodes numériques de différences finies dédiéesésamhées au § 3.2. La
difficulté relative de leur mise en ceuvre conduit a recomsidieé systéme physique
comme concaténation de tubes élémentaires a courburdactassau 8§ 3.3, tubes élé-
mentaires pour lesquels une analyse des singularités mkfearaMIMO dans le plan
de Laplace donne des résultats intéressants, tant du powvitalde I'interprétation
acoustique que de la simulation numeérique (apparition despistables en fonction
d’une longueur critique), ce qui fait I'objet du § 3.4.

Ainsi, une difficulté particuliére étant apparue lors dedsalution pour les profils
convexe, la solution spécifique de réalisation en guidesdfie stables est détaillée en
partie 8§ 4 : celle-ci fait appel & une structure généralisésgntée en § 4.1, puis aux
réalisations stables qui sont examinées en § 4.2.

2. Modele conservatif de Webster : du continu au simulable
2.1. Modéle continu conservatif

2.1.1. Propagation

Une description mono-dimensionnelle de la propagationstiue dans un tube
axisymétrique de section variable— S(r) = 7 R(x)? est fournie par I'équation des
pavillons (dite de Webter (Webster, 19189 (z, t) +2 1}%_{’((;)) Opp(,t) —%4p(x,t) =
0 (ou, sous forme:onservativ% 0, (S(z) Opp(z,t)) — 0%p(z,t) = 0) et I'équa-
tion d’Euler podiv(x,t) + 0,p(z,t) = 0 oup est la pressiony la vitesse particulaire
(projetée sur le vecteur unitaieg), et ou la variable spatialene représente pas I'ab-
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scisse axiale usuelle, mais est I'abscisse curviligne qegure la longueur du profil
(voir (Hélie, 2003)) ;¢ est le tempsp la masse volumique du gaz, eest la célérité
des ondes acoustiques. Ce probléme peut se réécrire sausiadu systeme hyper-
bolique

WX (z,t) + M(x) 0, X (z,t) =0, [1]

ou I'état X = [p, Sv]* se compose de la pression et du débit acoustique Sv ; et

0 pc2/S L ) . ]
M= S/p 0 , matrice inversible et a valeurs propres reeltes)(
2.1.2. Energie acoustique

L'énergie acoustique dans un tube de longueesst donnée par

L VT 2 X 2 L
E(t) :/0 (p (2’” +p(2p’c? ) S(z)dz = %/OXt(x,t)Q(o:)X(:r,t) dz, [2]

avec = diag[S/(pc?), p/S]. On vérifie que le systéme ouvert est bien conservatif

0 1 : L
1 0 ] onak(t) = — [, X' A0, X dx =

—LIXPAX]T = S(0)0(0,8)p(0,1) — S(L)v(L,t)p(L,t) = u(0,£)p(0,t) —
u(L,t) p(L,t), qui ne dépend que des variables de bord, et non des variai#esds.

puisque, en notanl = QM = {

2.1.3. Etat acoustique

+
Enfin, le changement de variables d'état suivantb: = {z} =
& [ 1 71 ] diag[1, pc/S] X fait apparaitre dans I'équation d'état [1] des opéra-

teurs de transport¢® définissent des ondes aller/retour (utilisables pour légegu
d’'ondes) ; celles-ci sont découplées dans le cas d'uneoseSticonstante et cou-
plées sinon. La méme énergie s’écrit alors pour I'@asous la forme [2] avec

Q¢ =/ (pc?) .

Il est important de noter pour I'étude de stabilité des ormgles pour ces deux
choix d’'état (variables de KirchhofK ou ondes aller/retou®), I'énergie est une
forme quadratique définie positive en I'état.

2.1.4. Conditions aux limites

Un exemple important, en = 0 etz = L est le suivant :

p(x=0,t) = po(t) (3]
ple=L,t) = ZpS(L)v(x=L,t)=Zyu(x = L,t) [4]

L'impédancaerminaleZ;, € R est une constante qui vérifie < Z; < +oo. On

définit aussi lecoefficient de réflexioR;, = };2 qui vérifie| Ry | < 1.
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Le bilan d’énergie montre que, lorsqu’on arréte d’alimefgesystéeme ex = 0 &
partir d’'un tempgl’, i.e. pourt > T', oUpy(t) = 0, alors I'énergie vérifie

B(t) = ~Z1(u(L0) = — (L) < 0 5)

elle est décroissante, uniqguement grace a la conditiorpédance : le systeme fermé
est alors dissipatif. Dans le cas ou I'impédance est soiénsibit infinie, il y a alors
conservation de I'énergie : le systéme fermé est consérvati

2.2. Simulation par différences finies
On propose de travailler sur une forme équivaleiten = —p¢/S O, u etd.u =
—S/(pc) d.p en les variablest etz ; et I'on définitr?(z) = S(x)/(pc).

En suivant par exemple (Hadder al, 2008, chap. 3), on notAt eth := L/N
les pas de discrétisation en temps et en espace, respestiyeaavecV le nombre de
points de discrétisation de l'interval(e, L]. Soientz; = ihetx; 1 = (i + Lh,
notonspy I'approximation dep(i h, nAt), etuzrf celle deu((i + 3) h, (n + 3)At),
ou le débit ests = S v. Ceci nous permet de définir au § 2.2.1 un schéma numérique
aux différences finies, puis au § 2.2.2 de mener I'étude désergie discréte.

2.2.1. Définition du schéma

Fixantc = 1 pour simplifier, on propose le schéma suivant :

) n+% n+%
U L fig — %y 0et0 < i< N [6]
—_— = - ourn > 0 ety <
At r2(z;) h pourn t=
U’THLI% — ur.lil% T n
i+3 N i+5 _ —7‘2(Ii+%) p'H-Ih Di pourn > 0eto S i< N. [7]

Les conditions aux limites correspondantes sont :

po = po(nAt), (8]
n+1 n A ”JF% n % 9
PN +rn = L(UN+%+UN7%). [ ]

On a volontairement rajouté un noeud fictif @i + 1)A pour la variableu.
Ce schéma est explicite, centré, et précis au second ordrdadslen temps et en
espace, comme le montre un calcul classique fondé sur utoggesnent de Taylor.
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2.2.2. Etude de I'énergie

On définit 'analogue discret de I'énergie associée au sefsston :

S

B Ni| @) PP+ —— ) e P
9 prt \T;)P; T($i+%)2 i+l ’LLZ_+% 1 r(zn)phl?.

On définit d’abordy = max {r(xi%)/r(xiﬂ), r(zip)/r(x), i=1,- N -1
et on montre que, sous la condition Courant-Friedrich-L§@kFL) vAt < h, E"

permet de définir une norme : plus précisément, on met enrfsédiexistence d’'une
constance&” > 0 indépendantelen, telle que :

N
n+i n—% 2
B2 O3 Il + |} + 7))/ y)

1
2
=1
De plus, lorsque: > ng, pas a partir duquel; est nul,

En+1 _ En

n+3
AL =—Zr |uy 2‘2§05 [10]
nJr%

avec la notationi," ? := 1 (u

n+% n+%
N+g Ny
stabilité L? du schéma numérique, et prouve la décroissance de I'éruisgiete.

), ce qui permet de conclure quant a la

On congoit donc que ce type de schéma numérique puisse bieticioner dans
des cas simples comme celui-ci, avec garanties de conargammeérique, et ce,
quelle que soit la courbure du profil. Néanmoins, ces gaaméeuvent vite devenir
restrictives, et il n'est pas toujours évident de modifisrdehémas, d’élargir leur do-
maine de validité a des modéles physiques plus sophistiqgua&sne nous le verrons
au § 3.2.

2.3. Simulation par guide d’'ondes

La simulation par différences finies revient implicitemenapproximer le tube
par une concaténation de cylindres de longueUuen synthése de la parole (cf. e.qg.
(Markel et al, 1976)) il est courant de faire cette approximation, mai®imalisme
des Guides d’Ondes y est le plus souvent préféré (cf. (Sh@f7)). Avec ce for-
malisme, I'équation de Webster et les continuités de prassi de débit permettent
de mettre en forme une structure de filtre en treillis. Darigecgructure, I'effet du
tube sur des ondes progressives est représenté par des pies pour la propagation
d’ondes planes et des coefficients de réflexions aux joreties cylindres.

Comparée a la méthode des différences finies, cette appaattnaombreux avan-
tages : elle est plus simple & mettre en oeuvre, elle est neoiliteuse en terme de
ressource CPU, et elle permet une discrétisation spatleuniforme du tube orig-
inal. En outre, dans (Valimaki, 1995), le méme formalismééaudilisé avec une ap-
proximation en cones, mais cette approche pose un probléstakilité dans le cas de
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tubes convexes. Nous présentons maintenant I'exempletalienconvexe approximé
par N cbnes, et nous montrons dans un cas simple comment ce peblgrstabilité
est levé. Enfin nous donnons a une représentation d'étatstiensg av cones.

2.3.1. Approximation d’un tube par trongons de cones

Considérons un tube quelconque de longukutiscrétisé enV cbnes, dont les
points de jonction se situent er) = ( — % + %)L pour0 < n < N. Le profil r est
alors approximé par le modétecontinu et affine par morceaux (cf. figure 1-(a)) : pour
z € [z)_;,zN] (avecl < n < N)alorsty(z) = r(z)_;) + &N (z — 2] ) avec
pour pentel = (r(z)) — r(z)_,))/en et pour pas de discrétisatien = L/N.

Pour chaque trongon de tube, on fait I'hypothése d’'une gaiien d’ondes idéale-
ment sphériques. Pour des ondes progressives définies™pae r(p + v), la ré-
solution de (1) avec I'hypothese de continuité de presstodeedébit acoustique,
conduit a une structure de Kelly-Lochbaum (cf. (Ke#ly al, 1962)). Cette struc-
ture fait intervenir des opérateurs de retard pury®, et des fonctions de transfert
RY(s) = ap//(s — ap)) avecay) = (&) — &Vyq)/r(zy)), ou & = 0 pour
n € {0, N + 1}. Ces fonctions représentent les réflexions d’ondes auxigmscde
cones, et les retards représentent le temps de propagatiaveés un cone. Notons
gu’ici, des sous-systemes d’ordre 1 apparaissent auxigmsca la place des coeffi-

cients de réflexion pour les cylindres.

n=1

Figure 1. (a) Profil approximé, (b) structure de Kelly-Lochbaum.

2.3.2. Un cas simple : levée d'une instabilité

Le probléme est que pour des jonctions de cones dont ladlifférde pente est
négative, cf. e.g. fig. 1-(a), les sous-systémes de fonétfprsont instables en boucle
ouverte &Y > 0).

Dans (Mignot R.et al, 2008), ce probléme a été résolu dans le cas simple d’'un
cbne convexe connecté sur un cylindre & sa gauche, et sumpgdance nulle (coef-
ficient de réflexion égal &1 pour les ondes™) a sa droite. Dans ce cas, la structure
fait apparaitre un seul sous-systéme de fonction de tiandfe) = /(s — «), in-
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stable en boucle ouvertex(> 0). Une premiére réalisation “naive” de ce systeme
différentiel a retard est donnée par la représentatioatét

{ sX(s) = A(s)X(s)+ B(s)ul(s), [11]
y(s) = C(s) X(s) + D(s) u(s),
1 0

ol A(s) = a {_ e (1— o)

etC(s)=(1—e)[1 1]. [12]

Afin d’étudier la stabilité des variables internes du systeoherchons les valeurs
propres de la matricd (s) qui sont les racines de la fonction caractéristique :

det (sI; — A(s)) = (s —a)(s —a+ae™ ). [13]

Ce systeme est instable puisqu’il existe au moins une valmpre réelle positive,
a > 0. Cependant, selon I'écriture dé(s) et C(s) (cf. eq. (12)), on constate que
la dimension du sous-espace non-observable est 1, alohatgement de variable :
7 = [Z;] =QX = % 11 11} X, sépare dans; la partie observable, et dans

) _

la partie non-obervable. L'élimination dg donne la réalisation minimale suivante :

{ sz1(s) = a(l—e%) z1(s) + a(l—e ) u(s),

y(s) (1—e ) 21(s) — e u(s), [14]

qui a pour équation caractéristiqde- o + ae=** = 0. Enfin nous montrons qu'il
n'existe pas de racines a partie réelle positive tantquec 1. Dans ce cas le sys-
teme est stable. Notons que cette condition est équivadente rayon:(x) du céne
convergent reste positif poQr< z < ¢, ce qui est se justifie du point de vue physique.

Dans (Mignot, 2009, p. 91-95), cette preuve de stabilitééestdue pour la con-
nexion deN cones, cf. figure 1-(a). Dans ce cas, une premiére réalisatitable de
dimension2 N est réduite a sa réalisation minimale, stabléy &ous-états. En §3.4,
nous rencontrerons un probléme similaire pour le cas destanec courbures.

2.3.3. Représentation d’état du systéme a N cénes

Nous donnons maintenant une représentation d'état glahakysteme a retard
donné par la figure 1-(b). Avet/(s) = [¢p7(5E,s), 07 (£, 5)]” pour entrée, et
Yr(s) = [~ (5L, ), & (%, )]” pour sorte :

{ sXn(s) = An(e~*)Xn(s)+ By(ev*)U(s), [15]
Y(s) = Cn(e~%%)Xn(s)+ Dy(e ~*)U(s),
oU Xn(s) = 22[p(x],s), p(z),s),....0(xN,s)|T est le vecteur détat (avec

=3¢t +¢7), et Ay(w) = AyWy(w), avecWy (w) est une matrice de Toeplitz
symétrique telle quéVy (w)];; =w!=71, et Ay = diag[af’, &, ..., aq]). Enfin,
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avecVy (w) composée de la premiére colonne et de la derniére colonfiéxdev),
By (w) = Ay Vi (w), Cn(w) = Vy(w)T, et Dy (w) est une matrice x 2 avecw™
sur I'anti-diagonale eb sur la diagonale.

Intéressons-nous au cas particulier d'un tube de profi) = cos(5x), cf. fig.
1-(a). Ce profil nous intéressera en partie 3.4, parce qu@a@metre de courbure
Y := " /r est constant. Pour ce cas, les pdles réflsles fonctions?)’ ont la méme

valeur pourl <n < N : a? = e (1 — cosen). Notons que ces pbles sont positifs,
mais les sous-états associés sont stabilisés (cf. (Mignet &., 2008)). Dans le cas
de tubes avec courbures (cf. sec. 3.4), nous rencontrenquaradoxe équivalent mais

avec une complexité plus élevée.

3. Modele dissipatif de Webster-Lokshin : du continu au simuhble
3.1. Modéle continu dissipatif

Une description réaliste des tubes acoustiques ne peufreeséms prendre en
compte les pertes, visqueuses et thermiques, aux paraigdu tine description fine
de celles-ci fait apparaitre, dans une limite hautes-g&qes, un terme en dérivées
fractionnaires en temps, voir par exemple (Polack, 1991).

Ainsi, avecz € (0, L), r(z) > 0, e(z) > 0, p(t,x) le modéle peut s’écrire sous
la forme suivante :

1
82p + 22(2) 82 %p — ﬁaz(ﬂ 9up) = 0; [16]

et conditions aux limites statiques en= 0 etz = L. Il s’agit du modéle de Lok-
shin ((Lokshin, 1978; Lokshiet al,, 1978)) a coefficients variables en espace de type
Webster.

De maniére a bien comprendre ce modéle et les principes desshution, tant
théorique que numérique, fondamentalement liée a la adialis en variables d'é-
tat diffusives ou variables de mémoire des opérateursédjmation et de dérivation
fractionnaires, nous choisissons (en suivant (Matigeal., 2010)) de présenter au
§ 3.1.1 un modele réduit qui concentre les idées princigades I'étude du modéle
complet, dont les principes d’étude seront donnés, paogigglau § 3.1.2.

3.1.1. Etude d’'un modeéle réduit

En projetant I'équation (16) sur un mode propre (i.e. unetion propre spatiale
de I'opérateur—r%ax(r2 0.p), qui n'est autre qu’'un Laplacien a coefficients vari-
ables; la valeur propre associée éttht= c? w? > 0), on aboutit classiqguement a un
modele d'oscillateur a 1-d.d.l. du type :

F40(3)+w?z2=0, [17]

1
ou I'on a pos&(v) := 92v : moralement, la dérivation fractionnaire agit dans le
domaine fréquentiel comme un filtre passe-haut de fonctiotrahsfert 2ix f)z ; il
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s’agit en fait d'un amortissement de I'entrée= Z, un amortissement qui n’est pas
instantanné comme le serait classiquement le terme d'@se@nent fluide v avec

¢ > 0, mais @ mémoire : c’est une convolution temporelle caugaer le voir, nous
examinons a présent un transfert et une réalisation miripassive d’un ensemble
de systemes du premier ordre qui s’approchent du dérivasetronnaire pur.

On consideérd. circuits du premier ordre (avec parametfgs> 0), d’entréev et
de sortiefly, réalisés en interne par le systéeme dynamique :

Gi(t) = —&uit)+u(t), ¥(0)=0 [18]
L

or(t) = ZVZ (v(t) — & b)(t). [19]
=1

La fonctionEy (t) := 1 Zle v &% (t) est une énergie/f > 0) qui admet le bilan
suivant :

Ne

Ew:—ZVl(U—&lﬁz)Q‘i‘veL [20]

=1

Du point de vue externe, I'agrégatipositivede circuits passifs reste passive :

L
S
Hy(s) = 1% avecy; > 0.
L() ;l8+5l 1

en effetRe(;2%) = '5‘2@% > 0, lorsqueRe(s) > 0.

L'analyse énergétique du systéme couplé de départ (17)p0@lremplacd par
son approximatior;, peut se faire facilement a I'aide d'une énergie augmentée a
fonction de Lyapounov

E=F,+ Ew R

oul 'on a défini classiquemettt,,, () := 1v?(t) + sw? 22(t) I'énergie mécanique. En
effet, en utilisant (20), on trouve, tous calculs faits :

SZ—ZVI(U—&W)QSO-

=1

Ce qui permet de conclure a la stabilité asymptotiquefig. — 0 lorsquet — oo,
grace au principe d’invariance de LaSalle, qui est facile@iquer en dimension finie.
Bien noter en revanche que rien ne permet de garantir querg@nmécaniqué’,,, (t)
soit une fonction strictement décroissante du temps : efid & fortiori verd), mais
pas nécessairement de fagcon monotone.
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3.1.2. Principes de I'’étude du modéle de Webster-Lokshin

Le modeéle s’écrit :

2 3/2 1 2 .
actp+2€(z) act p 7‘2(1') 83:(T (T) a:rp) —07

il n'est pas standard car il n'y a pas de propriété énergétgjmple, eu égard a la
présence de dérivée fractionnaire en temps (partie Lokstmplus, il n'y a pas de
solution analytique simple, les coefficieats:) etr(z) étant variables en espace (dans
le cas constant du cylindre, on sait trouver plusieurs feramalytiques de la solution,
voir (Matignonet al,, 1995)).

Cela étant, en utilisant les réalisations diffusives soms forme un peu plus
élaborée qu'au § 3.1.1, on peut selon le méme principe atioliéixistence et unicité
des solutions et de plus, a la stabilité asymptotique.

L'idée sous-jacente est de passer d'un nombre fipide d.d.l. (opérateud,, et

1
transfert ;) & un nombre infini et méme continu de d.d.l. (opérateur 072 et
transferts2), tout en préservant la propriété fondamentale de paéslvit démarche

repose sur I'égalité suivante :
i 1
5 dg = SB7 pour 1/1,5(5) — Sll’l(ﬂ’ﬂ')

H(s):/o 1/1,[3(5)84_'f - 573

Ainsi, il sS'avere qu’une dérivée fractionnaire d’'ordre< 5 < 1 peut se voir simple-
ment comme la superposition positive d’'un continuum deudisqpasse-haut passifs
du premier ordre.

Du point de vue interne, on s’'intéresse naturellement &tge des ondes :

1

L
E,.(t) = 5/0 [(0:p)?(z,t) + (0up)* (2, )] r*(x) dz,

et a I'énergie diffusive des dérivées fractionnaires :

1

L o0
=3 [ | [ me©euenor o

Pour conclure, il suffit au moins formellement d’appliquarrhéthodologie du
§ 3.1.1 & 'EDP de Webster-Lokshin en définissant un systéynardique couplé
(pression, débit et variables diffusives) et une énerggrantéel = E,, + E.
Cependant, étant donné que les outils mathématiquesatpisuvent se révéler trés
techniques, au niveau de cet exposé il a été choisi de ne pasrrdans ces dé-
tails, le lecteur désireux d’approfondir ces questions/patise référer par exemple a
(Matignon, 2009; Matignon, 2006; Matignat al, 2005; Montsent al,, 2001).

C’est cette réécriture équivalente, mettant en jeu unéalsdei réalisation au sens
de l'automatique par variables de mémoire, qui va permdgrdéfinir des schémas
numeériques aux différences finies espace-temps, lesqereiste méme de préserver
au niveau discret, les bilans énergétiques mis en évidancerginu.
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3.2. Simulation par différences finies

L'idée consiste a reprendre le schéma numérique préser§@aupour Webster
d’'une part, et a utiliser une discrétisation ad hoc de la tdation diffusive équivalente
des opérateurs fractionnaires d’autre part, voir (Haédait, 2008, chap. 3) pour les
détails techniques : nous définissons en § 3.2.1 le schémérimure, lequel va utiliser
explicitement une discrétisation de la dérivation frautiaire sous la forme diffusive
déja étudiée au § 3.1.1; puis au § 3.2.2 nous menons 'étudérdgie discréte
associée a ce schéma fort complexe.

3.2.1. Définition du schéma

Ici 67 dénote une approximation dgih, nAt), qui est la dérivée fractionnaire
d’ordre 5. On définit le schéma numérique suivant, centré, explitithuesecond or-
dre:

At = _r2(a:,~) A —2¢e(a;) (8 "pi)" T2, [21]
pourn > 0et0 <¢ < N, et
“?j B “?j Pigy — Py
g ) PR [22]

ou (8; ’p;)"*7 estune approximation d@; “p;) at = (n + 1)At. En s'inspirant
du bilan énergétique du modele continu, on choisit d'wilikidentité 0' =4 (p,) =
01 =P1(p;), et de définir :

(atl—ﬂpi)n+% — (9;1-5—1 _‘_9?) /27
ou 7 est une approximation d&'~?l(p,)(nAt). Cette derniére requiert I'évaluation
d’'une intégrale dans 'espage

Soit (&, v(B))1<i< Une quadrature associée a I'évaluation [gfé v (£)¢~7 de,
cela permet de définir :

L

07 = u(B)py —avlh), [23]

=1
ouyy, ~ (&, i, nAt) satisfait :
1 =Gt p?ﬂ +p?
& 2 ’

qui provient de I'expression exacte (par intégration ente®t et (n + 1)At),
(&, t) = fg e €t=)p(x, s) ds.

1 —& At
Pt = eG4

[24]
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Une heuristique, souvent utilisée en pratique, consisteraparer la fonction
de transfert idéaldf(s) = s° et celle de son approximatiof;(s) sur un dia-
gramme de Bodes(= 2ixf), ou log-log : c’est la raison pour laquelle, en suivant
(Oustaloup, 1983), on choisit les nceddsur une grillegéométriquedéfinie par une
valeur inférieure,,, et un? valeur supérieurg,, et le nombre de points ; dans ce

—1
cas, on définit; = (%) ", 1=1,--- L. Les poids/(j) > 0 sont obtenus

par exemple en appliquant une regle des trapézes.

3.2.2. Etude de I'énergie

C’est grace a une étude énergétiqgue minutieuse, que I'me @ prouver la stabil-
ité L2 du schéma (21)-(24) et ce, paaut choix de quadrature de la forme (23) avec
des poids de quadrature positif$(3). Comme dans le cas sans perte, cette stabilité
est conditionnée par le CFL, soi\t < h.

Plus précisément, on définit une énergie pour les varialiffesiges discrétisées ;

—&1 At s .
en notanty, := &3¢ e o on définit :

L N-—-1
Ej = %Z vi(B)wi& (Z 2e (i) [ |* + 6($N)|¢1’b,z|2> [25]

=1 i=1

qui est I'énergie associée au terﬁﬂe‘ﬁ. Des calculs minutieux permettent d’obtenir
le bilan suivant :

En+1 . _ n+% n+% EZJrl o EZ
At - N “Pn At
L , N-1 12 oy
=Y u@ed | Y 20 [+ 26w [kt )
=1 i=1
[26]
. 1 ntl_ n
avec la notation condensézé;fl+2 = %

En conséquence, I'énergie totdle := E" + £, est deécroissante en fonction de
n. Ainsi E” reste uniformément bornée par rapport,&t la stabilitéZ? du schéma
est ainsi démontrée, toujours sous la condition GBI < h.

Il est important de bien comprendre que ces techniques dérafites finies
espace-temps, directement héritées de la formulationsili#, permettent de définir
des schémas numériques dont on sait prouver la stabilig candition CFL, mais
gu’on ne dispose pas d’estimation d’erreur a priori pouofaiule de quadrature (23),
ce qui rend l'utilisation de ces schémas délicate en pratigle fait, les simulations
numeériques sont moyennement efficaces.

Aussi, il existe d'autres techniques numériques beaucdup gophistiquées,
comme par exemple (Li, 2010) qui utilise les résultats deesé@gardet al, 2000;
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Greengarcet al, 2004), qui permettent de donner une estimation d’erreuiogi pet
se révelent particulierement efficaces, mais pour lesegmi@h ne dispose d’aucune
preuve de stabilité dans les modeéles couplés, voir aussid#iat al, 2010) pour la
comparaison.

3.3. Simulation par guide d’'ondes

Pour les tubes acoustiques avec pertes visco-thermiquadlisées par le modéle
de Lokshin, la simulation des Guides d’Onde par discrétisan trongons de cénes
(cf. 82.3) pose probleme. En effet, la prise en compte deepeaisco-thermiques
nécessite la simulation de filtres numériques d’ordreséslest ce pour chaque cone
élémentaire, ce qui augmente le colt de calcul. De plus, danas la stabilité de la
structure de Kelly-Lochbaum associée n’est pas démontrée.

Dans (Hélieet al, 2006a), plutét que de discrétiser un tube en cones, il a été
proposé d’en faire une discrétisation en troncons de twes@urbure. Ainsi il est
possible d’'approximer le profil original avec une qualitéiigglente, mais avec un
nombre réduit de trongons.

Ainsi dans (Hélieet al, 2007a) on démontre qu’en considérant des troncons a
courbureY := r” /r constante, et un coefficient de pertes visco-thermiguesstant,
il est possible d'obtenir une structure de Kelly-Lochbaumilsire a celle de la figure
1-(b). Cependant, I'apport de la courbure et des pertes lexifip le systéme, et nous
choisissons ici de modéliser les trongons de facon isolée.

Nous définissons alors un trongon par un tube fini de longliairde coefficients
des pertes et de courbure constantst(Y'). On réécrit (16) en considérant la variable
rp au lieu dep, et en faisant apparaitfé:

82,(rp) + 2605 (rp) + [T — 82] (rp) = 0. [27]

Nous allons construire des systemes représentant les eftetustiques d'un
trongon sur les ondes progressives (dimensionnées) dopaég™ := g(p + pcv).
Dans (Hélieet al, 2007a), les effets d’'un trongon de tube sur les onglessont

mis sous forme de systémes entrées/sorties pour le mod@eluter-LokshirDeux
formes équivalentes (d'un point de vue entrées/sortieshydonnées.

Une premiére forme, dite “globale”, est représentée endigt(a). Les 4 fonctions
de tranfert représentent les effets globaux du trongoreswrides)™ : qu et R; pour
les réflexions de gauche et de droitegtpour la transmission a travers le trongon.
“global” signifie que tous les effets internes y sont mélangé prennent donc en
compte les aller-retour d’ondes successifs.

Une seconde forme, dite “décomposée”, est représentée we fig(b). Cette
forme a pour intérét d'isoler les effets acoustiques irgsatans des fonctions de trans-
fert. Par exempleR,. représente la réflexion d&/ a l'interface gauche du trongon,
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et T représente la propagation a travers le trongon. Ici les-adteur d’'ondes sont
représentés par la boucle interne. Cette forme permetrdeiver la structure dielly-
Lochbaunmui est bien adaptée a la simulation numérique par guidesld®

() (b)
o T ¥ ] of o5 | T
9,
L

R.f/ Q | Ry =
b N oL P

Figure 2. QuadripdleQ et sa forme décomposée.

Définissond’(iw) = ik(w), ouk(w) est le nombre d’onde complexe standard. La
fonctionT" est donnée dans le domaine de Laplace par (cf. (27)) :

T(s) = \/(j)Z + 2 (g) Y [28]

La résolution de (27) donne les fonctions@e

T, = {Apcosh("'L)+ Brsinh(TL) /T} ", [29]
R = {Agcosh(I'L) + By sinh('L) / T} Ty, [30]
R, = {Agrcosh(I'L) + Bgrsinh(I'L) /T'} T,, [31]

OUAr, AR, Br, Bp: et Bg- sont des fonctions connues getI'(s)2. Avec¢ = ' /r,
les fonctions de la forme décomposée sont données dang @tléli, 2007a) :

T(s)=e TGL [32]
CETe)-G L E-T(9)4G

)= era YT T 3]
ST+ o E-T(s)=

R.e(s) ST(s)=C, R,i(s) ST(s)=C, [34]

Avec T := L/¢, notons qu'on peut écrirg, (iw) = D, (iw)e ™7 et T(iw) =
D(iw)e~7, ou D, et D sont des fonctions de transfert associées a des systémes
causaux. En conséquence, les réponses impulsionnellEsetd” sont celles deD,,
et D retardées de correspondant au temps de propagation a travers le trongon.

Dans le cas des tubes a courbures négatiVes: (0) ces deux formes présentent
un paradoxe : alors que des calculs numériques montrenagoenhe globale de la
figure 2-(a) est stable, les fonctions de transfert de la éodécomposée de la figure
2-(b) possédent dans le domaine de Laplace des singularfi@sgine d’instabilités
du systéeme. La partie suivante a pour objectif de comprdiatigine de ce probleme.
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3.4. Analyse des singularités

3.4.1. Analyse complexe de

La fonctionI'(s) (associée a un nombre d'onklev), cf. (28)) est une racine carrée
d’'un nombre complexe contenant lui-méme une racine.d@r il existe une infinité
de prolongements de la racine carrée définieRstipour le plan complexe, et nous
devons en choisir un pour définir dafides fonctions de transfert du systéme.

Dans (Montseny, 1998; Hél&t al,, 2007b), la fonctioi® est définie par le choix de
lignes (appeléesoupures reliant despoints de branchemeitl'infini. Ces coupures
sont des ensembles continus et infinis de singularités, sésfastant par des dis-
continuités del’(s). Quant aux points de branchement ils sont les solutions de
['(s)? =0, etsg = 0 (pour/s).

— 7T =0:l'unique point de branchement et = 0.
—7T>0:T a3 points de branchement;=0, s; etsy, =37, avecRe(s;) <0.
- T <0:I a2 points de branchement; = 0, ets; € RT.

Alors que ces points de branchement sont fixes (ils déperttent ¢ et 1), les
coupures sont a choisir.

Pour les courbures positives ou nulles, puisque aucun geibtanchement ne se
trouve dans le demi-plan droit de Laplace (que I'on nonfije= {s € C/ Re(s) >
0}), il est alors possible de définir un prolongement analgidansC, pour respecter
la stabilité. La figure 3 présente le cas de coupures hoakest

Mais pour les courbures négatives, un des points de bramsttes, se trouve
dansC{, ainsi il nest pas possible de définir un prolongement aitalg dansC;
puisqu’au moins une partie de coupure se retrouve @gnd.a figure 3 présente le
cas de 2 coupures se chevauchantsur. | —oo, 0] et]—oo, s1].

L L
2000 4000 -2000 o 4000 2000 o 2000

: Re(s) mmfRe(s) Re(s)
Figure 3. Phase dd'(s) dansC, points de branchement et coupures horizontales.

4000 2000

3.4.2. Péles et interprétation physique

Alors que les fonctions de transfert de la forme décomposied32-34)) ont le
méme type de singularités qiigdu type coupures), les 3 fonctions de transfert glob-
ales (cf. (29-31)) sont fonctions d&s)? et nonI'(s) (la transformatiod” +— —T les
laisse invariant). Ainsi ces 3 fonctions de transfert n‘gutune seule coupure venant
de /s, et des pdles associés aux modes des résonances du trongon.
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Cette derniere remarque implique que seules les fonctietdsfert de la forme
décomposée dépendent du choix IdeLes relations globales (entrées/sorties) ne
dépendent pas du choix des coupures partant; d& s, (dues a la courbure) mais
seulement de celle partant gg= 0 (due aux pertes visco-thermiques). Pour ce point
de branchement, nous choisiss@1s pour des raisons de stabilité et de symétrie her-
mitienne.

Dans (Mignotet al, 2009), pourz = pe'®, /- est définie par/z := ,/pe’/?
avec(p,f) € RT*x]—m, x|. Avec cette définition, 'ensemble des coupured dest
R~ UCavecC := {s € C/T'(s)?> € R}, etl" a alors pour propriété :

Vs e C\C, Re(T(s)) > 0. [35]

En conséquence, quatid— oo, T'(s) = e L)L — 0, Vs € C\ C. Ainsi, dans la
forme décomposée de la figure 2-(B),s) se comporte comme un “coupe-circuit” a
la limite. On démontre alors le résultat

Vs € C\C, lim R.(s)= Ri(s). [36]
L—oco

La fonction R;. est donc interprétée comme la réflexion globale du tube évasé
semi-infini & droite (ou anéchoique). Nous retrouvons un raisonneniailaise a
celui de (Gilbertet al,, 1990) pour les cones.

Nous constatons alors la convergence des péles et des Béﬂ%té&/drs la coupure
C de R;. quandL augmente. Ainsi, la coupure s’interpréte comme une deasiit
de pdles et de zéros entrelacés. La figure 4 illustre cetteecgence poull > 0.

2
i.
15
0
s
o
s
. 10
15
1000 =

Figure 4. Convergence des poles et des zéroquuandL — oo (avecY > 0). Les
pobles, zéros et points de branchement sont repectivemenitsentés par des points
blancs, noirs, et des croix rouges.

3.4.3. Interprétation pourY < 0

Pour les coupures négatives, en raison de la partie de espui0, s;] C RT,
les fonctions associées ont une infinité de singularitésriglhe d’instabilités. Or des
observations numériques montrent que les fonctions dsfedmglobales du troncon,
qui n'ont pas cette coupure, sont bien stables, comme attend

Les tubes a courburé = "’ /r constante négative sont de forme sinusoidale, et
changent de signe tout I€s,.;; := 7+/|Y|. Or on constate numériquement que quand
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L augmente un pole; de Rg devient instable dés que la longuelirdu trongon
dépasse une valeur entidrele L..,.;;. La figure 5 illustre ceci.

Figure 5. Passage des poles @& versR*, pourY < 0.

Dans ce cas, quand — oo une infinité de pbles deviennent instables et se densi-
fient sur[0, s1]. Ainsi, pourL < L..;; les fonctions de transfert globales du troncon
sont stables, mais les fonctions de transfert de la formerdposée qui sont asso-
ciées a des tubes semi-infinis ont une infinité de singutairtgtables. Ce phénomene
provient de la décomposition originale de la figure 2-(bnkadaptée pour la simula-
tion en guides d’onde pour les courbures positives. Powrdasbures négatives nous
devons alors chercher une autre décomposition adaptéeualesgl’ondes et stables
pour les courbures négatives.

Notons qu’en section 2.3 nous avions un probleme similbastructure de Kelly-
Lochbaum pour des cdnes sans pertes fait apparaitre desysiames instables en
boucle ouverte, mais I'étude du systeme global a montré gimliclage permet la
stabilisation. Nous ne pouvons néanmoins pas utilisee settition parce que la prise
en compte des pertes visco-thermiques n'y garantit plusalgé.

3.4.3.1. Comentaire de la figure 6

La figure 6 présente 3 scénari. Dans la colonne de droite @diigpuis en cosinus
hyperbolique), les pbles d&; (qui sont reliés aux modes acoustiques) sont toujours a
partie réelle strictement négative. Au fur et & mesure qlenigueurL du tube croit,
on observe une densification de ces poles (et de zéros) qéiegéra la limite une
coupure dan€; (qui se voit mieux sur la phase, cf. Fig. 7). La fonction desfart
limite correspond a celle d’un pavillon infini qui correspio@ R, (cf. (33)).

La colonne du centre correspond au cas d'un cbne convergergcenario est
toutefois différent puisqu’au-dela de la longueur crigqill = 1), la réalité physique
du probléme est perdue : le dépassement de cette longugquese traduit par I'ap-
parition d’un seul pble a partie réelle strictement positiet la perte de la stabilité du
systéme associé.

Enfin, dans la colonne de gauche (profil en cosinus), chagggaga d’un rayon
positif & un rayon négatif (respectivement, négatif a [fpsiorrespond a I'appari-
tion d’un pole suR™ (respectivement suR~). A la limite, on obtient une coupure
différente du ca¥ > 0 car non confinée dars; (cf. Fig. 7).
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Figure 6. Module des fonctions de réflexidty, (en dB) pour une jonction continue d’un tube
droit sans perte avec un tube non droit et avec pertes-(0.1). Cas 1 (gauche) : arche de
cosinus T = —x2/4) associé a la longueur critiqué& = 1. Cas 2 (centre) : cone)( = 0),
longueur critiquel = 1. Cas 3 (droite) : cosinus hyperboliqué & 472 /4), pas de longueur
critique. Des lignes de niveau (en noir au-dessus de 0dB et blanc sawdggacilitent la lecture
de certains poles et zéros et permettent de voir leur évolution avec laéonglu tubel.
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Figure 7. Phase des fonctiong,, (en rd) associées a la derniére ligne de la figure 6.

4. Solution spécifique pour les tubes convexes en guides di@s stables
4.1. Structure généralisée

4.1.1. Forme globale et forme décomposée

Nous avons vu, que le trongon peut étre modélisé par 2 syst@rhdigure 2). Le
premier est donné par le quadripdleet ses 4 fonctions globales; et le second par
une forme décomposée avec 10 fonctions de transfert.

— Forme globale :Quel que soit le signe de la courbure, les fonctions de teansf
globalesRk! , Ry, etT, sont stables. De plus nous savons qu’elles n'ont qu'unewaup
surR™ due aux pertes. Les simuler telles quelles, par une approckale, permet-
trait d’obtenir une réalisation stable du trongon. Maismpane réalisation faible cout
simulable en temps-réel il est nécessaire de “tronquerirledes, ce qui pose des
problémes de réalisme.

— Forme décomposée Cette forme a I'avantage d’'étre adaptée a la modélisation
parguides d’'ondeamais pose des problémes de stabilité. Pour les courbugasives,
il y a 'apparition d’une partie de coupure instable d&ns

Nous voyons dans la prochaine partie qu'il éxiste une iidi représentations
du trongon et nous en obtenons une paramétrisation qui resoeeftra de trouver une
réalisation stable en partie 4.2 respectant dans unererre@sure le formalisme des
guides d’ondes.

4.1.2. Forme standard d’un trongon

Dans un premier temps nous cherchons a représenter lesatewesfde la figure
2 par une structure commune : la structure de la figure 8 estadente a I'une des 2
formes (globale ou décomposée) si les égalités suivantevénfiées :

— Forme globale #;=R., F;=Dg, G;=0, H, =R}, F.=D,, etG, =0.
— Forme décomposéeH; = R, Fi = D(1+ Ry;)(1+ Rie), Hy = Ryey, Frr =
D(1+Rli)(1+Rr6), g :RIZD(1+RM)/(1+RM), etg, :RMD(1+RZZ)/(1+RM)

ou D et D, correspondent aux transmissidfiset 7, sans le retard en facteur. Les
autres fonctions de la forme décomposée sont données pasj32
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G, H,

Figure 8. Forme standard d’un trongon

4.1.3. Paramétrisation

Dans un cas général, la forme standard (figure 8) permet déseter le troncon
de tube si les formules algébriques suivantes sont vérifiées

RL=Mi+F G e /d(s), Ry=M,+F.G e *™/d(s),
D, = Fi/d(s) = F./d(s), avecd(s)=1-G,G.e 5. [37]

On remarque alors que I'on a 2 degrés de liberté. En chomigsat G, comme
degrés de liberté, la résolution du systeme (37) donne

Hi= Ry —DyGr e, Fi=Dy(1-GG e ™),
Hr =Ry —DyGie >, Fr=Dy(1—-G,Gre 7). [38]

Ainsi, il est possible de choisir arbitrairement les fooos G; et G,., tout en
préservant les relations entrées/sorties originales dtesye. Nous avons donc une
paramétrisation du systéme par 2 fonctions. Par exempterzef globale correspond
auchoix: G, =0, G,.=0.

Dans le cas de la forme décomposée, les 6 fonctions de tram'sfiet pas de retard
interne, les modes du trongon sont simulés par la boucle stérsge. Pour la forme
globale,G; = G, = 0, la boucle est dans ce cas ouverte, les modes sont alorggsimul
par les retards contenus dans les dénominateurs des 4 fauirgsns.

Remarques :Quel que soit le choix dg; et G, causales et stable®,, H,, F; et F,
définies par (38) sont elles aussi causales et stables. Bechhisirg; etg,. inférieurs
a1 en module dan§; garantit la stabilité de la boucle interne du systéme.

Il nous faut donc chercher maintenant des foncti@nst G, qui permettent d’'as-
surer la stabilité du systeme, et de conserver le formalggsguides d’'ondes
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4.2. Réalisation stable pour un trongon convexe

4.2.1. Stabilisation des tubes convexes

Pour I'approche deguides d'ondesle choix “idéal” est celui de la forme

décomposée. Avec
R;; = RllD(l—FR”)/(l-i-Ru) etRf.i = R,.iD(l—‘y-Rli)/(l—FR,-i), [39]

ce choix “idéal” est donné paj, = R}, etG, = R;,. Cependant ces fonctions sont
des fonctions d& et ont donc des singularités instables fug;] pourT < 0. Nous
devons donc faire un autre choix.

4.2.1.1. Que peut étre un “bon choix”?

Pour comprendre qualitativement ce que peut étre un “boixthe G; et G,
regardons par exemple I'expression de la fonction de teain&j donnée par (38) :
Fi(s) = Dy(s) (1 — Gi(s)Gr(s) e 7). La fonction D, possede une coupure sur
R~ en raison des pertes, et une infinité de paires de pbles crasptenjugués dans
C, qui correspondent chacune & un mode du trongon. Ces pélesesaréros du
dénominateur d®, qui est :1 — R}, R}, e~ *"*. ChoisirG, = R}, etg, = R},, permet
de compenser exactement les pélegxe Avec ce choix,F; n'a plus de péle comme
singularité, mais uniquement la coupudreer .

L'idée que nous proposons et testons ici, est de compensgdles en hautes
fréquences (il y en a une infinité) par la boucle interne derlacgire avec un choix
qui vérifie G, (iw) ~ Rj;(iw) etG,(iw) ~ R, (iw) pour|w| grand, mais aveg,; etgG,
holomorphes dang{ . Et les quelques pdles restant du systéme en basses fréquenc
sont alors simulés tels quels par les 4 fonctidhsH.., F; et F,. données par (38).

4.2.1.2. Comment trouver un “bon choix” ?

Pour simplifier les choses, nous modifions artificiellemestfbnctionsi;; et R,
par une transformation+— ~(s) du plan de Laplace. Le choix est alors donné par :

Gi(s) := Ri;(7(s)), et Gr(s) := Ry, (v(s)). [40]

Maintenant le choix ne réside plus que dans celui de ceti@stormation”. Pour
assurer le bon comportement en hautes fréquerthéss ~ R;;(iw) et G(iw) ~
R?,(iw)), on pose pout :

Vs € a avec|s| grand : v(s) = s. [41]

4.2.1.3. Propriété d’'une “bonne transformation”

En plus de vérifier (41), il est intéressant de maitriserilepdarités dej; etg,. par
le choix dey. Dans un premier temps la transformation choisie doit assaistabilité
et la passivité d¢, etg,., et si possible limiter 'ensemble de leurs singularitésuP
garantir la bonne définition des fonctions, nous donnonsdagraintes
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P1 :~ est a symétrie hermitienne,

P2 :v est analytique dang_,

P3:] —o00,s1] Ny (CY) ={a},

P4:Vs € CJ, |R;(v(s))| < 1et|R:(v(s)] < 1.

Avec ces propriétés, choigii(s) := Rj;(y(s)) etG,(s) := R;(~(s)) définit des
fonctions hermitienne (P1), holomorphes déiis(P2, P3 et parce quB;; et Iz, ont
leurs singularités syr— oo, s1] uniquement) et P4 garantit la stabilité de la boucle.

Remarquons que lI'ensemble des coupures Gileet G, devient Ct =
{s € C/~(s) €] — 00, s1]} (avecCT C C, grace a P3). La transformation per-
met donc de repousser la partie instable de la coupufe(fle s;] ¢ R*) dansC,,
ce qui stabilise les fonctions de transfert.

Exemple 1. Définissons par exemple la transformatipfy) := s+ A/(1 + 5). Avec
B> 0etA > s, on vérifie que cette transformation est a symétrie hermigg(P1),
est analytique dan§ \ {—f} (P2), et vérifiglim |, o, 7(s) = s (cf. (41)). De plus
en choisissant convenablemehet 3, elle peut vérifier (P3) et (P4).

4.2.2. Réalisation numeérique stable

Nous donnons ici des résultats de réalisations stables tdngon a courbure
négative en utilisant I'idée présentée précédemment aveerntain nombre de consid-
érations obtenues empiriquement. La procédure est réspandes étapes suivantes :

— Nous choisissons une transformatiomérifiant (P1-P4) et I'équation (41).
— Nous en déduisor etG,. par (40), etH;, H,., F;, F- par (38).
— Nous approximons les 6 fonctions par des filtres simulatl@sériquement.

4.2.2.1. Définition de la transformation

Dans la pratique, au lieu de cherchedéfini dansC, nous limitons la recherche a
iR (domaine de Fourier). Donc nous cherchons un contour defimj@R).

En hautes fréquences, ce contour doit se rapprocher au r@sglp I'axe imagi-
naire (voir (41)), alors nous le choisissons tel gyév) = iw pour|w| > wp, 0Uwy
est une pulsation que nous nommguésation de raccord

En basses fréquences, il doit non seulement contournerrii ok la coupure
[0,s1] (pour garantir P3), mais aussi contourner I'ensemble des C tels que
|Ry(s)| > 1et|Rr(s)| > 1 (P4). De plus, ce contour doit vérifier une contrainte
de régularité€ > suriR (condition nécessaire pour P2).

Dans I'exemple présenté en figure 9, on défitfitv) := iw + p s1 g(w), oUp > 1
est un parametre réglé empiriguementy @st une fonction de la classe de Gevrey
assurant la régularité> aux raccords = +wy), avecg(0) = 1 etg(w) = 0
V|w| > wp. Remarquons que(iw) contourne la coupure et la courbe de niveau a 1
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comme attendu. Afin de ne simuler que les 2 premiers modesdgan, la pulsation
wp est choisie égale@m(p,) ol p, est le pdle associé au deuxieme mode du trongon.

Figure 9. Phase deR;; et contoury(iw).

4.2.2.2. Approximation et résultats

Pour la réalisation numérique du systeme, d'abord les ifmmetde transferg,
et G, sont approximées par des filtres standard simulables nguatnient. Ce type
d’approximation est présenté dans (Montseny, 1998) paupsiocipe et en détails
dans (Hélieet al., 2006b; Héliest al., 2007b), avec de nombreux exemples. Il nécessite
ici le placement de” pdles suiR—, et leurs résidus sont obtenus par une optimisation
par moindres carrés.

Rappelons que les modes de fréquences supérieuresodt simulés par la boucle
interne du systeme (cf. 84.2.1.1), et qu’il ne reste que deuxéquences inférieures a
wp, au nombre de 2, qui doivent étre simulés par les fonction$L,., 7; et F,.. Ces 4
fonctions sont alors approximées de la méme maniére avetacement deP péles
surR~ et de 2 paires de pbles complexes conjugués placégs en) et (p2, p3).

La figure 10, représente en fréquences un résultat de siorutiitin tube convexe
avec pertes visco-thermiques. Les parameétres suivantéoohéisis :L = 15 cm
(longueur du tube)Y = —100 m~2 (courbure),»(0) = 7 cm etr(L) = 10 cm
(rayons aux extrémitésy, = 0.0033 m~z (pertes), etF, = 44100H z (fréquence
d’échantillonnage). IciP? = 6 pbles sont placés sl . Précisons que I'augmentation
de l'ordre d’approximation permet de raffiner les résultatis rend la simulation
temps-réelle plus colteuse en utilisation CPU.

Aprés discrétisation des fonctions de transfert, le syst@obal est simulé
numériquement par : 2 retards purs (simulés par des tampcngaaes faible codt),
et 52 pbles (6 pbles réels pour chacune des 6 fonctions, étexpke pdles complexes
conjugués pour les 4 fonctiori$;, H.., F; et F,.). Ceci est équivalent & environ 104
multiplications par échantillon (nous négligeons les &dds par rapport aux multi-
plications, et nous considérons qu’un péle réel a une coriglde 2 multiplications
réel et une paire de pbles complexes conjuguées, systemgal2) a une complexité
de 4 multiplications réelles).
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Figure 10. R} et sa version simuléég. L'erreur maximale est d’environ 1.9 dB, et
son erreur moyenne de 0.3 dB.

5. Conclusion

Nous avons étudié un systéeme a parametres répartis qui exidele acoustique,
'EDP de Webster-Lokshin. Nous avons constaté, en étudiastsous-modeéles de
complexité croissante, que les méthodes d’analyse nuogdnt leurs limitations si
I'objectif premier est la simulation numérique temps-réaissi, on a montré que le
formalisme éprouvé des guides d’ondes, issus du traitechesignal (et trés utilisé
en traitement de la parole), était a méme, une fois adapééliorer significative-
ment les performances. Cela étant, dans le cas de tubeskummunégative, on doit
du coup résoudre un certain nombre de problemes, surtmgtaliilité interne des
modeéles décomposés qui sont en contradiction apparentdaastabilité externe du
modele global : pour ce faire, les techniques issues debaatique se révelent partic-
ulierement opérantes. Quelques exemples de résultatmd&ation sont donnés pour
conclure la présentation.
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