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Résumé

Une des étapes de la synthése sonore par modéle physique consiste a ré-
soudre la dynamique d’un résonateur excité par une force (action du musi-
cien). Cette force et ses caractéristiques sont trés importantes puisqu’elles
traduisent musicalement toute la gestuelle du musicien. Pour des amplitudes
de force atteignant un certain seuil, I'hypothése de linéarité n’est plus valable.
Par exemple, les auditeurs peuvent entendre pour les nuances fortissimo une
modification du timbre de I'instrument de musique.

Le travail de cette thése consiste a approximer la dynamique de modéles
non linéaires par les séries de Volterra (outil d’approximation de systémes
faiblement non linéaires) afin d’améliorer le réalisme de la synthése. Ces
modéles sont au nombre de trois : deux modeéles de cordes prenant en compte
la variation de tension (Kirchhoff et Kirchhoff-Carrier) et le modéle de poutre
de Reissner (dont la cinématique est définie a ’aide d’un groupe de Lie) afin
d’exprimer le couplage entre les six degrés de liberté. Pour chacun de ces
modéles, le calcul des noyaux de Volterra (définissant la série de Volterra)
sera réalisé ainsi que la structure de simulation mise en oeuvre a partir des
résultats obtenus.
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Introduction

La synthése sonore par modeéle physique consiste en la création d'un son
par la résolution de la dynamique d’un résonateur, i.e. produire un son a par-
tir de I’état d’un résonateur (corde, tube...) régi par les lois de la physique. A
I'inverse, la synthése par modéles de signaux (plus ancienne) s’attache a re-
produire le résultat, les « parameétres » d’un son, paramétres issus de I’analyse
d’un signal. Un exemple de synthese sonore par modele physique, est le lo-
giciel Modalys développé par I’équipe Acoustique Instrumentale a 'TRCAM.
Ce logiciel est une lutherie virtuelle, qui met a disposition de 'utilisateur des
catalogues d’objets et d’interactions. L’assemblage de différents éléments as-
socié a une excitation du systéme ainsi crée, va voir sa dynamique simulée et
permettre de récupérer une variable de sortie, destinée a créer un son. Il est
déja possible de faire des calculs en temps réel dans Modalys, cependant la
synthése sonore est réalisée a partir de résonateurs linéarisés. Certains phé-
nomeénes bien connus des musiciens ne sont donc pas simulables actuellement
(son cuivré, variation de tension d’une corde ou d’'une membrane...).

Cette thése s’inscrit dans le cadre de la simulation de la propagation
d’onde non linéaire dans un solide, afin d’améliorer le réalisme de la synthése,
en intégrant certains phénomeénes non linéaires. L’objectif est de prendre en
compte le comportement non linéaire du résonateur afin de pouvoir repro-
duire certains modes de jeu liés a 'augmentation de I'amplitude de 'excita-
tion (distorsion, changement de timbre...). Les séries de Volterra sont un des
outils possibles pour ce travail. Cette méthode est connue pour son utilisation
dans I'approximation des systémes non linéaires par les automaticiens (cf.
[32], [21]). Elle est bien adaptée a la simulation de non-linéarités « faibles »
(i.e. polynomiales).

Le travail présenté se focalise sur la simulation de différents modéles non
linéaires de corde. En effet, les modéles linéarisés bien connus de corde en
appui simple ont pour solution une sinusoide amortie. L’observation (visuelle
et « auditive ») montre que la réalité est plus complexe pour des excitations
de forte amplitude. En effet, la variation de fréquence ou l’enrichissement
spectral issus du son d’un violon par exemple, ne peuvent étre reproduits par



ces modéles. Le premier phénoméne important a prendre en compte est la
variation de tension : la corde déformée pendant la vibration subit une varia-
tion de longueur, et donc de tension. Du point de vue du modele physique,
la célérité n’est plus constante. Un deuxiéme point qui nous semble impor-
tant, est la prise en compte de tous les degrés de liberté. Une observation
sommaire de I'effet d’un coup d’archet sur une corde, filmé avec une caméra
rapide, montre que l'excitation prend la forme (au moins) d’une torsion et
d’un déplacement transverse imposés.

Watzky (cf. [49]) a réalisé une importante bibliographie sur les modéles de
corde, linéaires ou non, avec un ou plusieurs degrés de liberté, développés au
XXeme siecle. Ce travail met en évidence que le couplage entre les degrés de
libertés est non linéaire. Il révele également la variation de tension, ainsi que
la modification du contenu spectral en fonction de l'excitation. Ces phéno-
meénes non linéaires semblent nécessaires dans un modéle de synthése sonore
par modele physique destiné a étre de plus en plus réaliste. La synthése so-
nore d'une corde soumise a différents types d’excitation (archet, pizzicato,
marteau...) ne peut donc étre réalisée avec un modéle a un degré de liberté.

Le travail présenté dans cette thése se décompose en trois parties princi-
pales. Les chapitres 1 et 2 constituent une introduction aux séries de Vol-
terra. Le premier chapitre présente quelques rappels sur la résolution d’un
probléme linéaire, puis propose une méthode basée sur la théorie des per-
turbations réguliéres pour résoudre le méme probléme avec un terme non
linéaire. La solution nécessite 'utilisation de convolutions aussi bien dans le
domaine temporel que dans le domaine de Laplace. Les séries de Volterra
sont introduites par I’exemple pour proposer une réponse a ce probléme. Le
chapitre 2 présente une démarche compléte de résolution d’un probléme non
linéaire. Deux modeéles de corde non linéaire (Kirchhoff et Kirchhoff-Carrier)
sont présentés. Le calcul de leur noyaux de Volterra permettra d’identifier
une structure de simulation simple.

Les chapitres 3 et 4 reprennent la méme approche pour un modéle de poutre.
Le modele de poutre de Reissner exprimé a l'aide d’'un groupe de Lie a été
choisi pour étudier un modele & 6 degrés de liberté par section. Ce choix
est basé sur l'avantage d’exprimer les équations de la mécanique dans un
groupe de Lie adapté qui permet de simplifier les expressions d’équilibre. En
effet, au prix d’un cadre théorique plus complexe il est possible d’exprimer
la dynamique d’un solide sans les non-linéarités dues au paramétrage. Aprés
avoir écrit ’équation d’équilibre de maniére adaptée aux série de Volterra, le
chapitre 4 établira I’'équation des noyaux et la structure de simulation.



Finalement, la troisiéme partie, composée du chapitre 5, présente une généra-
lisation des séries de Volterra au formalisme de Green. En effet les fonctions
de Green sont destinées a calculer la réponse d’un systéme linéaire soumis a
des forces, conditions aux limites réparties et variables. D’un autre coté les
noyaux de Volterra utilisés dans les chapitres précédents ne peuvent étre uti-
lisés dans le cas de forces dont la répartition varie dans le temps. Les noyaux
de Green-Volterra définis offrent la possibilité de calculer la réponse d'un
systéme non linéaire soumis a des forces variables dans le temps et 'espace.
Ce type de formulation pourrait étre utilisé pour résoudre des problémes de
contact bilatéral par exemple.



Chapitre 1

Quelques rappels et introduction
aux séries de Volterra

Ce chapitre présente la démarche qui sera appliquée & des systémes méca-
niques dans le cadre de cette thése. Quelques outils de la théorie des systémes
linéaires et non linéaires seront rappelés a travers un exemple, puis le support
théorique des séries de Volterra sera introduit.

1.1 Introduction

Dans le cadre de la synthése sonore d’instruments de musique par modéles
physiques, on s’intéresse a des résonateurs non linéaires initialement au repos
excités par des signaux provoqués par le musicien (application d’une pression
dans la bouche, d’'un mouvement d’archet...) Le signal d’excitation peut étre
considéré comme [’entrée d'un systéme (ici le résonateur) et va modifier son
état en lui fournissant de I’énergie. Pour la synthése sonore, on peut s’inté-
resser 4 une quantité dépendante de cet état (mouvement ou pression en un
point du résonateur, son rayonné...) qu’on définira comme la sortie du sys-
teme. Pour des instruments auto-entretenus, ’auto-oscillation est due a des
non-linéarités de couplage souvent « fortes »(équation de Bernoulli pour les
vents, lois de frottement ou de contact pour les cordes...). Dans ce manuscrit
nous nous intéressons a des phénomeénes non linéaires plus « faibles »localisés
dans le résonateur et simplement responsables de distorsions et de change-
ments de timbre. En effet, pour des nuances de jeu « fortissimo » (ou I'am-
plitude de la force d’excitation est la plus élevée), 'auditeur peut entendre
aisément une modification du timbre liée & un enrichissement spectral du son
produit. Ces phénomeénes indiquent clairement que 'hypothése de linéarité de
la dynamique de la corde n’est plus valable pour la synthése sonore. En effet,



les phénomeénes tels que la variation de tension ou les couplages entre les de-
grés de libertés ne sont plus négligeables et entrainent les distorsions pergues
par l'auditeur. L’expression progressive des ces non-linéarités en fonction de
I’amplitude de I'excitation permet de les modéliser comme une perturbation
du systéme linéaire. Dans ce cas, la dynamique est toujours étudiée autour de
I’équilibre du systéme linéaire on parlera de systémes faiblement non linéaires
(i.e. dont la validité va légérement au-dela de la plage linéaire).

Les séries de Volterra sont bien adaptées a I'approximation de ces sys-
temes (cf. [7], [21], [30] ou [32] par exemple). En effet, cet outil permet d’ap-
proximer le systéme jusqu’a un ordre de non-linéarité choisi (cf. [24]). De
plus, une fois les noyaux du systéme obtenus (par décomposition en non-
linéarités homogeénes sur 'entrée), il est possible de déduire une simulation &
faible cotit basée sur des gains et des filtres dont les coefficients sont liés aux
parameétres physiques.

Ce premier chapitre introduit les outils utilisés a travers I’exemple le plus
simple de systéme E/S en mécanique, & savoir, un systéme masse-ressort
amorti comportant, ou non, des faibles non-linéarités. Cette introduction
permettra de mettre en valeur les différentes notions sur lesquelles reposent
les séries de Volterra et la méthode de simulation choisie.

— lareprésentation d’état d'un systéme E/S linéaire, puis la solution grace

a la transformée de Laplace,

— approximation par la, théorie des perturbations réguliéres du méme

systéme muni d’un terme non linéaire

— introduction par I’exemple des séries de Volterra.

1.2 Exemple introductif et probléme posé

1.2.1 Systéme linéaire Entrée/Sortie : cas d’un systéme
masse-ressort-amortisseur
Considérons un systéme mécanique masse-ressort-amortisseur (cf. figure

1.1) centré (0 est le point d’équilibre) linéaire S soumis & une force d’excita-
tion f et gouverné par

my(t) + cy(t) + ky(t) = f(t) VE>0 (1.1)
y(0) = weR (1.2)
9(0) = o eR (1.3)

ot y localise la position de la masse et (o, 9o) sont les conditions initiales.
La solution de ce probléme de Cauchy est donnée par (cf. [32])

y(t) = go(t)yo + g1 ()0 + (hox f)(2) (1.4)

9



y(t)3

FIGURE 1.1 — Systéme masse-ressort-amortisseur

avec, si ¢2 < 4km le systéme est oscillant et V¢ € RT

go(t) = e “(cos(Bt) + % sin(ft))

L.
g1(t) = —sin(ft)
p
efat
h(t) = i t
(t) B sin(3t),
ol a = 5, 3 = % — f;, et g = go + g1 est la solution du probléme

homogéne que I'on peut trouver avec la méthode de I’ equatlon caracterlsthue
par exemple. La convolution est définie par (hx f)(t fR (t —7)f(r)dr.

Systéme E/S et représentation d’état

Le systéme linéaire différentiel d’ordre 2 de dimension 1 (équations (1.1)
a (1.3) ou x est scalaire) se récrit sous la forme d'un systéme différentiel
linéaire d’ordre 1 et de dimension 2 :

(S) X = AX+Bu VYt>0 (1.5)
y = CX+ Du .
X(0) = X,€R? (1.7)

avecu:f,X:{g},etoﬁA:[ Ok 1C },B:{S],C:[l 0],

0
0

En théorie des systémes et en automatique la forme (1.5)-(1.6) s’appelle
représentation d’état du systéme d’entrée f, d’état X et de sortie y (cf. figure

DZOQtXQZ[
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1.2). Ce systéme est stationnaire et causal, les quatre matrices A, B, C et
D sont constantes. (1.5) est I’équation dynamique et (1.6) est I’équation
d’observation.

f(t)

y(t)

S

FIGURE 1.2 — Systéme masse-ressort-amortisseur d’entrée f (force) et de
sortie y (déplacement) le systéme S.

Propriété 1
La solution de (1.5) est

X(t) = gx()X(0) + (hx *u)(t) (1.8)
y(t) = CX(t) + Du(t)
= [1 0]X(t).

ot gx (t) = e et hx (t)e' B, ainsi I'équation (1.6) devient
y(t) = gy(1)X(0) + (hy *u)(t) (1.10)
ot g,(t) = Ce et h,(t)Ce B + D4(t).

Cette formulation est plus simple que 1'équation (1.4) et plus générale car
valable pour toute dimension.

Dans la suite le systéme sera initialement au repos, i.e. les conditions ini-
tiales seront nulles, les équations (1.8) et (1.10) comporteront uniquement
une convolution.

Transformée de Laplace et fonction de transfert

On note s la variable de Laplace. La fonction X étudiée précédemment
est causale, i.e. Vt < 0, X(¢) = 0. Cette fonction appartient & L*(R", R) c’est
a dire l'espace des fonctions définies sur RT mesurables, il s’agit de signaux
d’énergie finie.

Définition 1 (Transformée de Laplace dans L?(R" R))
Soit X € L*(R",R), la transformée de Laplace L(X) de X est définie par

(cf. [39])
+oo
L(X)(s) :/ e S X (t)dt (1.11)
0
Le systéme étant causal et stable, la bande de convergence (I’ensemble des

s ou l'intégrale converge) est définie par C; (plan complexe a partie réelle
positive). Dans cette bande de convergence L(X) est analytique.

11



Les équations (1.5) et (1.6) deviennent dans le domaine de Laplace

sC(X) = AL(X) + BL(u) (1.12)
Lly) = CLX)+ DL(w) (1.13)

ce qui conduit a

Lly) = HyL(u)

avec les fonctions de transfert qu’on note

Hy(s) = Q(s)B (1.14)
H,(s) = CQ(s)B+D (1.15)

ou Q(s) = (sI — A)~L. Pour notre exemple, on trouve

1 1
Hx(s) = [8]m52+cs+k
1
H T R —
o(9) ms? 4 cs+ k

La résolution numérique peut se faire avec ses méthodes standard de
passage du temps continu au temps discret (un exemple, le bloqueur d’ordre
zéro est présenté section 2.6).

Simulation en temps discret Une possibilité d’application numérique de
ces résultats est 'utilisation de la transformée bilinéaire définie par
22—1
5= = .
Tz+1

(1.16)

Cette fonction permet de transformer un systéme différentiel linéaire dans le
domaine de Laplace en un systéme a temps discret représenté par sa trans-
formée en z. Ici, la solution du probléme définie par la fonction de transfert
H~ devient

(1+22714272)
a—+ bzl + cz72

avec T la période d’échantillonnage, a = 4m + 2¢T + kT? b = —8m + 2kT*>
et ¢ = 4m — 2cT + kT2

La figure 1.3 représente la simulation temporelle de I’équation (1.17) ou
I’excitation est une fonction affine du temps sur 10 ms.

Hy(2) = (1.17)

12



FIGURE 1.3 — Réponse du systéme linéaire défini par ’expression en temps
discret de la fonction de transfert.

L’équation (1.17) permet d’obtenir une simulation a faible cotit basée sur

un filtre ARMA(2,2) :

—b c 1 2 1
Yn = Yn—1 — —Yn—2 + —Up + —Up_1 + —Up_2.
a a a a a

En résumé, cette premiére section a mis en valeur une méthode de réso-
lution et de simulation d’un probléme linéaire :

1. Représentation d’état de I'équation d’équilibre (1.1)

2. Transformée de Laplace et calcul des fonctions de transfert
3. Transformée bilinéaire pour discrétiser la solution

4. Simulation de la solution sinusoidale.

La suite consiste a ’application de la méme méthode pour un probléme non
linéaire.

1.2.2 Ressort non linéaire : développement en pertur-
bations réguliéres sur ’entrée

Reprenons le systéme S en modifiant I’équation (1.1) comme suit
mi(t) + ci(t) + (k + ax(t))x(t) = f(1), (1.18)

ol « est le coefficient de non-linéarité et ou z(0) = 0.
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La représentation d’état obtenue dans les équations (1.5) et (1.6) devient
pour le systéme (1.18)

. 0
X = f(X,u)_AX+Bu+R(X,X)_AX+Bu+{XTQX }(1.19)

v = [10]X (1.20)
avec () = _(]ag

Marquons l'entrée u par € > 0 pour signifier que 'on considére v comme
une petite perturbation

X = AX + Beu + R(X, X). (1.21)
et développons formellement la solution X en puissance de €
X(t) = Xo(t) + €Xy(t) + €Xo(t) + € X3(t) + ... (1.22)

Puisque les conditions initiales sont nulles, on a X(0) = 0 pour tout € au
voisinage de 0 et donc pour tout j, X;(0) = 0.
Par ailleurs, d’aprés (1.22) on a

X(t) = Xo(t) +eXy(t) + Xo(t) + EX5(t) + ... (1.23)
g 0 .
R(X,X) = —akz% [ XT0X, } (Produit de Cauchy)  (1.24)

Ainsi en injectant (1.22) dans l’équation (1.21) et en réordonnant les
termes selon €* on obtient

i éT;(t) = Beu(t). (1.25)

J=0

avec Tj(t) = X; — AX; —ad 7y { X;;FQOXj_k } .

Remarque 1 (sur la convergence)

La convergence de ces développements (formels a ce stade) est nécessaire
pour que le probléme soit bien posé. Il existe des algorithmes de calcul du
rayon de convergence (cf. [25] et [26]). Ici on a |u| < p = £ o1 la constante K
dépend seulement du probléme linéaire!. Nous ne rentrerons pas dans cette
étude dans le cadre de de manuscrit.

1. et vaut K = 4||hx||r1k avec ||hx || = [or [[hx (t)]|r2dt et £ =[5, [|e??||r2dt.
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L’équation (1.25) se met sous la forme Z]EN e/T; = 0. Pour qu'elle soit
vérifice pour tout € dans un voisinage de 0, chaque terme 7} doit étre nul.
Cette écriture conduit a la suite de problémes linéaires suivante :

— j = 0 donne I'équation 0 = 0 (puisque le systéme est centré et la
condition initiale est nulle).
— Pour j =1 '
avec Bu = 2 } U
— Pour j > 2 " .
X; = AX; = x;
avec
d 0
=« 1.27
v X x| <>

En résumé Xy = 0 et on a a résoudre la suite de problémes différentiels
linéaires donnée par

(1.28)

X;(0)=0

avec les seconds membres
x1(t) = Bu(t)
- 0 (1.29)
Xjz2(t) = a7 -
’ PO XT (6)QXk(t)

Les solutions sont Vj € N*

t
X; = / Ay (7)dr (1.30)
0

Remarque 2
La solution est donc une suite de convolutions a travers ;.

Dans le domaine de Laplace, la suite de problémes différentiels devient une
suite algébrique de la forme

L(X;) = QL(x;) (1.31)

avec Q = (sI — A)™! (cf. équation (1.14)). Cependant £(x;) n’est pas simple
a calculer, les produits dans le domaine temporel devenant des convolutions.
Les séries de Volterra permettront de simplifier grandement ce probléme.

En résumé, cette section a mis en valeur une méthode de résolution et de
simulation d’un probléme non linéaire :

15



1. Représentation d’état de I’équation d’équilibre (1.18)
2. Transformée de Laplace et calcul des fonctions de transfert

Ces outils sont les mémes que ceux présentés dans la section 1.2.1. Mais
ici, la suite de convolutions obtenue dans I’équation (1.31) ne peut pas étre
simulée a faible cott (pas de transformation bilinéaire pour obtenir une si-
mulation simple). Les séries de Volterra qui seront utilisées dans le cadre de
cette thése répondent a ce probléme et permettent de calculer le calculateur
(équations (1.28) et (1.31)). C’est une une généralisation de cette méthode
d’approximation.

En effet, comme nous le verrons dans la prochaine section, la sortie d’'un
systéme définit par ses noyaux de Volterra consiste en une somme de multi-
convolutions. Le travail de cette these, présenté dans les chapitres suivants,
consiste a calculer les noyaux de Volterra de certains systémes non linéaires
et de les utiliser dans une méthode de simulation & faible cotit pour un ordre
de non-linéarité choisi. Tout d’abord, présentons les séries de Volterra et leurs
propriétés.

1.3 Séries de Volterra de systéme a une entrée

1.3.1 Définition et propriétés

Les séries de Volterra ont été principalement utilisées pour résoudre des
circuits électroniques non linéaires, ainsi que des équations différentielles or-
dinaires comprenant des non-linéarités régulieres (cf. |7, 21, 41, 32|). Elles
représentent la solution (la sortie du systéme en automatique) comme une
somme infinie de multi-convolutions alimentée par l'excitation (I’entrée du
systéme). C’est une extension du « filtrage linéaire » aux cas des « compor-
tements non linéaires ».

Dans le cadre de cette theése, les séries de Volterra sont utilisées sur des
systémes stationnaires causaux et stables (entrée bornée/sortie bornée).

Définition 2
Un systéme causal d’entrée f et de sortie y (cf. Fig. 1.4) est décrit par une
série de Volterra de noyaux {hy }nen+ S

vt eRY,  y(t) = Z/(R B (Ti) f(E = 71) o f(t = )T, (1.32)

+)n

avec la notation (11.,) = (71, T2, . .., Ty) €t A1y, = dmd7y ... d7,.

16



Remarque 3
La somme commence a n = 1 au lieu de n = 0 pour un systéme stationnaire
a conditions initiales nulles, ce qui est toujours le cas dans ce manuscrit.

I o (1)

FIGURE 1.4 — Systéme d’entrée f et de sortie y décrit par une série de Volterra
{hn}nEN* .

On appelle h,, les noyaux de la série de Volterra. En effet ces noyaux de
type convolutif (noyaux de convolution) généralisent la notion de réponse
impulsionnelle. L’équation (1.32) peut étre interprétée comme suit : pour
n = 1, le terme est une convolution linéaire classique de telle sorte que hy est
la réponse impulsionnelle de la contribution linéaire. Pour n = 2, le terme
introduit une contribution quadratique de f sur la sortie y. Plus généralement,
le terme d’ordre n est associé a une non-linéarité homogeéne d’ordre n qui
prend en compte la mémoire du systéme a travers la « multi-convolution ».

De plus, comme dans le cas linéaire, des noyauz de transfert H,(s1.,)
(notés en majuscules) peuvent étre définis comme la transformée de Laplace
des réponses impulsionnelles généralisées hy,(T1.,) ((S1.n) = (81, .., S,) sont
les variables de Laplace) (cf. section 1.6.5).

Remarque 1 : Les séries de Volterra englobent : (a) les filtres linéaires
(h, = 0 pour n > 2); (b) les fonctions instantanées y(t) = h(f(t)) qui
admettent un développement en série h(f)=> "> a, f"; (c) les combinaisons
(somme, produit, cascade, cf. §1.3.2).

Remarque 2 : Pour le cas (b), h,(71.,) = @,0(71.,,) dans le domaine temporel
(0 est la distribution de Dirac), et H,($1.,) = o, dans le domaine de Laplace.
Remarque 3 : Pour les entrées f nulles avant ¢t = 0, 'équation (1.32) devient
y(t)y=>", f[O,t}” h(T10) f(t—71) ... f(t —7,,)dT1.,. Une telle dynamique est
celle d’'un systéme a conditions initiales nulles. Cette limitation peut étre
supprimée en utilisant une définition plus générale des séries de Volterra

(ct. [32]).

1.3.2 Lois d’interconnexion

Plusieurs méthodes sont disponibles pour calculer les noyaux de Volterra
d’un systéme (cf. [18], [26] ou [32]). Des alternatives fondées sur les systémes
équivalents existent (cf. [21] et [41]) reposant sur les lois d’interconnexion.
Ici, une méthode systématique est proposée (toujours basée sur les lois d’in-
terconnexion) : le systéme annulateur.
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Théoréme 1

Soient K séries de Volterra de noyaux {a* },,en- avec k € [1, K]y. Les systémes
d’entrée f et de sortie y définis respectivement dans les figures 1.5, 1.6 sont
toujours décrits par une série de Volterra.

Combinaison linéaire Siy(t) = Zszl Yk (t), le noyau équivalent {cy, }nen-
est défini dans le domaine de Laplace par

Cr(s1:0) = Y arAl (s10)- (1.33)

Combinaison multilinéaire  Siy(t) = [[r; Yt (t) = M (ya1 (£), Yoz (1), .., Yur (1)),
ot M est une fonction K-linéaire, le noyau équivalent {c, },en+ est défini dans
le domaine de Laplace par

K

Culsim) = > M(AL (0)(5)), A2,(02(5)), .o, AL (65(s)))  (134)

pENK p=n
avec p = p1 + ... + pn, et o¥(s) = (s s s )
17T - T Pny P P14 +Pp—1+1) Fp1+..Apr_1+2s 05 Sp1+..4py ) -

Cascade avec un systéme linéaire La cascade d’un systéme {a,}nen-
avec un systéme linéaire {by, }nen+ (b, = 0 pour n > 2) a un noyau équivalent
défini par

Cn(81m) = An(sl:n>Bl<5/1;)a (1.35)

avec la notation sy, = 81 + ... + S,.

a1Yqr (t)

o {ay}

f@t) =1 az2{an}

——— {anK}

FIGURE 1.5 — Interconnexion : somme des sorties.

Remarque 4
Ces lois existent également dans le domaine temporel, celle de la cascade est
plus complexe, avec une convolution et sera trés utilisée. Pour cette raison,
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| {ar}
Yoz (1 [Ty var(t) = y(t)

{an}

|

'

 e(t)
L[ {aF) [

FIGURE 1.6 — Interconnexion : produit des sorties.

f(@®) y(t)

— {a,} -

b

(linéelxire)

FIGURE 1.7 — Interconnexion : cascade d’un systeme de Volterra avec un
systéme linéaire.

on préférera travailler dans le domaine de Laplace, comme présenté au début
de ce chapitre.

Les démonstrations de ce théoréme sont en annexe A.4 (cf. [21] ou [29)]).

1.4 Solution en séries de Volterra de ’exemple

Pour le cas linéaire, nous savons que la sortie du systéme est définie par
y(t) = (hxu)(t) ot h(t) = Ce1p+ () (respectivement Y (s) = L(h)(s)L(u)(s)
avec L(h)(s) = (s — A)~'B). En exprimant une de ces deux relations (dans
le domaine temporel ou de Laplace) en temps discret, il est possible de trou-
ver une structure de simulation rapide. En résumé, on calcule le calculateur
(calcul de h puis de la récurrence pour le passage en temps discret).

Ici, la méme chose sera réalisée pour les systémes non linéaires, a savoir,
les séries de Volterra vont calculer le calculateur pour chaque ordre de non-
linéarité.

1.4.1 Systéme annulateur et calcul de noyaux

Le systéme annulateur est un moyen d’exploiter directement les lois d’in-
terconnexion (cf. section 1.3.2) pour déterminer les équations linéaires satis-
faites par chaque noyau de Volterra. Cette représentation graphique a l’aide
d’un diagramme bloc en fait un outil trés pratique pour établir les équations
d’un noyau h,, en fonction des noyaux d’ordres inférieurs. Cette méthode est
trés proche de celle proposée par Georges [19] et présentée dans [18]. Hasler
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([21] sections 3.3.2 et 3.3.4) réalise la méme démarche grace a des variables
et des systémes auxiliaires. D’autres méthodes de calcul des noyaux peuvent
étre trouvées par exemple dans [41], ou [18] et [30] pour des approches géo-
métriques.

Définition 3
En supposant connus les noyaux {hn} du systéme qui a une entrée u(t) donne
en sortie la solution X(t), le systéme annulateur consiste a récrire I’équation

d’équilibre en appliquant par blocs les opérateurs de cette derniére, la somme
de tous les termes étant nulle a chaque instant t.

Soit, par exemple I’équation
X(t) = f(X,u) = AX(t) + Bu(t) + v(X, u) (1.36)

ot X(0) = 0 et ot v est de valuation 2, i.e. ne comporte aucun terme linéaire.
Les lois d’interconnexions nous permettent d’écrire I’équation des noyaux

0
u(t) () X

FIGURE 1.8 — Systéme annulateur de 1’équation (1.36)

{hn} du systéme (1.36) représenté figure 1.8.
L’équation wy(t) + wa(t) + ws(t) = 0 représentée figure 1.9 peut étre
récrite en fonction des noyaux h,. La premiére ligne du systéme représente

une cascade entre le systéme {hn} et 'opérateur linéaire % — A, on a alors
wi(t) = 4X(t) — AX(t). La deuxiéme consiste en une cascade entre {h, } et
le systéme v multilinéaire, d’ott I'on peut déduire ws(t) = —v(X, u). Enfin la
troisieme ligne définit ws(t) = —Bu(t)d(1,n), car B est un opérateur linéaire,
ce terme est donc nul pour n > 2.
Application a I’exemple introductif
Le systéme annulateur de ’exemple introductif
mij(t) + cy(t) + ky(t) + ay®(t) = f(t) (1.37)
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FIGURE 1.9 — Zoom sur le bloc II.
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FIGURE 1.10 — Systéme annulateur de ’équation (1.37)
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est représenté figure 1.10.

Suivant le principe énoncé précédemment, 'équation wi(t) + wo(t) +
ws(t) = 0 peut étre récrite comme un systéme de Volterra d’entrée f, fonction
des noyaux H,.

“w(t) = ft)

— walt) = my(t) + ey(t) + ky()

— ws(t) = ay?(1).

Vn € N* les systémes de Volterra dans le domaine de Laplace correspondants
sont respectivement

— An(s) = =01, ou b1, est le symbole de Kronecker. En effet, 'entrée
passe dans un opérateur linéaire (qui devient donc nul pour n > 2) a
savoir une multiplication par 1.

— Bp(S1:m) = M8 Hu(51:m) + ¢S1nHn(51:0) + kH,(s1.) en vertu de loi
d’interconnexion d’une cascade entre un systéme de Volterra et un sys-
téme linéaire.

- Cp(tim) = azz;ll H,(s1.p)Hp—p(Sp+1:m) en vertu de la loi d’intercon-
nexion du produit des sorties de deux systéme de Volterra.

L’équation des noyaux telle que Vn € N* et V¥(s1.,) € CJ", An(sim) +
B(s1:) + Cr(s1.,) = 0 est donc

mS/IZQHn<Sl:n> + CS/I:Hn(Sl:n> + an<Sl:n) - 51,n1(31:n)
n—1

= —« Z Hy(81:p) Hn—p(Spy1:n)

p=1

qui conduit a
Hn(slzn) = Q(Slzn)En(slzn) (138)

ou £, est une fonction des H, avec p < n.

1.4.2 Reéalisation faible cott pour la simulation
Principe

Une fois le systéeme d’équations des noyaux établi, il est possible de réaliser
I’approximation numériquement jusqu’a un ordre donné. Pour ce faire nous
n’utiliserons pas la définition (1.32) de la sortie d’un systéme représenté par
une série de Volterra. En effet, la réalisation des multi-convolutions est assez
coliteuse en terme de temps de calcul.

La méthode choisie consiste en une identification des noyaux de Volterra
a une structure basée sur des filtres ainsi que des sommes et produits instan-
tanés de la sortie de ces filtres. Cette identification sera détaillée de maniére
plus exhaustive dans la section 2.5.
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Simulation de I’exemple

La résolution de I’équation (1.38) pour n = 1 donne le méme résultat que
pour le systéeme linéaire

msTHy(s1) + csiHy(s1) + kHy(s1) — 1(s1) = 0. (1.39)
Pour n = 2 on trouve
m=5’/1:\22H2(31;2) + cS12Hs(81.2) + kHa(s1.2) = —aH1(s1)Hi(s2). (1.40)

Les deux premiers noyaux dans le domaine de Laplace sont donc définis par

Hi(s)) = Q(sl):m (1.41)
Hy(s15) = —aQ(m2)Q(s1)Q(ss) = —oHs)Hlsa) =y o)

—~ 2 — N
ms1.a~ +cs10+ k

En effet, le systéme représenté figure 1.11 peut étre identifié grace aux lois
d’interconnexion. w(t) est le signal issu du produit des sorties de deux sys-
témes linéaires. Ce signal est ensuite 1’entrée d’une cascade avec un troisiéme
systéme linéaire. Les noyaux de ce systéme sont donc tous nuls sauf

Hy(s1,82) = A1(s1)Bi(s2)C1(s1 + $2).

Dans notre exemple, A; = B; = C; = ). Ces deux noyaux peuvent alors

A, Ya(t)

f(t) Sy elu(®) = wt) o) vell
yo(t)

B,

FIGURE 1.11 — Systéme de Volterra élémentaire homogéne d’ordre 2.

étre identifiés & une série de filtres représentée sur la figure 1.12.

Les résultats de la simulation sont présentés figure 1.13. L’entrée du sys-
téme est un cosinus balayé en fréquence de 150 a 1125 Hz. La premiére courbe
est la réponse linéaire correspondant a la sortie du premier filtre, ce signal
est sinusoidal a fréquence constante.

La deuxiéme courbe révéle la sortie du deuxiéme filtre correspondant a la
réponse quadratique, la courbe n’est plus sinusoidale (plusieurs fréquences,
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__________________________________________

Non-linéarité instantanée

Simulation de ’ordre 1 Simulation de 'ordre 2

FIGURE 1.12 — Bloc-diagramme d’une simulation tronquée a l'ordre 2 de
I'exemple : la fleche pointillée isole la dynamique linéaire (n=1); les carrés
représentent les filtres et le triangle un gain.

non centrée en zéro). La troisiéme courbe est la somme des deux réponses
précédentes, la sortie de 'ordre 2 étant assez faible, la forme d’onde est trés
proche de celle de la réponse linéaire. Cependant comme le révele la quatriéme
courbe, la transformée de Fourier de la réponse linéaire ne présente qu’un pic
associé a la fréquence de résonance du systéme (fonction de la masse et de la
raideur). La deuxiéme courbe qui représente le spectre du signal total révéle la
présence d’un second pic a la fréquence double du premier comme le montrent
les spectrogrammes de la figure 1.14. Ce second pic est une conséquence de la
prise en compte d’une non-linéarité quadratique qui génére des harmoniques
a la fréquence double de la fréquence de résonance du systéme.

1.5 Formulaire

Solutions Domaine temporel Domaine de Laplace
Représentation X =AX + Bu sL(X) = AL(X) + BL(u)
d’état r=CX+ Du L(x)=CL(X)+ DL(u)
Systéme X(t) = (hyx *u)(t) L(X)(s) = Hx (s)L(u)(s)
linéaire y(t) = (Chx + Dd) xu)(t) | L(y) = (CHx(s) + D)L(u)(s)
Fonction hx (t) = 1g+(t)e™ B Hyx =(sI—A)™'B
de transfert
Systéme T = C’fot Ay (T)dr L(x;) =C(sI —A)L(x;)
non linéaire X1 = Bu L(x1) = BL(u)
Xi>2 = R(XE, X 1) L(x;z2) = RIL(XE), £(X;1))

24



015 016 017 018 019 02 021 022 023 024 025
t(ns)
x10°
T
1= ,
£
E o ,
>
b ,
i i i i i i i i i
016 017 018 019 02 021 0.22 023 024 025
t(ns
x10°
154 T T T T T T T T T H
1= il
£ o0s
£
g0
@ -05 a
) p il
| i i i i i i i i
015 016 017 018 019 02 021 0.22 023 0.24 025

t(ins)

g *BGW/\"“WWWW I d

SRR I A H,W

i i i i
200 250 300 350 400 450 500
1 (in Hz)

+40

FIGURE 1.13 — Résultats de la simulation : les trois premiéres courbes re-
présentent le déplacement y(¢) a ordre 1 (réponse linéaire) l'ordre 2 et la
somme des deux. La quatrieme est le spectre du signal a l'ordre 1 superposé
au spectre du signal total.
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FIGURE 1.14 — Spectrogrammes du résultat de la simulation pour les réponses
linéaire, quadratique et la somme des deux.

1.6 Support théorique pour D'application des
séries de Volterra

1.6.1 Définition générale
Définition 4

La sortie d’un systéme représenté par une série de Volterra peut s’écrire (cf.
[24] et [32] par exemple)

u(t)=">_ /R ha(t ) f(r) - f(m)db - dr
neN* +

ou les h,(t; 11.,) sont des noyaux de Volterra instationnaires, i.e. des noyaux
représentant le systéme qui dépendent du temps.

Remarque 5
Le noyau hy est a ce titre une fonction de transfert (cf. section 1.2).

Définition 5
Soit u la solution pour 'excitation f. Soit T, la translation temporelle de
vecteur te;. Le probléme est invariant dans le temps si Tiyu est la solution
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pour Uexcitation T, f et dans ce cas, il existe h, tel que
hn<t7 Tl:n) - iln<t - 7-lzn)

A T'exception du chapitre 5, tous les systémes étudiés sont stationnaires. Les
noyaux de Volterra associés seront notés h,(t1.,).

Remarque 6
II est possible d’utiliser les séries de Volterra pour résoudre un probléme
avec des conditions aux limites non homogénes. Ces derniéres deviennent des
entrées du systéme. Un exemple basé sur le travail du chapitre 2 est présenté
en annexe A.5.

1.6.2 Paramétrage en espace

Un systéme de sortie u(z,t) peut également représenté par une série de
Volterra. Les noyaux de Volterra sont alors paramétrés en espace et notés
th) (t1,...,t,). Pour résoudre le probléme, il est nécessaire de pouvoir appli-
quer tout opérateur rencontré dans I’équation d’équilibre. Dans le cadre de
cette thése nous nous limiterons a 'intégration et a la dérivation par rapport
a .

Soit

MMZZ/WMMWMMMWW
neN* RY
siVa € Q, b (t1.,) est intégrable sur R, siVt € R, W (t1:0) est de classe
C! et a%hﬁf’(tm) est continue par morceaux, et si V(z,t) € Q x R il existe
une fonction ¢ intégrable sur R} telle que ||%h£f) (t1n)|| < &(t1m), la régle
de Leibniz (cf. [15], [16]) permet d’écrire

neN*

_ / —ﬁmhwfmy”ﬂQMQ“d%

neN*

De méme, le théoréme de Fubini (cf. [15]), permet d’écrire si b (t1.,,) est
intégrable sur Q x R™" V(a,b) € Q2

/bu(x,t)dx - Z// R (t) f () - f(E)dE .. dt,da

neN*

= (x) x 1 n 1.--Ulp
E:/(/h () f(t1) ... ftn)dty ... dt

neN*
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1.6.3 Convergence

Définition 6
Soit une série de Volterra définie par ses noyaux h,,. La fonction limitante de
la série est définie par

+o0o
= [nll12" (1.43)
n=0

ot la norme-L' est définie par (cf. [21]) ||hn||1 = [gu [Pn(T1n) |dT1n.

Théoréme 2
Soit p le rayon de convergence de la fonction limitante ¢, si I'entrée u est
telle que |u(t)| < p alors la série de Volterra converge et la sortie y est telle

que |y(t)| < én(supser|u(t)]).

Les lecteurs souhaitant plus de résultats sur la convergence peuvent consulter
les références |7, 25, 32.

La convergence des séries de Volterra ne sera pas étudiée dans cette thése :
en pratique, des troncatures a ordre faible de la série donnent de bonnes
approximations, si la non-linéarité n’est pas activée par des « entrées trop
importantes », comme mentionné dans la section 2.8.

1.6.4 Non-unicité des noyaux

Soit m une permutation, tout systéme décrit par les noyaux de Volterra
n(t1, ..., t,) est invariant par la permutation des arguments, i.e. les noyaux
n(tr(1)s - tr(ny) décrivent le méme systeme.

Il est possible de définir des classes particuliéres de noyaux telles que pour
un systéme donné, il n’existe qu’une expression des noyaux possibles (cf. [21],
[32] et [41]).

h
h

Définition 7

Soit P(n) I'ensemble des permutations des entiers (1, ...,n) vers (1,...,n). Les
noyaux sont symétriques, si et seulement si pour toute permutation = € P(n)
on a

ha(t1, s tn) = hn(tr), s ta(n))-

Définition 8
Les noyaux symétriques hS d’un systéme représenté par les noyaux h,, sont

définis par
W3ty .o ty) Z B (tr(1)s oo ta(n))-

’ 7r€’P
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Définition 9
Les noyaux d’un systéme sont triangulaires si

hn(ty,....ty) = 0 sauf sity >ty > ... > t,.

Rugh [41] a également défini les noyaux réguliers d’un systéme basés sur
les noyaux triangulaires.

Définition 10
Si les noyaux hi'(ty, ..., t,) sont triangulaires, les noyaux réguliers sont définis
par

RI9(ty, o tn) = Rt + ooty by + o+ Ly s ).

Remarque 7
Ces définitions particuliéres des noyaux ne seront pas utilisées dans le cadre
de cette thése.

1.6.5 Transformée de Laplace

Définition 11

Comme dans le cas linéaire (cf. section 1.2.1), des noyaux de transfert H,,(s1.,)
(notés en majuscules) peuvent étre définis comme la transformée de Laplace
des réponses impulsionnelles généralisées hy, (71.,) ((S1m) = (S1, .., Sn) sont
les variables de Laplace). Pour un systéme causal amorti (i.e. stable), elles
sont définies par

V(Sl;n) eDD ((C(J]r)n, Hn(slzn) = /(%_H hn(len) ei(slTlJr"'JFSnTn)dTl:n)

ou D est le domaine de définition.

Pour un systéme causal strictement stable I'intégrale converge sur la bande
de convergence. Comme mentionné section 1.2.1 pour les systémes linéaires,
H, est analytique sur Cg, I'ensemble des nombres complexes & partie réelle
strictement positive (cf. [3, (29.1.2)] et [21] pour plus de détails).

1.6.6 Lois d’interconnexion

La résolution d’équation différentielles au dérivées partielles implique
I'utilisation de noyaux paramétrés en espace. L’établissement des lois d’in-
terconnexion dépend d’hypothéses supplémentaires posées sur la paramétri-
sation spatiale du noyau.

Les lois d’interconnexions présentées section 1.3.2 pour les équations dif-
férentielles ordinaires, deviennent pour les équations aux dérivées partielles
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Combinaison linéaire

K
CS (1) = > g AT (51.). (1.44)
k=1
Combinaison multilinéaire
K
C(s1) = Y M(AS (0)(s)), AL (02(5)), ..o, AT (01 () (1.45)
pENK p=n

~__ k _
avec p = pi + ... + pn, et o, (8) = (Sp1totpro1t1s Sp1toApr_1+2 o5 Sprtotpr)-

Cascade avec un systéme linéaire
CT(zx)(SLn) = Agf)(SLn)ng) (51n), (1.46)

avec la notation sy, = 81 + ... + 5,,.

1.7 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en évidence la démarche appliquée dans
le cadre de cette thése pour approximer un modéle faiblement non linéaire
grace aux séries de Volterra. La suite de ce travail va consister a appliquer
cette méthode & des systémes plus complexes, a savoir un modeéle de corde et
un modeéle de poutre, qui consistent en des problémes aux limites modélisés
par des équations aux dérivées partielles (EDP). Cependant, la démarche
restera identique :

1. Représentation sous la forme d'un systéme E/S de la solution en série
de Volterra d'un probléme centré

2. Ecriture du systéme annulateur de la série
3. Calcul des noyaux de transfert de Volterra pour le probléme posé

4. Décomposition des noyaux de transfert en systémes élémentaires réali-
sables

5. Simulation faible cotlit dans le domaine temporel
6. Etude des résultats.

Cette démarche présente de nombreux avantages pour l'implémentation
numérique de la simulation, tout d’abord des améliorations au niveau du
calcul et des résultats de la synthése, pour la prise en compte de certains
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phénoménes non linéaires. En effet, la méthode de simulation permet d’évi-
ter les phénomeénes de repliement spectral tout en gardant une fréquence
d’échantillonnage constante. Les simulations sont peu cotiteuses au niveau
temps de calcul et prennent en compte l'effet mémoire et les phénoménes
non linéaires ce qui aura une importance sur la perception de la synthése
sonore. De plus, elles reposent sur des bases similaires a celle de Modalys
(logiciel de synthése sonore par modeéles physiques développé par I'équipe
Acoustique Instrumentale de 'TRCAM) qui dispose d’optimisations et d’in-
terfaces permettant le calcul en temps réel (temps de calcul inférieur a la
durée du son produit).
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Chapitre 2

Modéles de corde de Kirchhoff et
de Kirchhoff-Carrier

2.1 Introduction

Ce chapitre contient les résultats publiés dans [29].

Dans ce chapitre, deux modéles non linéaires de corde amortie sont résolus en
utilisant les séries de Volterra (cf.[24, 23|). Cette méthode permet de calculer
des solutions analytiques et numériques quel que soit le type d’excitation.

Les modeéles physiques des cordes sont nombreux. Les premiéres recherches
sur ’équation du mouvement d'une corde apparaissent au XVIIIéme siecle
avec les travaux de d’Alembert [13] et d’Euler [17] qui ont respectivement
écrit les deux équations différentielles aux dérivées partielles linéaires pour
les petites vibrations d’une corde et le déplacement transverse d’une barre
(cf. [45]). Au XIXeme siécle Kirchhoff a établi un modéle unidimensionnel de
corde idéalement souple en incluant une non-linéarité due a la variation de
tension [31]. Ce modéle a été repris dans le travail de Carrier [11] & partir du-
quel beaucoup de modeéles ont été établis dans la seconde moitié du XXeéme
siécle. Par exemple, Anand [4] a étudié les vibrations transverses non planes
en négligeant les ondes longitudinales. D’un autre coté, Narasimha [37| pré-
cise que la composante longitudinale de la dynamique ne peut étre négligée
méme pour des petites amplitudes. Ces travaux ont été repris par Watzky [48|
dans avec un modéle tridimensionnel de corde non linéaire rigide. Cette gé-
néralisation comprend un couplage avec la torsion et permet l'introduction
de I'inharmonicité en utilisant les hypothéses de comportement élastique li-
néaire. D’autres modeles et résultats expérimentaux peuvent étre également
trouvés dans [46].
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Ce chapitre consiste en la présentation des deux modéles. La démarche
compléte sera introduite en détail pour le premier modéle, i.e. le calcul des
noyaux, la projection modale puis l'identification d’une structure de simu-
lation. La méme démarche sera appliquée au second modéle ou seule 1'ex-
pression de la non-linéarité change. Les résultats des simulations seront alors
présentés et comparés.

2.2 Définition du modéle de Kirchhoff, excita-
tion et conditions aux limites

2.2.1 Modéle

Considérons le déplacement u(x,t) d'une corde parfaitement souple (fi-
gure 2.1) de longueur L|m]|, de tension initiale Ty [N] et de section circulaire
faible de rayon R|m]. Le matériau de la corde a pour propriétés, une masse
volumique plkg.m™?] et un module de Young F[Pa]. Un amortissement fluide
standard 6|s~!] introduit par la force transverse massique —d %, ainsi qu'un
amortissement structurel  [m?.s7!| du au terme +x af;;g. Ces amortissements
représentent les pertes thermoélastiques et la viscoélasticité [12].

T :{ fo(z,t) = () f(1) z=L

PITe

L

FIGURE 2.1 — Caractéristiques de la corde

La corde est au repos au temps t = 0, le déplacement transverse est noté
u(x,t) pour tout (x,t) € A x R* avec Q =0, L[ et Q = [0, L]. Elle est excitée
par la force massique transverse fu(x,t) = ¢(x) f(t) ot ¢ est positive et
distribue spatialement la force totale f(t), tel que

pA/Q¢(:c) de =1 avec A=r R (2.1)

L’équation du Kirchhoff modélise les vibrations transverses de la corde
[31]. Si les amortissement fluides et structurels sont inclus, elle est définie
par

3 L 2
V(z,t) e xR, i+ 60—~ 0u = {02+b/ (@)de] @+f¢,
0

otox? ox 0x?
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Is est la célérite de Ponde [m.s™] et b = 32 est le coefficient de
p 2pL

non-linéarité[m.s~2| qui prend en compte la variation de tension. Ce modéle
repose sur trois hypothéses [20] : (H1) les vibrations transverses restent dans
un plan; (H2) la corde est idéalement souple (équation du second ordre);
(H3) les effets non linéaires sont dus & une variation globale de la longueur.
Deux types de conditions aux limites seront étudiées pour ce modéle :
La premiére (B1) est une conditions de Dirichlet homogene, i.e. la corde
a un déplacement nul aux extrémités :

ouc =

V(z,t) € {0; L} x RT, u(x,t) = 0. (2.2)
La condition aux limites (B2) est définie par
V(z,t) € {0; L} x R, u(z,t) = ug(t), (2.3)

ol ug et uy représentent des excitations. Ces excitations sont des dépla-
cements (conditions de Dirichlet non homogénes) mais pourraient étre des
forces (5%(x,t) = u,(t) pour (z,t) € {0; L} x RT), ou un mélange des deux.
Ces choix ne modifient pas la méthode proposée (basée sur les noyaux multi-
index cf. annexe A.5) mais uniquement les solutions. Ces conditions (B2)
permettent de simuler une corde connectée a un chevalet ou plus générale-
ment a un autre systéme mécanique, a ses extrémités.
Pour les cas étudiés ici, la corde est supposée au repos pour tout ¢ < 0.
Ainsi les conditions initiales sont nulles
oFu
V(z,t) € Qx{0},k €{0;1}, %(x,t) = 0. (2.4)

2.2.2 Adimensionnement

Les changements de variables et les fonctions donnés dans le tableau 2.1
définissent les modeéles (M1,M2,M3) sur 2 =|0,1] :
(M1)=(NL1,B1) Corde encastrée avec une variation globale de tension :

of2 ot OtoF2 07 072
V(z,8) € {0;1} x RY,  a(%,1) =0, (2.6)

~ ~ ~ 1 - ~
V(E,1) € Q@ x RY i“ﬂﬁl—ﬁ O :[1+e/ (@)Qdf] 62“4{2@
0

V(#,1) € Qx {0},  a(z,1) =0 et —=(&,1) = 0. (2.7)

(M2)=(NL1,B2) Le méme modele de corde avec des conditions aux limites
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dynamiques :

. 0%u  Ou
v T t Q R* — =~
(#,t) eQxRE, I +a >
V(z, 1) e 01} xRy, a(z,t) = az(?),
Y(z,1) € Qx {0}, (&, 1) =0 et

3 L a2
— =~ = 1 -
b oo [“/0 (57)

di] il +f3 (28)

o 0% o L, o%u 0| (1-2)5 2e0a|
V(i,t)EQXR*, —ta—= = — A< i = - +f”7(2 11)
Torr ot T otoir Ok [ L4n(2hyz nox| Y
V(7,1 e {0;} xR%  a(z,t) =0, (2.12)
V(z,1) € Qx {0}, a(& i) =0 et %(:ﬁ,t) = (2.13)
Dimensionné Adimensionné
géométrie constantes variables / coefficients | fonctions
physiques
~ ~ u(i‘L tL
L=18m p=T800Kgm™ | z=%2 (=L (T, t) = ==
R=15mm | E=210"Pa a=2%=54510"2 ¢(&) = prR*L¢(zL)
. - p s LI
Déplacement | § = 357! f== *:22 81 10-3 Ji(t) = pﬂRSfQZZ* -
de référence : | k= 0.01m?s™* €= fp(&032 22710 | f5(2,1) = (%) f(1)
o s
U =R Tp = 2161N n=()"=69410" | as(l) LU(: )

TABLE 2.1 — Changements de variables, de fonctions et coefficients adimen-
sionnés (I’équation 2.1 devient fol ¢(#)dE = 1). Les valeurs proposées sont
utilisées dans la section 2.8 : la corde est en acier [5, 1]; 9, &, et T sont choisis
afin d’avoir un son amorti réaliste de fréquence fondamentale f =5+ =>55Hz

- /1o
avec c=4/ 4.

Le calcul des noyaux et la simulation du modeéle (M2) sont présentés en
annexe A.5. Par souci de lisibilité, les tildes seront omis dans la suite

de ce chapitre.

2.3 Etablissement de I’équation des noyaux

Dans cette section, le déplacement u(x,t) de la corde gouverné par (M1)
et provoqué par la force f a partir de ¢t = 0, est résolu. La distribution spatiale
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¢ est considérée comme une donnée a priori du probléme. Dans la section
2.3.1, la série de Volterra qui relie f & u est définie. Dans la section 2.4, les
noyaux de la séries sont résolus et des expressions explicites sont données. La
section 2.5 permet I'identification de structures composées de filtres linéaires,
sommes et produits, a partir desquels une simulation numérique est obtenue.

2.3.1 Systéme annulateur

Soit le déplacement wu(z,t) la sortie d'un systéme (au sens des automati-
ciens) d’entrée f. Un systéme non linéaire est défini, qui dépend de la variable
spatiale x. Ainsi, la série de Volterra correspondante a des noyaux paramétrés
par x notés A (cf. figure 2.2). La solution est représentée par (cf. section
1.6.1)

V(z,t) €QXRT,  u(z,t) Z/ @) (1) ft=71) ... ft=T0) ATy, (2.14)
0.4n

Le lecteur remarquera que grace a la remarque 3 dans la section 1.3.1, cette

f(t " u(z,t
(t) ’{h%)} (z,t) _

FIGURE 2.2 — Systéme de Volterra représentant la solution u(z,t) de (M1).

solution satisfait naturellement I’équation (2.7).

2.3.2 Equation des noyaux

L’équation (2.5) nécessite que les noyaux hq(f) satisfont une équation dans
le domaine © x R}. Cette équation peut étre obtenue dans le domaine de
Laplace en utilisant les lois d’interconnexion (cf. sections 1.3.2 et 1.6.6).

De maniére similaire a 'exemple présenté section 1.4,le bloc-diagramme
de la figure 2.3@) transforme 1’équation (2. 5) en we(z, t) + wb(:c Hwe(x, t) +
wy(x,t) =0, oﬂwa:%jLoz (1+ﬁat)amg, —efo (am) T, W, %,
wy(z,t) = () f(t), et ou u est représenté par l’equatlon (2.14). Chaque sys-
teme qui relie f a wyqp,c,qp peut étre représenté par une série de Volterra (cf.
figure 2.3®)), dont les noyaux peuvent étre déduits des lois d’interconnexion
dans le domaine de Laplace, comme suit :

Bloc (Va) : dans le domaine de Laplace, 'opérateur 2 atg +Oz§ —(1 +ﬁat)
devient s? + as — (1 + ﬁs)aa—;. Ainsi en utilisant 1'équation (1.35), la
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)~ @, t) = 2 | wa(z,t) M
~{h g o — (1 +6F) -
(Vb) .
" *—> (% —>®—> —efol.d:c &=t
f 0
—9 + —
(Vd) (Vi) 52 %(x,t) = we(z, 1)
—¢(z) | o2
® %X —¢(x) f(t) = wa(z, t) -
|l
~{a >} wy(z, 1) = |

o = - {o} M\t)\@ L

{ C(m) } we(z, 1) =

Y

- {dglx)} wy(z,t)

~——

FIGURE 2.3 — Bloc-diagramme équivalent représentant ’équation (2.5).

cascade de {Hy(f)} et de cet opérateur linéaire définit la série de Volterra
{A&Lx)} (cf. figure 2.3(®)) avec pour tout n € N*,

2

— — — a
A1(1$) (Slln) = |:(51:n)2 + aS1:n — (]- + /881:71)—

oxr2 Hff)(slm)'

Notons en effet, que 'opérateur spatial 88—122 peut étre appliqué sur A

(et H, ,(f)) puisqu’il commute avec les opérateurs temporels (et leur trans-
formée de Laplace) !

82
% = 8372 Z/ (z) Tln (t_Tl)"'f(t_Tn)dTl;n
- Z /0 [0,¢]™ a,j(;;—l n> f(t - Tl)f(t - Tn) dTl:n-

Bloc (Vb) : De méme, la cascade de {H,(f)(slm)} et de 'opérateur linéaire

@)
spatlal définit les noyaux BH"T(CS“‘). Ainsi, grace a 'équation (1.45),

1. Ceci est valable sous les hypothéses standards du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue (cf. e.g. [9]) et de la régle de Leibniz (cf. e.g. [3, (3.3.7)]).
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la cascade avec le carré donne ) '~ ! aaxH( )(51 )= H,(Lx)p(spﬂ:n). Fina-

lement, la cascade avec 'opérateur intégral spatial —e fQ -dx définit la
série de Volterra {B,({B)} (cf. figure 2.3(®)) avec, pour tout n € N*|

1 n—1
3 z
B@(s1.,) = — L/}:%H@ Jﬁy%%@m.
Bloc (Vc) : La cascade de H avec < donne les noyaux
(@) & e
Cn (Sl!n) = an (Sl:n)-
Bloc (Vd) : Dans ce cas, wg(z,t) = — = [~ d f(t—m)dn

avec dgx)(ﬁ) = —¢(x)0(m) ou I est la dlstrlbutlon de Dlrac (de trans-
formée de Laplace 1). Ainsi, les noyaux de Volterra correspondants dans
le domaine de Laplace sont donnés par

DSC) (Slzn) = —517n¢(1‘),

ol dy, est le symbole de Kronecker (6; ; égale 1 si i = j et 0 sinon).

En utilisant les équations (1.44) et (1.45), les noyaux de Volterra de l'en-
semble du systeme de la figure 2.3(6) sont donnés par, pour tout n € N*
A(x (S1m) + D pe (51 k)C(_)k(skH:n) + D( )(sl:n). Ce systéme « relie » f

n
a 0. Il définit donc le systéme annulateur dont tous les noyaux de Volterra

sont nuls. Cela donne I'équation de Hy(f)(slm) dans €2, pour tout n € N* :

V(z, s10) € 2 x (CF)",

62 (81 n) . Er(Lx)(Sl:n>

12
[F<Sl:n>} Hr(z )<Sl:n) - 61’2 - 1+55/I\’ (215>
avec
Ef(s1) = (), (2.16)
OHS (s1.) OHS ($p4 1)
Eéx)(slzn) _ Z / [ :p p+1:p+q dx
Bt ox ox
ptg+r=n
82 r (S + +1:n) .
a;q sin > 2. (2.17)
2
ot VseCl, T(s) = i:g. (2.18)
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Pour chaque n € N*, I’équation (2.15) est une équation différentielle ordinaire
d’ordre 2 linéaire sur HY”. En effet, les noyaux EY ne dépendent que de
H,(,Z)m avec p,q,r <n— 1.

Les conditions aux limites (équation (2.6)) imposent un déplacement nul
en x € {0;1}. Cela implique que les noyaux R sont également nuls en

x € {0;1} (cf. figure 2.4). Dans le domaine de Laplace, cela implique, pour
f()

u(z=0,t) =0

ey

FIGURE 2.4 — Condition 4 la limite sur 2% en z = 0 (identique en x = 1).

tout n € N* :

V(x, s1.0) € {0;1}x (CF)",  H(s1.) = 0. (2.19)

2.4 Projection modale et représentation sous
forme d’arbres

2.4.1 Solution analytique

Pour chaque n € N*| les équations (2.15) a (2.19) définissent un probléme
aux limites, linéaire, dont la solution est donnée par (cf. [6] et annexe A.1),

n

V(x, 51:0) €% (CF) H® (s1.,) :/G(x,f,s/ﬁ) E®)(s1.,)dE,  (2.20)
Q0

ol, pour tout (z,&,s) €QxQAxCY,

_ cosh (Q+z4+&T(s)) —cosh ((1— |z —&[)I(s))
Gla,&s) = 2(1+ f3s)[(s) sinh [(s) {2:21)

A noter que G ne dépend pas du choix de la racine carrée pour I' puisque
' — —I' garde G invariant.

Pour n = 1, cette solution est exactement celle du probléme linéarisé
((M1) avec € = 0) ou la fonction de Green G est appliquée sur la distribu-
tion spatiale Eﬁx)(sl) = ¢(x) dans le domaine de Laplace. Pour n > 2, EY
nécessite les noyaux H.” avec p < n — 1 (cf. équation (2.17)) de sorte que
I’équation (2.20) est une équation de récurrence qui permet le calcul expli-
cite des expressions analytiques. Néanmoins, par la suite, une décomposition
modale sera utilisée : cela permettra de simplifier ces équations intégrales
récurrentes en équations algébriques.
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2.4.2 Décomposition modale

Pour chaque n € N*| le probléme aux limites linéaire des équations (2.15)
a (2.19) admet une base orthonormale de fonctions propres B = {ey }gen+ sur
'espace de Hilbert L?(Q) (cf. e.g. [10]). Les fonctions e qui définissent les
modes spatiaux sont

V(k,z) € N* x Q,  ep(z) = V2sin(krz). (2.22)

Elles vérifient : (i) les conditions aux limites de Dirichlet ; (ii) %2;2‘“ = —(km)%ey;

(iii) pour tout (,7) € (N*)? (e;, e;) = d;; (symbole de Kronecker) ou le pro-

duit scalaire sur L*(€2) est définit par V(f, g) € (LQ(Q))Q, (f.9) = Jo f(z)g(x)dz.
Soit la décomposition de HY sur B, définit par, pour tout n € N*,

V(s1m) € (CH)",  H®(s1,) = > H¥(s1) exlx), (2.23)

keN*

ou HY = <H,(f), ek> est la projection de HY sur er. Les relations vérifiées

par HIM sont obtenues en projetant les équations (2.15) a (2.17) sur 5, comme
détaillé dans 'annexe A.2. L’équation algébrique suivante est alors obtenue,
pour tout (n, k) € (N*)2 (s1.,) € (C§)™,

HM(s1) = QW(st) EF (s1.0), (2.24)
Egk](Sl) = (¢, ex) = ¢r, (2.25)
EM(s,,) = —ekn? LZFHE](%)Hy}(smw) H¥ (5pr0m1m), (2.26)
p,q,r>1LEN*
ptq+r=n

ot Q¥ (s) est la fonction rationnelle définie par
QM (s) = [s* + (a + Bk*1%)s + k*n?] - (2.27)

qui est analytique dans CJ. En effet, pour o > 0 et 3 > 0, les parties réelles
des poles de Q™ sont toutes négatives (ou nulles pour le cas particulier
a = 3 =0). Plus précisément, ces poles correspondent aux modes oscillants
amortis si 1 < k < K* = 22690 (pair de poles complexes conjugués) et aux
modes purement évanescents si k > K* (podles a partie réelle négative). Une
étude détaillée d’une telle analyse peut étre trouvée dans [28] pour le cas
d’une barre avec des amortissement similaires. La figure 2.5 représente les
poles dans le plan de Laplace complexe, pour les valeurs typiques a et 3
donnée dans le tableau 2.1.
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FIGURE 2.5 — Poles de Q¥ pour 1 < k < K = 100 et («

tableau 2.1.

Imag.: angular freq.

300

200

100

-100

-200

-300

Re.: damping

,3) donné dans le

Le calcul des expressions analytiques pour les ordres n € [1,5]y donne,

V(k:,slzn) e N* x

H(s))
HQM(SM)

H(s1.5)

HP(51.4)

HEEM<51:5)

(C3)"

¢k Q[k}(sl)a

0,

0,

—€

(2.28)
(2.29)

—e k2 QM (s [Z 2HY( sl)H“)(s?)] H® (s3)(2.30)

LeEN*

L2 4Qk] 31 [262 Z] f](

LeN*

(2.31)

s4) H"(s5)

+ Z 2 H[Z 5](824) H[ }(85)

LeN*

+ 3 1) B

LeN*

s2) H (s3:5) (2.32)

Remarque 5 : Pour n = 2, la somme sur p,q,r > 1, p+q+7r =n

est vide, donc I'équation (2.26) nous montre que EW et HY

sont nuls. Plus

généralement, une récurrence prouve que pour tout m € N* H, @) — 0 et

Hém 41 est proportionnel & €™
Remarque 6 : Pour n = 1, la solution est la décomposition standard du
probléme linéarisé. Pour les ordres n > 2, les équations (2.24), (2.26) et (2.27)
montrent comment la dynamique des ordres inférieurs (1 < p,q, 7 < n — 1,
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p+q+r = n) génére la dynamique non linéaire de 'ordre n. L’équation (2.26)
montre également quels modes spatiaux contribuent a la dynamique d’ordre
n du mode k : tous les modes ¢ € N* contribuent au terme « d’¢longation » (&
travers les ordres p et ¢) tandis que les dynamiques d’ordre r (qui contribuent
au laplacien) sont uniquement celles du mode k.

2.4.3 Deéfinition des arbres

La combinatoire due aux équations (2.23) a (2.26) peut étre réorganisée
comme une unique somme de termes élémentaires, les index de la somme
étant naturellement décrits par des arbres complets™ ternaires™ 2, comme

détaillé par la suite.

Définition 12
Soit A,, un ensemble d’arbres ternaires défini par, pour n € N*. Sin =1

A, = N*, (2.33)
si n est pair,
A, =10, (2.34)
et sin > 3 est impair
An = U {(Cll, as, Clg) EAP XAq XAT ‘ E(al) :E(ag)}, (235)
Pyg,r>1
p,q,r Impairs
prgtr=n

ou t(a) est la feuille de droite de a : pour a = k € Ay, &(a) = k; pour
a = (a,09,a3) € A, (avec n > 3), ¢(a) = &(a3). De plus, n(a) représente
le nombre de feuilles de a de telle sorte que si a € A, et si n est impair,
n(a) = n.

Exemples : Z est 'arbre a € A, tel que ¢(a) = 8.

g Z\ < z{c Ny 7 ?3\
NG I I\ représentent les arbres ternaires b,
474 Y9 37 3 172 D9
11/1\1\4

c et 0 tels que : €(b) = 9, n(b) =5, b € As; €(c) =2, n(c) =7, c € Ay,
£(®) =9, n(0) =5 mais 0 € As. En effet, 0 = (91,02,03) avec 0; =8, 0, = 3
et 03 = (4,2,9), donc la condition £(a;) = £(ay) n’est pas respectée (deux
fois) dans ’équation (2.35) : d’abord car €(9;) = 4 # 3 = £(02); puis avec
03 ¢ Az pour la méme raison (4 # 2).

2. Ceci est lié a la non-linéarité de (M1) qui est homogéne™®) de degré 3C*). Un arbre
ternaire est un arbre dans lequel chaque noeud a au plus trois enfants. Un arbre ternaire
complet est un arbre ou chaque noeud a zéro ou trois enfants.
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Théoréme 3 @

Pour tout n € N*, les noyaux H,"~ sont définis par, pour tout (s1.,) € (C§)™,

() Sln Z H Sln eg(a( ) (236)

achA,

ou, pour tout a € A,, (avec n impair),

sin=1, Ha(sl) = ¢E(a QE(a ( ) (237)
Sn>3, Hysim) = —elt(@) bas) 7 QUOUST) Hoy (S1mcen)
’ Hag (Sn(al)-}—lzn(al)-l—n(ag)) Hag(sn(al)-l—n(ag)-l—lzn)-
avec a = (Cll, ao, Clg), (238)

La preuve de ce théoréme est détaillée dans 'annexe A.3.

Interprétation : Les arbres mémorisent et isolent les contributions héritées
des noyaux linéaires de chaque mode et qui sont impliqués dans le noyau
d’ordre n. Par exemple, le noyau H, avec ¢ = (4,4,9) € A,, et n = 3 traduit la
fagon dont 1’élongation due au mode linéaire 4 vient influencer la dynamique
linéaire portée par le mode 9 et contribuer a la dynamique non linéaire d’ordre
n = 3 portée par ce méme mode 9. Le noyau Hy (b = (8,8,¢) € A, avec n =
5) traduit la fagon dont I’élongation due au mode linéaire 8§ vient influencer
la dynamique non linéaire portée par H, (ordre 3, mode 9) et contribuer a la
dynamique non linéaire d’ordre n = 5 portée par ce méme mode 9.

Plus généralement, pour f = (1, f2, f3) € A, (n > 3, impair), H; traduit
la facon dont I’élongation due au couple (Hjy,, Hy,) pour le méme mode k =
£(f1) = €(f2) vient influencer la dynamique portée par Hy, (ordre n(f3), mode
(f3)) et contribuer a la dynamique d’ordre n du mode €(f) = €(f3).
Remarque 7 : La condition £(a;) = £(ay) définie dans I’équation (2.35) est
due a l'intégrale de 1’équation (2.17) et a I'orthogonalité de B = {ej }ren+-

2.5 Identification & des structures réalisables
pour la synthése sonore

Le calcul de la dynamique de la corde (équation (2.14)) en utilisant les
versions temporelles des équations (2.36) a (2.38) méne a une complexité
algorithmique infinie. En pratique, les sommes infinies sont _tronquées. Tout
d’abord, un nombre fini de mode est considéré en utilisant A; = [1, K]y a la
place A; dans la définition 12. Cela fourni de bonnes approximations dans
I'équation (2.36), si les modes supérieurs a K peuvent étre négligés en raison
de la faible valeur de ¢ = (¢, ex), ou méme exacte, si ¢, = 0 pour k> K.
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Puis, seuls les premiers noyaux H,(f) pour 1<n<N=2M-+1 sont conservés
dans I’équation (2.14). On obtient alors 'approximation uy(z,t) telle que
u(z,t) = tn(z,t) + o(eM) (cf. remarque 5).

La théorie de la réalisation permet de construire des structures bien adap-
tées & la simulation numérique. Pour les noyaux de Volterra, les simulations
peuvent étre réalisées a partir des noyaux de Volterra réguliers (cf. section
1.6.4 et [41, chap.4] pour une présentation détaillée). Dans le cadre de cette
thése, une alternative est proposée sous la forme du théoréeme d’identifica-
tion 4, qui ne requiert pas de calculer les noyaux réguliers. Les structures
sont déterminées et détaillées pour les ordres n = 1,3, 5.

2.5.1 Systémes de Volterra élémentaires ternaires et théo-
réme d’identification

Définition 13 (Systéme de Volterra homogéne)

Un systéme de Volterra S de noyaux {h, }nen+ est dit « homogéne » d’ordre
n € N*, si h,, est non nul et si, pour tout n’ € N*\ {n}, les noyaux h,, sont
nuls.

Les filtres linéaires sont donc des systémes homogénes d’ordre 1.

Définition 14 (Systéme de Volterra élémentaire ternaire)
Un systéme S d’entrée f et de sortie u est un systéme de Volterra élémentaire
ternaire si
— il existe trois systémes de Volterra homogénes S,, Sy, S., d’ordres res-
pectifs p, q, r, de sorties respectives y,, Y, Y., €t tous alimentés par la
méme entrée f,
— il existe un systéme linéaire S,
tels que u est la sortie de Sy alimentée par I'entrée w(t) = ya(t) ys(t) y.(t) (cf.
figure 2.6).
Gréce aux lois d’interconnexion (1.45) et (1.46), on prouve que le systéme
S est homogéne d’ordre n=p+q-+r : son noyau d’ordre n est donné par

Hy(s1:0) = Ap(sl:p) BQ<SP+1:p+Q) Cr<5p+q+1:n) D1<5/1;)7 (2.39)

dans le domaine de Laplace, oti ay, by, c,, et d; sont respectivement les noyaux
non nuls des systémes S,, S, S, et Sy.

Théoréme 4 (Structure composée de filtres, sommes et produits)
La solution u(x,t) de (M1) issue des équations (2.14) et (2.36) a (2.38) est
donnée par la somme

u(@,t) = > Y ugt)erq (@) (2.40)

neN* acA,,
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ap Ya(t)
(ordre p)
_ t
f(#) b, | W) > Ya(t) yo(t) ye(t) =w(?) | KA u(t)
(ordre q) (linéaire)
c yc(t)
(ordrer)

FIGURE 2.6 — Systéeme de Volterra élémentaire ternaire homogéene d’ordre
n=p+q-+r.

oll les signaux de la sous-dynamique u, peuvent étre réalisés en utilisant des
filtres linéaires et des produits, comme suit :
— sia € Ay, alors u, est la sortie du filtre linéaire de fonction de transfert
H,(s) donnée par I’équation (2.37);
— sin > 3 est impair et si a = (a1, a9, a3) € A, alors u, est la sortie du
filtre linéaire de fonction de transfert

Gals) = —e[b(a1) taz) 7°)2 QN(s) (2.41)

alimentée par l'entrée vqy(t) = Uq, (t) Uay (1) Uq, (t) (cf. figure 2.7).

Ug, ()

v = U u u ’l,La(t)
Ug, (t) >< a(t> ai (t) az (t) az (t>> (ling;ire)
Uqs (1)

FIGURE 2.7 — Reéalisation de u, pour a = (ay, as, a3) € A,, avec n > 3 impair :
ga est le noyau de convolution du filtre associé a la fonction de transfert G,.

Preuve 1

L’identification est directe sin = 1 oun est pair. Soit n > 3 et impair. Soient
a=(ay,ay,0a3) € A,. Alors H, (cf. équation (2.38)) a la forme de I’équation
(2.39) avec p = n(ay), g = n(ay), r = n(as), et A, = Hy,, By = Hy,, C, = Hy,,
D, = G, (cf. équation (2.41)). L’identification de la structure réalisable est
issue de la définition 14.
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2.5.2 Application : construction du structure réalisables
pour les ordres n =1,3,5

En pratique, la synthése sonore est réalisée pour un nombre fini de modes
k € A; = [1, K]y et un nombre fini N de noyaux. La solution u(z,t) donnée
par 'équation (2.40) est approximée par

in(z,t) = D> ualt)eya(z) =Y ulil(t)er(z), (242)

n=l qei,, n=1 k=1
avec ulM(t) = Z uq(t), (2.43)
a€h, (k)
et Ap(k) = {ae A,|ta) =k} (2.44)

Dans cette section, les réalisations de ul et done de ty(x,t) sont obtenues

en utilisant le théoréme 2.

Pourn =1ecta==FkehA =[1,K ug = u[lk} est la sortie du filtre
linéaire de noyau h[lk} = ¢ ¢!* alimenté par f(t) (cf. théoréme 4 et équation
(2.37)). Le gain statique ¢ (cf. figure 2.8(@®)) mesures I'excitation du mode
er par la distribution spatiale ¢.

Pour n = 3, a € .&3 C (2!&1)3 a la forme a = (¢,¢,k). Le théoréme 4
et la figure 2.7, montrent que uq(t) est la sortie du filtre linéaire de noyau

ga = — L2y, ¢* alimenté par u[lq(t) u[f](t) u[lk] (t), ot vy est défini par

Y = ekt (2.45)

La séparation des facteurs exprimés en ¢ de ceux dépendant de k ameéne a
la réalisation de la figure 2.8(®)). La réalisation de ugk] (k € [1, K]n) est ob-

uy(t)

>

FIGURE 2.8 — (@ : Réalisation de u[lk]; ® : Reéalisation de u, avec a =
(0,0, k) € As.
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tenue par la sommation des sorties uq(t) des réalisations de la figure 2.8(®)
sur As(k) = {(¢,0,k)|¢ € A}, en utilisant les équations (2.43) et (2.44).
En réunissant toutes les contributions sur ¢ et en factorisant le filtre linéaire
commun —; ¢¥! améne & la réalisation concise de la figure 2.9. En consé-

er(z)

(k]
e RS Ly vt

]

FIGURE 2.9 — Réalisation de ugk avec sa forme modale associée ugk](t) ex(x).
quence, la solution approximée us(z,t) de I'équation (2.42) peut étre réalisée
comme détaillé dans la figure 2.10.

Dans cette structure, les noyaux ¢* sont les réponses impulsionnelles de
filtres AR de second ordre associés aux fonctions de transfert Q*l(s). Si N, 5
représente le nombre de sommes nécessaire a une simulation numérique de
ql¥! (de méme, N, , pour les produits), la complexité globale peut étre évaluée
comme détaillé dans le tableau 2.2.

approx. linéaire : approx. du troisiéme ordre :
N =1, o(e") N =3, o(e)
NT K(N/ +N,) =N, K@2N} +N,+2) - N, — 1
N* K(NS + N,) KN+ N, +3)—1
NTlers | K(NJ'Ps + 2N,) — N, | K(2N/""* + 2N, +5) — N,

TABLE 2.2 — Nombre d’opérations sur des réels pour calculer u(z,t) pour
(M1) avec K modes, & un instant donné, et & N, points d’observation (cf.
§ 2.8 pour les valeurs standards) : les nombres de sommes (NT), de produits
(N*), et de flops (N/1Ps = N* + N*) sont données pour les approzimations
linéaire et du troisiéme ordre.

Les implémentations numériques des filtres linéaires de la figure 2.10 sont
trés standards (cf. e.g. [38]). Ici, une méthode qui préserve les valeurs propres
exactes et ’amortissement est proposée (voir section 2.6 pour plus de détails).
On obtient les parameétres N(;r =4, NS =5.

Néanmoins, les produits (dans le domaine temporel) de N = 3 signaux
avec un intervalle de fréquence [0, f*] renvoie un signal sur un intervalle de
fréquence [0, N f*]. Théoriquement, empécher le repliement spectral du a
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u[l](tj u[l](t) —
o ¢1 (1= @—»—fyl [1] 3 a e
: : ex(x)
I e orul N
f—(t«» oy L= b (X —Yp, W g (t) e + i(ﬁf)
| | ”7' 777777777777777777777777 ex ()
: : ul e
e @ e D=1
J Base B

FIGURE 2.10 — Bloc-diagramme d’une simulation o(e) de (M1) avec K
modes : les fleches pointillées isolent la dynamique linéaire (n=1) de chaque
mode ; la partie centrale ombragée isole la dynamique en o(e) d’un mode k ;
la partie inférieur ombragée isole la dynamique du terme intégral dans (M1)
(les gains 1, k et K avant 'opérateur carré sont dus a 6%); la partie de
gauche ombragée correspond aux gains simples, controlés par la distribution
spatiale de la force d’excitation .
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un échantillonnage de fréquence f; nécessite que f;/2 > N f* (théoréme de
Shannon-Nyquist). Ici, les filtres de second ordre de réponse impulsionnelle
¢®! coupent de maniére significative le spectre au-dela de [l 4+ 1/Qx] ou le

facteur de qualité est Q) = % En conséquence,
fs 1
—>NfK(1+—> 2.46
2 Qn (2.46)
est suffisant en pratique. Cette condition sera utilisée pour la synthése sonore

dans le §2.8.

Pour n = 5, l'identification donnée par le théoréme 4 ameéne a la réa-
lisation de la figure 2.11. Cette structure peut également étre identifiée en
utilisant I’équation (2.32) : le premier facteur représente le filtre de noyau
—5, ¢ qui est factorisé dans la réalisation (de la méme maniére que dans
la figure 2.9 pour le cas n = 3); dans le second facteur, les deux premiers
termes décrivent deux fois le méme sous-systéme qui correspond a la partie
comprenant wy(t) et le gain 2 dans la figure 2.11; finalement, le troisiéme
terme décrit le sous-systéme correspondant a la partie inférieure comprenant
ugk] (t) et wo(t). La réalisation de la figure 2.11 permet de compléter la figure
2.10, amenant la réalisation u5(z, t). Les simulations numériques de 3 et s

)

Sy =)

u}l

1 K
a(t) =3 Cullpugl
i DIOLJB | ) = e

u[lK](t L

g DR

ui) ><

2 — (k] k]
o +F—w A R R B
waf) I)

[]

FIGURE 2.11 — Réalisation de u; ' avec sa forme modale associée u[Sk}(t) ex(x).

=

ainsi que des comparaisons sont présentées dans la section 2.8.

2.6 Implémentation numérique

Considérons un mode ¢; avec k € N* et la fonction de transfert associée
Q™ (s) définie par 'équation (2.27) d’entrée f et de sortie y. Il s’agit d’un
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filtre AR du second ordre qui admet la représentation d’état suivante :

il—}f(t) = AX(t)+Bf(t) (2.47)
y(t) = CX(1), (2.48)

|z B 0 1 10 o _
avecX—[i_f],A—[_k%Q _(a_i_ﬁkQWQ)],B—[l}, t C =[1,0]

(on peut vérifier que la fonction de transfert de ce systéme est C(sIy —
A)'B = Q™(s)). La solution X est donnée par

X(t) = / B f(r) dr +eAX(0),
0
ainsi, pour tout : € Net t;, =17,
X(tin1) = AT X(t) + / " Arp F(ti+7)dr. (2.49)
0
Pour un régime de vibration libre, i.e. quand f(¢) = 0, ’équation 2.49 donne

une résolution exacte en temps discret : les valeurs propres et les amortisse-
ments sont exactement préservés. Afin d’obtenir une simulation numérique,

Pentrée f est approximée par morceaux f(t) &~ f(t;) + EL(f(timn) — f(t:)]
transformant ’équation 2.49 en
X(tis1) = A X(t:) + Buf (1) + Bo f(ti11), (2:50)

avec B; = T 1A [, — (I, — TA)eAT|B et By = T 1A 2[—(I, + TA) +
eAT]B. Puis, de 1’équation 2.50,
y(tH_Q) = C(GAT (GATX(tZ) + Blu(tl) + Bou(ti+1))
+Bru(tiz1 + Bou(ti+2)>,
y(tiv1) | _ CeAT _ CB, _ CB, _
{ y(t) } = { C X(t;) + 0 u(t;) + 0 w(tit1).

————
K (inversible)

En isolant X(¢;) dans 'équation 2.51 et en le substituant dans I’équation
2.51, on obtient une équation récursive scalaire

Y(tive) = ary(tivr) + aoy(ts) + bof (tiyz) + bof (tip1) + baf (1), (2.51)

avec des coefficients connus (aq, as, by, by, b2). Cette équation est utilisée
pour la simulation : elle nécessite NqJr = 4 sommes et NS =5 pro-
duits, a chaque étape.
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2.7 Le modéle de Kirchhoff-Carrier

Dans cette section, la corde est gouvernée par le modeéle (M3) (voir équa-
tions (2.11) a (2.13)). La résolution est réalisée de maniére similaire a la
section 2.4.

2.7.1 Systéme annulateur

Il est impossible de d’obtenir une équation des noyaux de Volterra a partir
de I’équation (2.11) et des lois d’interconnexion (1.44) & (1.46), en raison de
la présence d’une racine carrée dans ’équation (2.11).

Néanmoins, les noyaux de Volterra {h,} d'un systéme non linéaire S et
ceux {h,} de Sy (systéme S ou la non-linéarité est approximée par son
développement de Taylor jusqu’a 'ordre N) sont les mémes pour n < N.

Ainsi, pour obtenir des résultats valides a I'ordre N = 3, une approxima-
tion au troisiéme ordre de (M3) est suffisante

o (1=2)% 2eou| 0 [ou _ 0u\3
2 el o]

|~ ==+ -
ox 14‘77(%)2 n Ox Ox | Ox Ox

avec ( = € — 4 = 2.2710-4, & partir de laquelle le systéme annulateur de la

figure 2.12 est obtenu.

u(x,t)

Y=

- 2 2
= () oz % — (11 Pop)om

f(t) o wb(m,, 0

Y=

X
Y

~——

FIGURE 2.12 — Systéme annulateur de I'approximation au troisiéme ordre de
(M3).

Les noyaux {H,(f)} qui correspondent & ce systéme annulateur, avec les
conditions aux limites (B1), sont solutions des équations 2.15, 2.16 et 2.19.
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De plus, si n > 2, alors, pour tout (z, $1.,) € £ X (C(J{)n,

aHz()glc) (51:p1) 8H;§§) (5p1+1:p1+p2) 8H1§§) (5p1+p2+1:n)
ox ox ox ’

0
E1(1$) (51:0) = ga_x

(p1:3)€(N*)3
P1+p2+p3=n

(2.52)
ce qui permet d’obtenir a nouveau les solutions analytiques grace aux équa-
tions (2.20) et (2.21).

La décomposition modale améne aux équations (2.22) a (2.25) et, sin > 2,
pour tout (k,s1.,) € N* x (CF)",

k]
81 n) = _QZ Z@Z)I[ﬂ 3 H[kl] (s1 pl)HzL];ﬂ(spﬁl:pﬁpz) Hzglzg](spﬁmﬂin)’

(p1:3)€(N*)3 (k1:3)€(N*)3
p1+p2+p3=n

(2.53)
avec
6 _ (0 Do Be ey N\ Rkt 254
Piaa = <8x( Or Or Oz D)) = 2 ka2 (2.54)
et
k
)\Ll}:'j = Z 5‘k1‘|‘£2k32+£3k3‘,k7 (255)

62:36{_1§1}2
ainsi, dans I’équation (2.53), la somme sur (k;.3) € (N*)? est infinie mais
creuse (comporte beaucoup de termes nuls).
Cette combinatoire peut étre réorganisée comme une somme de termes
élémentaires non nuls, comme suit

Théoréme 5
Soit E,, 'ensemble des arbres complets ternaires définit par, pour k € N*,

E, = N*, (2.56)
Eyp = 0, (2.57)
E2k+1blz (p1:3)€(N%)3 {e: (21, €2, €3, 52:3> EEP1XEP2XEPSX {_1; 1}2}7 (258)

p1patpym2ht 1
out(e) =eife € By, t(e) = [B(e)+E&b(e2) +Esk(es)| sie = (e1, €2, €3, E23) € K,
avec n > 3 et n(e) = n représente le nombre de feuilles.
Alors, pour tout n € N*, les noyaux H."
(z,81.) € Q% (CH",

]’I(a3 Sln Z H Sln 63 ) (259)

sont donnés par, pour tout



ou, pour tout ¢ € E,, (avec n impair et ¢ = (el, €9, €3, 52:3) sin>3),

sin=1, H(s)) = HIMl(s), (cf. équation (2.28))2.60)
4
sin>3  Hisw) — _CE(m)?(eQ);(eg)?(e) LPTT) (573) Hey ($1m(er)

: Heg(sn(el)-l—lzn(el)-l—n(eg)) Heg(sn(el)-l—n(eg)-l—lzn)- (261)

Une autre réorganisation non creuse de 'équation (2.53) est donnée par, si
n > 2, pour tout (k,si.,) € N* x (C7)",

Er[bk}(slzn) = Xk Z Z k1 ko k33 )\Lkl}s Hzglfl}(slzpl)

(P1:3)€(N*)3 (k1.3)€K3

p1+potp3=n
H;[)IZQ] (SP1+1:I)1-|'P2 ) H;[)]:,S] (Spl-l-pz-i-l:n) ) (262)

ou X = Ckf, K} = {(k1;3) € (N*)?| 3(&. &) € {—L +1}| [k +Eka+Esks| =
k} est illustré figure 2.13, et les poids )\L]ﬂs sont détaillés dans la table 2.3.
Ainsi, pour un nombre fini K de modes (1 < k < K), l'identification des

Cas )\ky’c]3 Sous-cas Chys )\’f[f]e

D:ki=ky=k3=k 3 aucun 1

@ ki =k #Ek 2 aucun 3 6

et ks = k(et les deux

permutations)

@ : Autres cas, 1 @ : ki =ko=ks#Ek 1 1

si (ki3) € K3 Ok =kyF#ks#Ek 3 3
(et les deuz permutations)
@Zkl#kg#kfg%kl 6 6

@ : Autres cas, 0 X X 0

si (k?lzg) € Kz

TABLE 2.3 — Détail des poids )\L]?:S et S\Llj]:a.

noyaux linéaires et d’ordre trois a partir de 'équation (2.62) plutét que de
I'équation (2.26) ameéne a la structure de la figure 2.14 (& comparer avec
la figure 2.10). Dans cette structure, chaque sortie vgﬂ (t) du bloc (Tw) est

donnée par, pour tout k € N* et t € R,

k k
) = D N kkeksug) (8) w (1) ) (t), (2.63)

(k‘l;g)EKzﬁ[l,K}%
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@

FIGURE 2.13 — L’ensemble K3} est composé¢ de triplets d’entiers (k;.3) qui
appartiennent a : un triangle si (2:3) = (1,1) (voir (1a)); un couple de
parties semi-infinies de plans paralléles si (€2.3) = (1, —1) (voir (1b,1c)); les
cas (§2.3) = (—1,1) et (§23) = (—1,—1) sont des versions symétriques du
cas précédent. Toutes les contributions sont rassemblées dans (2b,2c). Les
parties sans intersection correspondent & un poids )\Efl}:?, = 1, les intersections

de deux plans (points bleus) a )\,Lkl]:a = 2, les intersections de trois plans (un

point rouge, k; = ko = k3 = k) a Agﬂs = 3.
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FIGURE 2.14 — Bloc-diagramme d’une simulation en o(e3) de (M3) avec K
modes. Chaque sortie vgk] (t) du bloc (Tw) est une combinaison linéaire de
produits de triplets (ugj (t) ug (t) ugj (1)) (cf. équation (2.63)).

pour lequel la combinatoire peut étre significativement réduite (environ d’un
facteur 4) grace a des considérations de symétrie. En effet, similairement a
la figure A.6 pour le bloc (Bw), seule la partie triangulaire supérieure K3

de K3 peut étre préservée (cf. figure 2.15), avec des poids adaptés S\Eﬂg (voir
table 2.3), comme suit :

K} = Kin{(ks) € [L, KI{| k1 < ko < ks, (2.64)
W= gl (2.65)

avec Cy,, = card{ (ki, ks, k3); (k1,ks, ko) ; (ko, k1, k3);

(ks, k1, ko) ; (Ko, ks, k1) 5 (ks, ke, k1) }. (2.66)

La simulation de la structure de la figure2.14 nécessite exactement les mémes

filtres que dans la figure 2.10. La seule différence est le bloc (Tw), dont la
simulation est réalisée en utilisant I’équation (2.63), pour chaque mode k et
a chaque instant.

2.8 Synthése sonore

Dans cette section, les modeéles (M1) et (M3) sont simulés avec les para-
metres suivants :
— la géométrie et les constantes physiques sont celles de la table 2.1.
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FIGURE 2.15 — Vues de ’ensemble K%

— Pexcitation ¢(x)f(t) est définie par, pour z €]0, L[ et t € R%,

6(r) = Gmas <08 (1) 1y g iy (@) (267)
f(t) = Fmax%l[O,T](t)a (268)

oul £y = 0.63m, £ = 0.072m (Fg=1x¢/L=0.35, {="{/L=0.04 pour que
4% de la corde soit pince), ¢me. = m/(2pAl) =395.7Kg " satisfaisant
ainsi équation (2.1) (Gmae=7/(20)=39.27), T=10ms (T =1.1). Plu-
sieurs forces F),,, sont utilisées pour rechercher les effets non linéaires :
Fl.=5N F2 =20N, F3 =40N, et F* =160N (F' =28,
F2,. =111, F3, =222 F*' —888).

— la fréquence d’échantillonnage est f;=44100 Hz (fs = 401), le nombre
de modes est K = 20, I'ordre d’approximation est N =3 pour la section
2.8.1, et N =5 pour la section 2.8.2.

Pour ces données, les fréquences de résonance f, =< \/k>1% — (a + Bk*m2)2/(2)

du filtre passe-bande de noyau qgk] (voir équations (2.27) et (2.28)) vont de
fi=b5Hz a fx ~1100Hz. Le repliement spectral du aux non-linéarités est

rejeté puisque N < Nyop = QJ}SK (1+ QLK)f1 ~20 (voir équation (2.46)).
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2.8.1 Approximations a ’ordre trois (N = 3)

Les figures 2.16 a 2.19 présentent ’approximation au troisiéme ordre
tg(z,t) du déplacement (dimensionné) observé a x = 0.57 L ~ 1m.

_, (mm)
I

o o
gou

n=1

u

=5
0.5
£ "3
£ -0.5
=5
72}
[e]
oQ —40 ; : A A :
= —80 FWAAA & AN A
_120 ..... Aol A" T ATA TAVADL _120 ..... - A L A A Dk D
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

f (in Hz) f (in Hz)

FIGURE 2.16 — Simulation de (M1) (gauche) et (M3) (droite) pour la méme
excitation d’amplitude F,,, = 5N. La sortie u est observée a xr = 0.57 L ~
1 m. De haut en bas : (a) réponse linéaire, (b) sortie de 'ordre 3 seul, (c)
somme des contributions linéaire et non linéaire, et (d) amplitude du spectre

de (a) et (b).

Pour lexcitation la plus faible F! = 5N (figure 2.16), la contribution
non linéaire est négligeable pour les deux modeéles (M1) et (M3) : le spectre
de w3 est approximativement 50 dB plus faible que celui du déplacement li-
néaire u;. Dans le domaine temporel, les valeurs maximales des contributions
uy et ug sont maxy |ui| &~ 0.9mm et max; |uz| < 0.012 mm, respectivement.
Dans ce cas, il est inutile d’utiliser un modeéle non linéaire et les séries de
Volterra. En fait, (M1) et (M3) deviennent équivalents puisque leurs noyaux
linéaires sont égaux.

Pour F2 . = 20N (figure 2.17), les contributions non linéaires us com-
mencent a étre significativement activées et ont des formes similaires pour les
deux modéles ((M1) et (M3)). Néanmoins, cette activation est légérement
plus perceptible pour (M3) que pour (M1) : tandis que max; |u;| ~ 3.7 mm
(pour les deux modeéles), max; |uz| ~ 0.5mm pour (M1) et max, |uz| ~
0.8 mm pour (M3). D'un point de vue qualitatif, on peut observer sur le
spectre que les valeurs propres sont les mémes pour les contributions linéaires
et non linéaires. Ceci est du au fait que la non-linéarité est impaire.
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FIGURE 2.17 — Idem figure 2.16 avec F2__ = 10N.
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+40 gTTT o T o T T
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—80
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f (in Hz) f (in Hz)

FIGURE 2.18 — Idem figure 2.16 avec F3 = 40N.

max
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200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
f (in Hz) f (in Hz)

FIGURE 2.19 — Idem figure 2.16 avec Fi* = 160N.

max

Pour le cas 3 = 40N (figure 2.18), les contributions u; et uz ont des
amplitudes similaires (aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel) :
max; |ui| & 7.4 mm, max; |ug| ~ 3.84 mm pour (M1) et max; |us| ~ 6.04 mm
pour (M3). En pratique, ce cas peut étre vu comme la limite de la validité
de approximation en o(e) et plus généralement de 'utilisation des séries de
Volterra tronquées.

Finalement, pour Fj .. = 160N (figure 2.19), la contribution non li-
néaire ugz est plus importante que la contribution linéaire pour les deux mo-
deéles : max; |uq| ~ 29.5 mm, max; |ug| &~ 245.7 mm pour (M1) et max; |uz| ~
386.6 mm pour (M3). L’approximation n’est plus valide (cf. remarque sur la
convergence section 1.6.3).

Les estimations de la fréquence fondamentale (cf. [14]) font apparaitre
des variations temporelles quand les contributions non linéaires sont signi-
ficatives. Mais, le transfert d’énergie des basses fréquences vers les modes
supérieurs du au contributions non linéaires est encore plus distinct : dans la
figure 2.18, les contributions linéaires et non linéaires ont des amplitudes si-
milaires pour les premiers modes (spectre), tandis que la partie non linéaire a
plus d’énergie que la réponse linéaire dans les fréquences médianes et hautes.
Ceci est clairement perceptible dans les sons synthétisés qui sont plus brillants
au début (avant I'amortissement). A fortiori, le transfert d’énergie est res-
ponsable des transitoires d’attaque en raison de son activation progressive
(cf. figures. 2.17 et 2.18 pour 0 <t < 0.25s).

Alinsi, sur un « intervalle de fonctionnement » donné, les séries de Volterra
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peuvent étre une alternative intéressante a des méthodes telles que, les modes
non linéaires qui sont limités & des excitations particuliéres, ot la méthode
des éléments finis qui nécessite la résolution du modéle sur tout le domaine
(). Sans discrétisation spatiale, les séries de Volterra peuvent donner des
résultats intéressants a des ordres raisonnables.

2.8.2 Approximations d’ordre supérieur (N = 5)

Les figures 2.20 a 2.21 détaillent les contributions a l'ordre 5 pour le
modéle (M1) et complétent les figures 2.16 a 2.19.

+40

dB

.
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
f (in Hz) f (in Hz)

FIGURE 2.20 - Simulation de (M1) pour F.,. = 5N etF?2 = 20N. De haut
en bas : (a) sortie de 'ordre 5 seule, (b) somme des contributions jusqu’a
l'ordre 5, et (c) amplitude du spectre (ordres 1, 3, et 5).

Ces résultats corroborent les observations faites pour l'ordre n = 3 : la

contribution a I'ordre 5 est négligeable pour F!  (max; |us| ~ 9.6 10->mm),

plus faible que celle de l'ordre 3 pour F?,, (max;|us| ~ 0.01 mm), similaire

a celle de lordre 3 pour F?  (max;|us| &~ 3.1 mm), et plus importante que

celle de Pordre 3 pour F?  (max; |us| ~ 3226 mm).

Les figures 2.20 et 2.21 montrent que la contribution & 'ordre 5 nécessite
une excitation plus importante pour apparaitre, qu’a 'ordre 3. Le transfert
d’énergie des basses vers les hautes fréquences est plus important. Dans le
domaine temporel, cette contribution augmente plus lentement, augmentant

ainsi 'effet de « brillance » au début du son.
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FIGURE 2.21 — Idem figure 2.20 pour F3 = 40N et F* = 160N.

max max

2.9 Conclusion

Ce travail a présenté une application des séries de Volterra pour simuler
les vibrations non linéaires d’une corde. La méthode est efficace pour la syn-
thése sonore (avec possibilité de temps réel) d’instruments a corde dont les
excitations peuvent étre assez importantes. Cela a été illustré avec trois mo-
deéles, une ou plusieurs excitations localisées (une ou plusieurs entrées comme
présenté en annexe A.5), et une non-linéarité locale ou globale. Des identifi-
cations systématiques ont permis la construction de structures qui ameénent a
une interprétation physique originale, et desquelles des algorithmes efficaces
ont été déduits. En effet, cela n’implique que des opérations élémentaires
sur des nombres flottants (sommes et produits sans boucle infinie), dont le
nombre peut étre précisément calculé.

Cependant ce travail reste assez théorique et n’a pas vocation a étre réa-
liste pour la synthése sonore étant donnés les modeéles étudiés (un degré de
liberté, contraintes et déformations unidimensionnelles). Il est en effet néces-
saire de prendre en compte les six degrés de liberté de la corde et les couplages
qui en résultent. C’est la raison pour laquelle un modéle tridimensionnel de
corde prenant en compte les ondes couplées doit étre étudié pour le réalisme
de la synthese sonore.
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Chapitre 3

Modéle de poutre de Reissner et
groupes de Lie

3.1 Introduction

La premiére partie de cette thése a mis en évidence 1'utilité des séries de
Volterra pour approximer a un ordre donné les non-linéarités d’'un modéle
physique. Les modéles de Kirchhoff et Kirchhoff-Carrier ont permis de simuler
la variation de tension dans une corde a un degré de liberté et de percevoir
la variation de fréquence résultant de ce phénomeéne non linéaire.

La modélisation physique des instruments a cordes (au sens large : vio-
lon, piano, guitare, harpe...) fait apparaitre des phénomeénes beaucoup plus
complexes que ceux évoqués jusqu’a présent. Anand [4] et d’autres (cf. e.g.
[37], [45], [46] et [48]) ont travaillé sur la polarisation de la vibration de la
corde, c’est a dire 'observation de la trajectoire d’une section dans un plan
transverse a 'axe de la corde. Cette trajectoire dépend des deux déplace-
ments transverses, des rotations de la section, et de leurs couplages. De plus,
la synthése sonore, d’un violon par exemple, nécessite la prise en compte de
I'excitation par 'archet, qui consiste (principalement) en une torsion impo-
sée.

Ces travaux nous indiquent les limites des résultats présentés aupara-
vant dans un objectif de synthése sonore réaliste, et la nécessité de prendre
en compte la dynamique non linéaire d'une corde d’un point de vue tridi-
mensionnel. Le vocabulaire de la mécanique nous incite alors a utiliser le
terme « poutre », c’est a dire un solide dont deux dimensions sont faibles
par rapport a la troisiéme, mais dont les contraintes et déformations sont
tridimensionnelles, aucune ne pouvant étre négligée a priori.

Une possibilité est l'utilisation du modéle de poutre de Reissner, considéré
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comme une succession de sections rigides. Plusieurs possibilités de parara-
métrisation sont alors possibles. Nous verrons dans une premiére section une
présentation rapide des angles d’Euler et des groupes de Lie, et pourquoi ces
derniers sont choisis. Une deuxiéme partie présentera la cinématique du mo-
déle de poutre. Puis I'équation d’équilibre sera établie grace au principe de
Hamilton. Finalement, une réécriture nécessaire pour éviter des problémes
numeériques (résolution d’une équation a une seule variable) sera effectuée
dans la derniéere section.

3.2 Exemple introductif : le solide rigide

Le modele de poutre de Reissner consiste en un empilement corps rigides
qui peuvent donc étre paramétrés par les angles d’Euler ou les groupes de
Lie. Cette section va présenter rapidement les deux approches.

3.2.1 Angles d’Euler

Une des méthode standard est ’expression de la rotation d’un solide par
les angles d’Euler qui décrivent la transformation d’une position A & une
position B de 'objet par trois rotations : par exemple, une rotation R; autour
de z, Ry autour de x; (nouvel axe = aprés la rotation R;), et R3 autour de
z9. Ces rotations s’écrivent sous la forme suivante :

1 0 0
Ri(y) = | 0 cos(y) —sin(y)
| 0 sin(y))  cos(v)
[ cos(§) —sin(f) 0
0
1

Ry(0) = sin(f)  cos(0)
0 0
10 0

Rs3(p) = 0 cos(¢p) —sin(¢)

| 0 sin(¢) cos(¢)

La matrice de rotation R4p est définie par

Rap = Ri(¢Y)Ra(0)R3(0)

cos(¢) — sin(¢) cos(0) sin(¢) sin(0)
= cos(1) sin(¢)  cos(v) cos(¢) cos(0) — sin(yp) sin(0)  — cos(¢p) cos(¢) sin(8) — sin(vp) cos(0)
sin(vy) sin(¢)  sin(vy) cos(¢) cos(0) + cos(¢) sin(0)  — sin(yp) cos(¢) sin(0) + cos(y) cos(0)
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et la vitesse angulaire w par

sin(¢) cos(6)  cos(¢p) 0 1/1 @/}
w= | cos(¢)sin(d) —sin(¢) 0 0| = A, 0) 0 |- (3.1)
cos(0) 0 1 o )

Le calcul de I'équation d’équilibre va nécessiter la dérivation de 'énergie ci-
nétique et donc de la matrice A(¢,6), ce qui va introduire des termes non
linéaires uniquement dus au paramétrage (non-linéarité extrinséque). L’ex-
pression des non-linéarités sera composée de termes pouvant poser des diffi-
cultés de résolution numérique. Ainsi, par exemple, une singularité apparait
pour les cas oul la rotation est la matrice identité. En effet, une infinité de
combinaisons est possible pour les trois angles.

Nous allons donc nous intéresser a une autre paramétrisation dans le but
de simplifier ’écriture et le calcul des énergies du systéme.

3.2.2 Groupes de Lie

Pour une introduction aux groupes de Lie, le lecteur pourra se reporter a
Uannexe B et a la bibliographie ([33], [34], [36] et [47] entre autres).

L’équation d’équilibre d’un systéme peut étre établie en écrivant 1’éner-
gie dans un groupe de Lie. Les variables sont regroupées sous formes de
matrice dans la définition des éléments du groupe permettant d’obtenir des
expressions plus concises. De plus, la fonction exponentielle qui sera utilisée
(cf. annexe B.3) est une carte au voisinage de 0, contrairement aux angles
d’Euler.

Ainsi, la dynamique des solides rigides peut étre exprimée a l'aide du
groupe de Lie SO(3), i.e., 'ensemble des matrices de rotation R de dimension
3 x 3 telles que RT = R™! et det(R) = 1. Les vitesses de rotations sont les
éléments de la matrice antisymétrique Q=RT'R qui appartient a l’algébre
de Lie s0(3). L’équation de la dynamique du systéme est alors 1’équation
d’Euler-Poincaré (cf. par exemple [22| page 99)

JQO—ad" (Q)JQ =W (3.2)

ou, J est la matrice d’inertie du solide, 2 le pseudo-vecteur composé des trois
éléments de €2 et W l'excitation. La définition du co-adjoint ad* est donnée
par 'équation (3.19).

L’équation (3.2) peut étre obtenue en minimisant 1’énergie cinétique du
solide

1
E. = §QTJQ.
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Il est également possible de trouver cette équation grace au théoréme de
Noether. Dans le cas du groupe SO(3), une quantité est conservée : le moment
cinétique (cf. [2] pages 285 et 319 par exemple).

Le modéle de poutre de Reissner ([42]) qui va étre défini dans la prochaine
section a pour particularité d’étre géométriquement exact. La cinématique a
une expression trés concise prenant en compte les non-linéarités géométriques
ainsi que les couplages entre les degrés de liberté.

3.3 Le modéle de poutre de Reissner, hypo-
théses géométriques et conditions aux li-
mites

Cette section présente les hypothéses du modéle de poutre de Reissner.
Une fois ces hypothéses formulées, la cinématique de la poutre sera exprimée
dans un groupe de Lie.

3.3.1 Géométrie

Une poutre de Reissner B est décrite comme un assemblage continu de
sections planes parfaitement rigides ([8], [42]). Ces sections sont indexées
par 'abscisse curviligne X € [0, L]. Tous les déplacements de la poutre sont
définis par les six degrés de liberté de chaque section Sx (trois en translation
et trois en rotation). La configuration de chaque section est exprimée dans
un repére orthonormé fixe (O, ey, €9, e3) (cf. figure 3.1). La poutre au repos
est rectiligne et a une section circulaire :

(i) La configuration de la poutre au repos By est telle que pour tout X €

[0, L], le centre de gravité G x de chaque section Sx a pour coordonnées
(1, 29,23) = (X,0,0) et Sy est orthogonale a 1'axe (0, eq).

(ii) Les centres de gravité Gx sont repérés par le vecteur translation
OGx = r(X,t) € R¥1,

(iii) L’orientation de chaque section Sx est finalement repérée par la
matrice de rotation R(X,t) qui décrit les trois rotations subies dans
I'espace. Ainsi, tout point M de coordonnées (X,Y, Z) dans la confi-
guration au repos By est repéré dans la configuration B(¢) pour tout
(X,t) € [0, L] x R" par le vecteur

OM = x(X,t) = r(X,t) + R(X, t)wo(Y, Z), (3.3)

ouwy(Y,Z) =Ywot+Zws ((Gx, Wy, Wy, ws) est la base liée a la section

Sx).
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Grace a ’hypothése d’assemblage continu des section, les fonctions r et R
sont continues sur X € [0, L]. Dans la suite de cette thése, r et R seront
considérées comme des fonctions C2.

Du point de vue des déformations, une variable I' = R’ représente
la traction/compression et le cisaillement, tandis que II = RTR' illustre
la torsion et la flexion. Cependant, il faut préciser que ce modeéle ne peut
prendre en compte l'effet de Poisson (variation de la section due a la trac-
tion/compression) puisque les section sont supposées parfaitement rigides.

3.3.2 Expression dans SO(3) x R?

Le vecteur translation r est défini dans R3. La partie rotation de la ciné-
matique améne l'utilisation du groupe de Lie SO(3). En effet, ’ensemble

SO(3) = {R € R*3 RRT = 15,det(R) = 1}, (3.4)

est le groupe spécial orthonormal de dimension 3, il contient toutes les rota-
tions dans l'espace qui préservent 'orientation. Il s’agit d’un sous-groupe du
groupe orthonormal O(3) défini par

O(3) = {R € R¥*3 RR" = 1;,det(R) = +1}. (3.5)

L’équation 3.3 est donc exprimée dans SO(3) x R3. Dominique Primaut
a détaille dans sa theése [8] I'expression de la dynamique de la poutre de
Reissner dans cet ensemble.

Cependant, cette expression nécessite de travailler avec deux variables
sur deux groupes différents (SO(3) et R?) et par conséquent est composée
d’'un systéme de deux équations a deux inconnues. Ce systéme, important
en nombre de termes, est difficile & manier avec les séries de Volterra. C’est
la raison pour laquelle, une formulation plus concise doit étre trouvée. Cette
formulation sera écrite dans le groupe SE(3).

3.3.3 Expression dans SE(3)

Le groupe spécial euclidien est défini par :

R

SE(3) = {H = { o

’1“ } ,R e SO(3),r € R%}. (3.6)

C’est un groupe de Lie qui peut étre identifié a 'ensemble SO(3) x R? décrit
précédemment (cf. [22]).
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FIGURE 3.1 — Position du point M de la poutre. La position de GG x est définie
par le vecteur r. Dans cette section qui a subi une rotation R, le point M est
défini par le vecteur wg = Gx M.



L’équation 3.3 peut alors se mettre sous la forme

4] - [0 ee] e

— H(X,1)P (3.8)
ot H est bien un élément de SFE(3).

013 1
et r € R3, défini bien un groupe multiplicatif. En effet, il posséde les proprié-
tés suivantes : fermeture (Hy Hs est dans le groupe), associativité (Hy(HaHj) =

T _ pT
(H,H,)Hj3), inverse (H™1 = [ R Rr

L’ensemble des éléments H de structure H = {

Ror ] avec R € SO(3)

Ous 1 } appartient au groupe) et élément
identité (e = e7! = 14).

Ce groupe est utilisé en robotique, car il est bien adapté a ’expression des
mouvements de corps rigides (translations et rotations). Le calcul des énergies
nécessaire a ’établissement de ’équation d’équilibre, nécessite le calcul des
variations temporelles (vitesses) et spatiales (déformations) des éléments H
du groupe.

L’algebre associée se(3) permet de définir les vitesses et déformations :

(X,t) = H(X,t)'H(X,1) (3.9)
(X,t) = H(X,t)'H'(X,t) — HyY(X)H}(X), (3.10)

oy =

ou Hy(X) est la configuration de la poutre au repos. Pour une poutre recti-
ligne

[ XE } : (3.11)

HO(X)Z[O 1

Pour des soucis de clarté, les arquments (X, t) seront omis dans la suite
de ce manuscrit. Le lecteur doit garder a lesprit que les déplacements H,
les vitesses T et les déformations 2 sont toujours définis pour une section
d’abscisse X a l'instant t.

=~ B} w .
T est un opérateur transformant le vecteur T = [ v } en une matrice

carrée de dimension 4 : R
~ w v
T = [ 055 0 } (3.12)

oll W est une matrice carrée antisymétrique de dimension 3 élément de so(3)
(cf. section 3.2.2), représentant la vitesse angulaire et v un vecteur de vitesse
en translation de dimension 3.
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De méme, E (respectivement =) est un vecteur de dimension 6 (resp. ma-
trice carrée de dimension 4) composée du vecteur torsion/flexion II (resp. ma-

trice de torsion,/flexion II) et du vecteur de déformation I (traction/compression
et cisaillement) :
Im r
= ) 3.13
[ O3 0 } (3.13)

IT et I" sont définis en fonction du vecteur position r et de la matrice de
rotation R :

(]

=
I

R'R (3.14)
r = R'Y. (3.15)

3.4 Etablissement de I’équation d’équilibre, prin-
cipe de Hamilton

3.4.1 Equations d’équilibre du systéme conservatif

Le principe de Hamilton stipule que 1’équation d’ equilibre de la poutre a
un couple de solutions (T, =) tel que 04 = [, *( 2(SL(T, E) + 6 Epy)dt s’anmule.
L(T,E) = E.(T) — E,(E) est le lagrangien du systeme

Pour la poutre de Reissner, ces énergies sont définies par (cf. démonstra-
tion en annexe D) :

L
1
E, = / 5TTJTdX, (3.16)
0
L1
E, = / 5ETEEdX, (3.17)
0
et 0 F.py I'énergie des forces extérieures définie par
Lo r r_ Lo m” Lor
5Eemt - 5(59 W(X, t) - 55‘9 fT - 55‘9 @(X)f(t) (318)
P1
oun = ..
D6

Remarque 8
Gréace a la paramétrisation dans un groupe de Lie, il est facile de démontrer
que ce lagrangien est invariant par action a gauche. En effet, multiplions H
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a gauche par G, les variables T et E deviennent

Te = (GH)'GH
= H'G'GH
= H'H=T
= (GH)"'(GH)
= H'G'GH
H'H =&.

[
Q

Car T et E sont définis comme champs de vecteur invariants a gauche. Donc
toute définition reposant sur T et B est invariante sous l’action du groupe.

Afin d’utiliser le principe de Hamilton, I'expression d’une petite variation
0E, et dE, des énergies cinétique et potentielle est nécessaire. Pour I’énergie
cinétique (la démarche est identique pour I’énergie potentielle) on a :

1 L
SE, = 3 / STTJTdX,
0

Considérons une petite variation de H, définie par 6H = . 6T peut étre
exprimé en fonction de §0 grace a la relation T (X,t) = H (X, t) ' H.(X,t)
oit H (X, t) = He®5t)  Un développement de Taylor jusqu’a l'ordre 1 en e
donne :

—
~

T.(X,t) = T(X,t)+e <5‘9(X, t) + T(X,1)80(X,t) — 60(X, )T (X, t)) +o(é?).

Dans 'algébre de Lie se(3), le produit matriciel Gb — ba est la définition du
crochet de Lie [a; b]. Par conséquent :

_— d| =~ T(X. 1), — T(X.t
dT(X,t) = - T(X,t)E:lir% (X8, (X, )
€le=0 €— €

— 50(X,1) + [T(X, 1); 80(X, 1)

OT(X,t) = 80(X,1) + adrpy , (30(X, 1)).

Remarque 9
Il s’agit d’un résultat exact puisque la dérivée de Lie inclut une limite avec €
tendant vers zéro.

L’adjoint est 'expression sous forme pseudo-vectorielle du crochet de Lie
(cf. définition B.13). Cette notation sera utilisée dans la suite puisque les
énergies sont des scalaires exprimés grace a des pseudo-vecteurs.
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Le co-adjoint adf(b) est le dual de l'adjoint, définit par le produit de
dualité (cf. [8, 36])

m

tadi(| "} | =t | 7} ] (3.19)

Le co-adjoint représente ’action de l'algébre de Lie sur son dual, son argu-
ment est homogeéne a un couple.
On a alors

1 [F .
OF. = 5 / ~50"adtp(JT) + 60" JTAX
0

1 [r :
0B, = 3 /O —00T ad}y -1 1 (B8) + 50T SEAX.

La variation 0 A est donc définie par

to
SA = / (6B, — 0E, + 0 Eyy)dt

t1

to L - .7
- /t /0 (—59 adip(JT) + 66 JT) dx

L
- / (—50Tad}{_1H,(EE) + 50’TZE) dX
0
+ SOTW(X, ) de. (3.20)
En utilisant les conditions aux limites

W(O) = [mo fo}
W(L) = [mL fL]a

une intégration par partie est effectuée sur 66 et 60’

L

to
JA = / [—06"SE + 660" WT (X)),

t1

L
L /0 507 adyy -1 1 (SE) + 507SE — 507 adip(JT)
— 80T JT 4+ 60"W (X, t)TdX dt.
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Les équations du mouvement sont alors

V(X,t) €]0; L[xR™,

(JT — S8 = ady; 11, (SE) — adip(JT) + W(X, )"
mo
YE(0,t) =
fo . (3.21)
SE(Lt) = |
\ fu

L’équation (3.21) est une équation aux dérivées partielles sur H. Il y donc
une relation entre T et E. En dérivant les définitions 3.9 et 3.10, on peut
montrer aisément que

~/

-

_E=T(E+ H; 'H) — (E+ Hy 'H)T = [T; =1 H H| . (3.22)
Remarque 10

Dans ce travail les matrices J et Y sont considérées comme constantes sous
I’hypothése de section constante le long de la poutre, et d’homogénéité du
matériau (loi de comportement constante en espace et en temps). Ce sont
des matrices carrées de dimension 6 définies par

I, 0 0 0 0 O
0 I, 0 0 O O
| Jr Os3 | 0 0 I, 0 0 O
J = [033 Ju } o 0 0 0 A0 O (3.23)
0 0 00 A O
| 00 0 0 0 A
et
[ GI, 0 0 0 0 0
0 FEI, O 0 0 0
| X 033 | 0 0 FI, 0 0 0
X = {033 Y ] - 0 0 0 FA O 0 ’ (3.24)
0 0 0 0 GA 0
| 0 0 0 0 0 GA |
avec :

4 . . . . . .
-1, = %, moment d’inertie axial pour une section circulaire
— I, =21, = ™ moment d’inertie polai ti irculai
p=2I, = "5, polaire pour une section circulaire

— A, aire de la section
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— F, module de Young
— (&, module de cisaillement.

Remarque 11

Il n’est pas envisageable d’appliquer les séries de Volterra au systéme (3.21)-
(3.22) de deux équations a deux inconnues. En effet I'équation (3.22) doit
étre toujours vérifiée afin que les valeurs de T et E obtenues dans ’algébre
correspondent bien a un méme élément H dans le groupe. Pour cette rai-
son, la résolution de cette équation doit étre exacte, il n’est pas possible de
lapproximer par les séries de Volterra.

3.4.2 Ajout de 'amortissement

Une fois les équations d’équilibre définies, il est possible « d’ajouter » de
I’amortissement. L’amortissement est difficile & modéliser puisqu’il implique
de nombreux phénomeénes a différentes échelles (frottement de 'air, viscosité
du matériau...). Dans ce travail, pour les besoins de la synthése sonore, nous
utiliserons un modele bien connu d’amortissement fluide (cf. [28]) avec un
coefficient issu de 'expérience en fonction des propriétés choisies (durée du
sonm...).

Soit le terme d’amortissement A(¢) défini par

A(t) =aT

Ce terme sera ajouté au modeéle conservatif (équation 3.21).
Les densités linéiques d’énergie cinétique et potentielle s’écrivent :
ee(X,t) = =T(X,t)T J(X)T(X,1) (3.25)

ep( X, 1) = —E(X, ) LE(X,1) (3.26)

N =D

I’énergie totale est donc

Et) = /OL (ec(X, t) + ep(X, t)) dX

_ % /OL (T(X, O JT(X, 1) + E(X, )T SE(X, t)) dX.

La dérivée temporelle de 1'énergie totale est de la forme (J et ¥ étant des
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matrices diagonales définies positives)

(11

E(t) = /OL (T(X,t)TJT(X,t)+E(X,t)Tz(X) (X,t))dX

- / [T(X, 07 (adlip e (700 TOX 1)) + adig s iy (SO BX )
+ S(OONE(X, 1)) + BXHTS(X) (9xT(X, 1) — adrp . (BX, t)))] dx
— a/L T(X, )" JT(X,t)dX + /L T(X, )" W(X,t)dX (3.27)

D’apreés I'équation 3.20, le premier terme du membre de droite de ’équation
3.27 est nul.

Les termes aux limites en X = 0 et X = L sont nuls pour des conditions
de Dirichlet ou de Neumann. On a donc finalement

E(t) = —a /OL T(X, )T J(X)T(X,t)dX + /OL T(X,)TW(X,t)dX.

Ainsi, quand l'excitation W = 0, le systéme est conservatif (£ = 0) si a est
nul, tandis qu’il est dissipatif (£ < 0), si a est positif.
Les équations du mouvement sont alors

V(X, 1) €]0; L[xR**,

(JT +aT — S8 = ady; 11, (SE) — adip(JT) + W(X, 1)"
mo
YE(0,t) =
fo
mr
YE(L,t) =
\ fr

La prochaine section consiste en un travail de réécriture nécessaire afin
de ne travailler que sur une seule variable u a la place de T et E et ainsi ne
plus avoir de la contrainte d’'une seconde équation.

3.5 Introduction d’une carte basée sur ’expo-
nentielle pour une étude locale

Comme mentionné dans la section précédente, I’expression finale de I’équa-
tion d’équilibre de la poutre de Reissner doit étre ramenée a une équation a
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une inconnue. De plus, pour pouvoir étre résolues par les séries de Volterra,
les non-linéarités doivent étre de forme polynomiale.

La réécriture se fera en quatre étapes :

— Exprimer T et Z en fonction de u

— Exprimer d'exp() avec U € se(3) et i € {1,2} en fonction de d’exp(Q)

avec & € s0(3) et j € {1,2,3}

— Développer en série de Taylor les fonction sin et cos présentes dans les

expressions de d’exp(Q)

— Tronquer toutes les expressions a l'ordre 2 et isoler les termes linéaires

et non linéaires.

L’équation 3.21 est destinée a déterminer les vitesses et déformations de
la poutre de Reissner dans l'algébre de Lie se(3). Cependant la deuxiéme
relation entre T et E ne peut étre approximée, 'application exponentielle
va étre utilisée pour exprimer les éléments H (et par conséquent T et Z) en
fonction d’une seule variable u(X,t).

Les éléments H du groupe SE(3) peuvent étre définis comme des dépla-
cements relatifs par rapport a Hy de la maniére suivante (cf. figure 3.2) :

H(X,t) = x(u(X,t)) = Hy(X)e" X (3.28)
ou Yx(u(X,t)) est la carte exponentielle locale entre R® et le groupe (cf.
annexe B) autour du point d’équilibre Hy, avec Hy(X) = { 103 XlE ! ] €

x| <o

La réécriture du systéme (3.21) & (3.22) est réalisée grace aux équations
3.9 et 3.10. En remplagant H par son expression en u pour récrire T et E,
apparait la dérivée de I'’exponentielle qui doit étre définie.

SE(3), et u(X,t) = l

Définition 15

Soient GG; et Gy deux groupes de Lie avec une fonction v telle que Vg €
G1,v(g9) € Gy. La différentielle trivialisée a gauche de la fonction 1 est
définie par (cf. [34]) :

dip(g) = (Ly(g)-1 0¥ o L)' (e). (3.29)

Soit dans notre cas ¥ = exp, alors GG est 1'algeébre de Lie se(3) et Gy =
SE(3). La dérivée expl,(n) de la fonction exponentielle au point u € se(3)
appliquée & un vecteur n € T,s¢e(3) ~ se(3) (cf. annexe B) donne le vecteur
tangent au point exp(u) € SFE(3), vecteur qui appartient au plan tangent au
groupe SE(3) au point exp(u) i.e. Tepp@ SE(3). 11 est possible de redéfinir
cette dérivée en appliquant une rotation a gauche (cf. [35]), afin de revenir a
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drp

FIGURE 3.2 — La fonction ¢ permet d’obtenir les coordonnées généralisées
u € Gy de H = (u) € Go. n € gy est un vecteur de 'algébre de Lie de G;.

I’élément neutre aussi bien dans le groupe que dans ’algébre, ce qui permet
d’écrire (cf. figure 3.3)

dexp(u)n = dLezp(ﬂ)*l(exp;(n))' (330)

Les variables de ’équation (3.21) deviennent

T = { z‘j ] — H'H = exp(—1)exp(d) = dexp(ad)i (3.31)
- II _ —1ry/ —1 g/
E = | p|=H'H-H"H (3.32)

= exp(—t)exp/(t) + exp(—u) H ' Hyexp() — Hy ' H;
= dexp(W)u' + Ad,-a(Hy"H}) — Hy ' H).

Puis les dérivées de T et E peuvent étre calculées grace a la formulation aux
ordres supérieurs présentée dans [34]

T {‘;] — dexp(u)ii + (Pexp(@)a)i (3.33)

~

(1]
|

A
= [ E, } = dexp(u)u” + (d*exp(@)u)u’ + Ad'e_ﬁ(Ho’lH()). (3.34)
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FIGURE 3.3 — Illustration de l'opérateur dexp(u) : u est un point de l'al-
gébre se(3) et n = w~'u’ un vecteur du plan tangent a I'algébre en I'identité
T.se(3) ~ se(3). La dérivée de l'exponentielle peut étre exprimée grace a

dexp(u)n.
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Ainsi les équations 3.21 a 3.21 deviennent :

VX €]0; L],
Td g (W)ii + J(dZ,, (@) )0
—Ydeap (W = B(d2,, (W)u' ) — L Ad, (Hy ' Hp)
= ady, @y [deap(W)u’ + Ad.—a(Hy ' Hg) — Hy ' Hy)
—ad}y, aya) deap(@)te + W, (3.35)

3 [deap(@(0, 1))’ (0, 1) + Ad, w00 (Hy 'Hy) — Hy 'Hy| = { 7;200 }3,36)
5 [l L. )0 (L.1) 4 Ad,css (5 ) — 7 1] = | "3

L’équation 3.22 est quant a elle vérifiée automatiquement par ce change-
ment de variable (cf. annexe C.4).

Afin d’obtenir une écriture plus simple, bien adaptée aux séries de Vol-
terra, les formules trigonométriques comprises dans les définitions de d"exp
(cf. annexe C.1) seront remplacées par le développement de Taylor jusqu’a
l'ordre 2 (cf. annexe C.2).

La simulation par les séries de Volterra étant tronquée a l'ordre 2, il est
possible d’effectuer le développement de Taylor des opérateurs contenus dans
ces matrices sans changer la qualité de 'approximation.

Multiplions I’équation 3.35 par df,,(u). Elle peut étre récrite sous la
forme :

A(u, @) + B(u, @) + Clu, ") + D(u,u') + F(u,0) = d exp(@)W. (3.38)

ou les cinq composantes de 1'équation (3.38) sont définies par (détails en
annexe C.3) :

A(u, i) = exp(ﬂ)Jdexp(u)i'L:AlﬂJrAg(u)i'L
Blu,t) = diy, (@) J(dZ,,(@)a)i + diy,(@)ady, @] deap (@) = By (i)i
Clu,u") = —dipy(@)Ddeap(@u" = Cru” + Co(u )
D(u,u) = —di,(@)S(dZ,,(@)u )’
—dg,,(Wad;, % [desp(@)u' + Ad,—a(Hy ' Hy) — Hy ' H]

—dl,(0)SAd, _:(Hy " Hp)

~ Dy + Dy(u)u + E(u,u’)
Flu, ) = adl, (0)Jdesy (W)t =~ Fri+ Fau)t

erp
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3.6 Conclusion

Ce chapitre a permis d’établir I’équation d’équilibre d’une poutre de
Reissner dans un groupe de Lie en respectant les contraintes imposées par les
séries de Volterra. Le groupe SE(3) a été préfére a SO(3) x R? permettant
de ne travailler que sur une seule variable H contenant tous les degrés de
libertés (rotations et translations).

L’équation a été établie dans l'algébre de Lie se(3) permettant d’avoir
une écriture concise et de travailler dans un espace vectoriel, la résolution de
I’équation consistera en la variable u a partir de laquelle les vitesses T et les
déformations E peuvent étre retrouvées. Puis 'utilisation du changement de
variable (3.28) permettra de repasser de 1’algébre au groupe et ainsi retrouver
les valeurs des degrés de liberté pour chaque section d’abscisse curviligne X
et a chaque instant ¢.

Grace aux développements effectués, il est maintenant possible de calculer
les noyaux de Volterra du systéme (3.38) afin d’identifier une structure de
simulation, ce sera I'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 4

Application des séries de Volterra
dans I’algébre de Lie se(3)

4.1 Propriétés et opérateurs applicables aux noyaux
de Volterra vectoriels

Définition

Un systéme causal (au sens des automaticiens) d’entrée f, de sortie u (cf.
figure 4.1) est décrit par une série de Volterra de noyaux {h, }nen- si

vieRY,  u(t)=Y /(R+)n ho(Tra ) f(E— 7)o f(t = T)dTim,  (4.1)

avec la notation (71.,) = (71,72, ..., 7,) et dr., =drdry ... d7,.

f@) {hn} u(t)

FIGURE 4.1 — Systéme d’entrée f et de sortie u décrit par une série de Volterra
de noyaux {h, }nen:-

L’équation (4.1) peut étre interprétée comme suit : pour n = 1 le terme
est la convolution linéaire standard telle que h; est la réponse impulsionnelle
de la contribution linéaire. Pour n = 2 le terme introduit une contribution
quadratique de f sur la sortie u. Plus généralement, le n-iéme terme est
associé a une non-linéarité homogéne d’ordre n.

De plus, comme dans le cas linéaire, des fonctions de transfert généra-
listes H,(s1.,) peuvent étre définies comme la transformée de Laplace des
réponses impulsionnelles généralisées h,(71.,) (ot (s1.,) = (S1,...,8,) sont
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les variables de Laplace). Pour un systéme amorti (i.e. stable) causal, elles
sont définies par

v<81;n) cDD (CaL)n, Hn<81;n) = /(%+> hn<7-1:n) ei(slTl+"'+s"Tn)dlen7

ot D est le domaine de définition et C§ est I'ensemble des nombres com-
plexes & partie réelle strictement positive (cf. [3, (29.1.2)] et [21] pour plus
de détails).

Afin d’appliquer les séries de Volterra au modéle, des lois d’interconnexion
seront utilisées, plus de détails & propos de ces lois et des propriétés des séries
de Volterra peuvent étre trouvés dans [29].

4.1.1 Lois d’interconnexion

Les lois d’interconnexion suivantes seront utiles pour résoudre le modéle.
Considérons deux séries de Volterra de noyaux {a,}nen+ et {b,}nen+. Les
systémes d’entrée f et de sortie u définis respectivement dans les figures 4.2,
4.3 et si b, = 0 pour n > 2, dans la figure 4.4 sont toujours décris par des
séries de Volterra. Leurs noyaux {c, },en+ sont déterminés dans le domaine
de Laplace par, respectivement (|21, p. 34,35]),

Cn(s1n) = Au(s1m) + Bu(s1m), (4.2)
Cn(51:m) = Z Ap(sltp)Bn—p(SpH:n)a (4.3)
Cn(s1:0) = An(sl:n)Bl@/l;), (4.4)

avec la notation sy, = 81 + ... + 5,,.

Considérons F, et G, deux systémes de Volterra vectoriels de méme di-
mension. Le produit vectoriel de ces deux systémes peut étre récrit comme
un noyau équivalent

i
L

H, =Y F,AGuyp.
1

S
Il

De méme, si A, et B, sont deux systémes de Volterra matriciels (de
dimensions respectives, i X j et j X k), le produit matriciel a pour noyau
équivalent

n—1
H,=> AB,,.
p=1
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4.1.2 Opérateurs de transformation vecteur/matrice

sl
Considérons x = | z |, X est une matrice anti-symétrique définie par
I3
0 —XI3 T
X = xIs3 0 —T1
—XT9 T 0

Dans l'algébre de Lie se(3) cet opérateur permet d’écrire un produit vectoriel
comme un produit matriciel

|

ol i, _|_“a(t)+ub(t) zu(:t)

| {bn} |ua(t

FIGURE 4.2 — Interconnexion : somme des sorties.

|

£(t) {an} wal(t) us(t) =u(t)

A > —

o1 {bn} |un(t

FIGURE 4.3 — Interconnexion : produit des sorties.

(o 1 ul)

— {a,} -

(linéaire|

FIGURE 4.4 — Interconnexion : cascade d’un systeme de Volterra avec un
systéme linéaire.

4.2 Equation des noyaux

Les séries de Volterra sont appliquées a I’équation d’équilibre établie dans
I’algebre de Lie.
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L’entrée du systéme est une force d’excitation f(¢) répartie sur une dis-
tribution spatiale ®(X) € R®*! (cf. équation (3.18)).
a(X,t)
B(X, 1)
vecteur dans 'algébre de Lie se(3). Ainsi, les noyaux de Volterra hgx) du
systéme seront des vecteurs de dimension 6.

f(t)

La sortie du systéme est le vecteur u(X,t) = { } i.e. un pseudo-

~ [

FIGURE 4.5 — Systéme d’entrée f et vecteur de sortie u décrit par une série

de Volterra {h,, },en-.

Le systéme annulateur de la figure 4.6 représente l’équation 3.38 ot u est
définit par 4.1.

En utilisant le bloc-diagramme équivalent, 1’équation des noyaux est éta-
blie en utilisant les lois d’interconnexion (cf. sections 1.3 et 1.4, [29]), i.e.
we (X, t) +wp(X, ) + we(X,t) = 0.

Cette équation peut étre exprimée dans le domaine de Laplace :

_ OHY) (5., PPHX) (5.)
31:n2A1HSLX)(31:n)+D1 na)g & )+Cl ng & )+31:nF1H£LX)(51:n) = E;X)(Slzn)

(4.5)
avec le terme de droite (partie non linéaire, définie grace aux lois d’intercon-
nexion) défini par :

n—1
ES) (1) = @n(X)01n— Y {s’rf A(H)H, + By (H{)H,, | (4.6)
p=1

+C,(HPVH,Y, + Dy (HY )HIY, + &(H H,,) — g1<H§f>><I>1<X>}
Les conditions aux limites d'une poutre encastrée imposent un déplace-

ment nul et par conséquent une vitesse nulle aux extrémités de la poutre
X € {0,1}. Les déformations étant nulles également on a

(1, 8) = u(0, 1) = { 821 ] . (4.7)

4.3 Projection modale

Le probléme linéaire (équation 4.5 pour n = 1) peut étre décomposé sur
une base orthogonale de 6 composantes (une pour chaque composante de

83



u(X, £)Va, 2 2 (X, 1) )
"{hEZX)} > Alg?+pla%+cl%+f1%u >
(Vb) w;,a(X, f)
> Ay =—@—
f) 9
® El ot wpb(X, 1)
Lot > By F=—®@—
> U}bf(X7 t) _>0
- Fy F—®@—
— > wyc(X, )+
I T Cy P ®—
BiX ox — == wbd(Xv f)
N e e
—®(X) =
(Ve) dTexp(.)
Y —deap @B(X) £(2) = w(X. )
I -
@ -/
Il
)
> ang)} we (X, t) >
ft) (X) wy(X. t 0
® = () _|_ |
) {C%X)} we(X, t
® —

FIGURE 4.6 — Bloc-diagrammes équivalents représentant ’équation (3.38).
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u(X,t)) définie par le vecteur :

avec

2
qui satisfait les conditions aux limites.
Considérons un produit scalaire sur L*(Q2) ou V(f, g) € (L*(2))? vecteurs
de dimension 6, (f,g) = [, diag(f(X))g(X)dX. Un noyau H') (s1.,) peut
étre défini par :

() = a2 2 BT [, (43)

H (s1) = ) _ diag(HY (s1.0))er(X) (4.9)

ol H[k} <H(X) ek>

Remarque 12
La propriété suivante est requise pour écrire I'expression de ET[LM VA €

R%,a € R3,<(di@5l)diag(A)5m,€k> — diag({diag(&)Em, Ex))AA. Une

conditions suffisante est que les trois composantes du vecteur &;(X) sont
égales Vi € N* (cf. définition (4.8)).

La projection de I’équation 4.5 sur ¢; donne le résultat suivant :

__ _ oH) PHX)
(31:n2A1 + Slznfl)<H1(1X)a ek> + D1< 8; ) €k + Cl - )

or? ek>
ae(X) aQe(X)
(S1nA1+31nf1) ]+D1<H( ’a—’; +C H’SX)’T;Q = E,[f]
($1n Ai + 51 F1 + Dy + v,C)H [ = Egc]
Qk(51n)H L E)

avec iy, = diag({diag(ex), 2)) et vy = dzag(<dzag(ek), %;5>),

Egﬁ) (Slzn) = Q[k]cSLn

n—1
S [ [ s o)
=1 (kl,kg)eN*2
ARTAINEN( = (o)) - CiRNEre S NG & ()] ¢ KIRRERVISGN( ¢ (L & ()

P

—%(HL’CI})Q[{”](X)} , (4.10)
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et

)\],;J€2 = diag({diag(ex,)ex,, ex))
6217]92 = diag(<diag(e§ﬂ)e;€2, ek>)
7]/;,192 = diag(<diag(ekl)e§€2, 9k>)
0,’317,92 = diag({(diag(ex, )y, ex))

4.4 Structure de simulation

Comme montré dans la section 2.4.3, les expressions (4.9) et (4.10) peuvent
étre récrites grace a la définition d’ensembles d’arbres afin de réorganiser la
combinatoire.

4.4.1 Arbres

Théoréme 6
Soit E I’ensemble des arbres pleins binaires définis par ¥Yn € N*,

E, = N* (4.11)
En - U p1+p2=n {t - (tl, tQ) € Epl X ]Ep2}7 (412)

(p1,p2)EN*

ot B(t) =tsin =1 et t(t) = &(t;) + &(tz) si n > 2. Alors, les noyaux HY)
peuvent étre définis par :

Vn € N VX € [0;L], H{Y) =) Heeyy (4.13)

teE,

avec sin =1
H¢ = Q;(i)%o

et sin=2
He = (Stn A1+ 5taF1 + pDy + vCy) ™! Pié?ﬂ,e(u)@Q [A2(Hy, )Hy, + Bo(Hy )Hy, |
£(t) £(t) £(t)
+ aé(tl),é(tg)CQ (Hfl)Hfz + Eé(tl),é(tg)p2<Hf1)Ht2 + 73({1),3({2)82<Ht17 th)

— 91(Ht1)‘1’3(t2)(X)] :
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4.4.2 Structure de simulation

Récrivons ’équation (4.10) sous la forme

k 1 ko ko
EX (s1,) = @5, — Z S e HELHED @ (414)

p=1 (k1,k2)EN*2

on a alors pour n = 2

k k k k k
B (s1,80) = Y plh g (P HIL @), (4.15)
(k1,k2)EN*2

En appliquant la méthode présentée section 2.5, il est possible de déterminer
la structure de simulation des deux premiers noyaux. La figure 4.7 présente la
structure de simulation jusqu’a l'ordre 2. Comme représenté dans la figure 4.8,
chaque mode dépend de tous les modes en fonction du coefficient pf} 2,8(t0),E(12)

t(t) Q) Q)] £()

qui est une fonction de >‘E(t1 ) B(t2)? €e(t),e(t2)7 Ve(tr).e(ta) et Te(tr) (k)"

(contribution linéaire, n = 1) e1(z)

FIGURE 4.7 — Bloc-diagramme d’une simulation en o(ez) de la poutre de

Reissner avec K modes. Chaque sortie u[gk] (t) du bloc (Tw) est une combi-

naison linéaire des produits (u [kl](t) ulk! (1)).

La variable u calculée, il ne reste qu’a revenir dans le groupe de Lie
pour calculer les éléments H (X, t) contenant les degrés de liberté de chaque
section. Pour ce faire, I'équation (3.28) est utilisée grace a la définition de
I'exponentielle dans SFE(3)

s [ & Av
et = [013 ’ } (4.16)
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e Y [1]

1] 1 k k k Ug (t)
UL E(k1,k2)EN*2 p[L]l,kl,kg (u[l 1]7 u:[l 2]’ Q[l 2]) S

[K] k k k k u[k](f)
UL Z(kl,k2)eN*2 p[1,]1,k1,k2 (U[l 1]7 U[l 2]7 (I)[l 2]) 2_>

(] K ki [k o]y 1t )
UL Z(kl,kg)eN*z P;[L,1],k1,k2 (U[l 1], u[1 2]), ‘1’[1 2])2—>

FIGURE 4.8 — Détail du bloc Tw.

avec I'exponentielle dans SO(3) calculée grace a la formule de Rodrigues

~ /\2

_ a Q
" =1+ —sin o[ + (1 — cos ||af]),
[|ev]] [|exl[?
et
T a a? )
A =dexp' (@) =1+ ||a||2(1 —cos ||a]) + ||a||3(||a|| — sin [|a]).

4.5 Conclusion

Ce chapitre a mis en valeur la relative simplicité de l'application des
séries de Volterra a la dynamique de la poutre de Reissner, la démarche
est quasiment identique a celle utilisée dans le chapitre 2. La simulation de
cette structure n’a pas encore été réalisée. Une fois implémentée, les valeurs
obtenues devront étre corrélées. Il sera intéressant de qualifier et quantifier
lapport de cette non-linéarité quadratique (troncature de la série a 'ordre
2), du point de vue des couplages entre les degrés de liberté, de I'influence
de l'excitation (degré de liberté ou elle est appliquée), ou du résultat pergu
par lauditeur de la synthése (contenu spectral, forme d’onde du transitoire
d’attaque...).
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Chapitre 5

Vers un formalisme en noyaux de
Green-Volterra

5.1 Introduction

Les travaux présentés dans le cadre de cette thése ont tous pour point
commun, une condition particuliére sur 'excitation du systéme. En effet, les
chapitres 2 et 3 ont présenté un modéle excité par un nombre fini d’entrées
u(t) indépendantes de l’espace. A I'avenir il serait intéressant de travailler
sur des excitations de la forme wu(z,t) ce qui permettrait de généraliser les
excitations appliquées au systéme (plusieurs forces en plusieurs endroits, pro-
blémes de contact...). Pour les problémes linéaires, le formalisme de Green
répond a ce probléme (cf. [6] par exemple).

Ce chapitre présente une approche de ce probléme ou l'excitation est
définie par une fonction a variables non séparables (i.e. u(z,t) # ¢(z)f(t))
pour des systémes non linéaires que ’on sait approximer a l'aide des séries de
Volterra. L’équation des noyaux baptisés « de Green-Volterra » sera établie
pour les deux modeles de cordes présentés dans la section 2.2.1. Pour ce faire
trois méthodes de représentation seront utilisées, la représentation d’état, la
représentation d’Huygens, et les guides d’ondes. Dans chaque cas, les noyaux
seront établis pour des conditions aux limites & I'infini (Sommerfeld) et pour
des conditions de Dirichlet appliquées a un systéme borné. La méthode des
images sera présentée pour calculer le calcul des noyaux d’un systéme borné,
connaissant les noyaux du systéme équivalent a l'infini. Enfin, un tableau
récapitulatif présentera tous les expressions obtenues, équivalentes.
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5.2 Vers des noyaux de Green-Volterra

5.2.1 Introduction

Afin de prendre en compte les non-linéarités spatiales de la dynamique
d’un solide (par exemple : contact), il est nécessaire d’utiliser des noyaux
de Volterra instationnaires en espace. Ces noyaux seront définis comme des
noyaux de Green-Volterra dans le sens, ot ils respecteront 1’équation linéaire a
résoudre (pour tout ordre n) quand I'excitation est définie par une impulsion
spatiale.

5.2.2 Formalisme de Green : rappels

Considérons un modéle de corde linéaire S soumis a une force d’excitation
f(x,t) et gouverné par

mij(x,t) — T—=(z,t) = f(z,t) V(z,t) € QxR (5.1)

y(ZL‘,O) =0 ?/(Oat):?/o
y(I,O) =0 y<L7t):yL

ou y est le déplacement transverse de la corde.

Définition 16
La solution de I'équation (5.1) est définie par

vat) = [ [ Glotgnsenara

ol G est la fonction de Green du systéme. 1l s’agit d’une solution particuliére
du probléme pour f(x,t) = 6(x — x0)d(t — to) (une impulsion au point xy a
linstant tg),

.o 2

mG(x,t, xo,to) — TZTC;(% t,x0,t0) = 6(x — 10)d(t — o). (5.2)

Le formalisme de Green consiste & utiliser le principe de superposition
pour exprimer une solution y pour f quelconque, comme une combinaison
linéaire de G, la solution particuliére si f est une impulsion.

Pour les systémes d’ordre 2, un exemple de calcul de fonction de Green est
donné dans ’annexe A.1 en utilisant la représentation d’état dans le domaine
de Laplace.
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Application au probléme linéarisé (e = 0)

On considére le probléme de la corde de Kirchhoff linéarisé (équation
d’équilibre sur le déplacement)

iz, t) — %(w,t) = f(z,1), (5.3)

ot u(x,t) est le déplacement transverse de la corde, f(x,t) est une excitation
distribuée de type force, avec pour conditions aux limites V¢ > 0,u(0,t) =
u(l,t) =0 et Vo € [0;1], u(x,0) = 0.

Forme d’Euler-Lagrange

Aprés le changement de variable p = 4, ¢ = %, I'équation (5.3) devient

5ot~ Slet) = f(o0)
op .
or q
vt > 0, p(0,t) =p(1,¢t) =0
Vo € [0;1], p(z,0) = q(z,0) =0

Forme matricielle On définit p = 4, ¢ = % et X = [q,p]" de sorte que
(5.3) devient

X = Aa—X+Bf,
ox

- 01

o 1 0|’

- [071]t7
et

Vvt >0, p(0,t)=p(1,t)=0
Vo € [0;1],  p(z,0) = q(x,0) =0

Changement d’état : ondes découplées progressives du systéme li-
néarisé

Ce systéme de deux équations & deux inconnues peut s’écrire sous la forme
de deux équations d’ondes planes, découplées. Le changement de variable

(¢,p) — (¢",q7)
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¢ =1p+q) |g=q¢ +q
¢ = ( —p+q) |p=q"—q

permet d’obtenir un systéme d’équations grace auquel peut étre calculée la
fonction de Green pour une représentation en guide d’onde :

.
it e.t) - 5! @a®==%f@aﬂ

i (e t) = 5L (@) = (o)
W20 gr00) - d (00 =a" 1)~ (1) =0
Ve €[0;1], ¢*(z,0)=q (z,0)=

Forme matricielle Les valeurs propres de A dans l’équation (5.4) sont +1
et —1 et deux vecteurs propres associés sont 3[1, 1] et £[1, —=1]*. Soit Z = PX
ou la matrice de passage P et son inverse sont donnees par

171 1 o[
P_§[1—1]’ P _{1—1}'

(5.4) devient

Z:Ag—Z+Bf
41 0
=104
_1 t
B = S[-1"

Les conditions temporelles et spatiales (5.4) et (5.4) sont

Vi>0, CZ(x=0,t)=CZ(x=1,t)=0avec C =][1,—1]
vee[0:1], Z(xt=0) =00

5.2.3 Noyaux instationnaires

L’équation (1.32) présentée dans la section 1.3 est un cas particulier,
utilisé jusqu’a présente dans le cadre de cette thése, de la définition de la
sortie d’'un systéme représenté par une série de Volterra. En effet, jusqu’a
maintenant les noyaux du systémes étaient considérés comme stationnaires,
i.e. invariants en temps et en espace.
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De maniére plus générale on peut écrire (cf. section 1.6.1)

U(ZL‘, t) = Z /(QXR+)n hn(xv t; 57 T)f(gla 7_1) s f(gna Tn)dgldtl cee dgndTn

neN*

ot les h, (x,t; &, 7) sont des noyaux de Volterra instationnaires, i.e. des noyaux
représentant le systéme qui dépendent du temps et de ’espace.

Les noyaux h,, peuvent étre vus comme des opérateurs spatio-temporels
(intégraux) qui agissent sur l'entrée (distribuée) qui construisent la compo-
sante non linéaire de degré n de la solution.

Remarque 13
hy est a ce titre une fonction de transfert pour la partie temporelle et une
fonction de Green pour la partie spatiale (cf. section 5.2.2).

Soient h,(x,t;&, 7) les noyaux du systéme causal d’entrée f et de sortie
Z.

Le probléme étant stationnaire par rapport au temps, on s’intéresse aux
noyaux convolutifs sur la variable temporelle qu’on note h,, avec

by (2,6, 7) = hn(2;€,t = 7)
Enfin, on note H,(z;¢, s) la transformée de Laplace de 7 — h,(z;&, 7).

Définition 17

Soit u la solution pour 'excitation f. Soit T, la translation spatio-temporelle
de vecteur we, + te;. Le probléme est invariant dans le temps si T u est la
solution pour l'excitation Ty, f et dans ce cas, il existe h,, tel que

hn<x7 tu gl:n7 Tl:n) = iln<x7 gl:n7 t— Tl:n)

Idem pour I'invariance en espace.

5.2.4 Proposition d’une extension d’un formalisme de
Green-Volterra

Dans le cadre de ce manuscrit, le systéme est stationnaire en temps et
non stationnaire en espace, en effet, la translation spatiale est non invariante
(sauf cas particuliers de systéme infinis) (cf. section 1.6.1).
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Probléme posé et formulation

On se place sur 'espace-temps r = (z,t) € Q@ x Ry
On considére le probléme de la corde de Kirchhoff (équation d’équilibre
sur le déplacement, cf. section 2.2)

2

d(x,t)—%(x,t):e(/o (%(:p,t))de) %(x,t)Jrf(x,t), (5.4)

ot u(x,t) est le déplacement transverse de la corde, f(x,t) est une excitation
distribuée de type force, avec pour conditions aux limites V¢ > 0,u(0,t) =
u(l,t) =0 et Yz € [0; 1], u(x,0) = 0.

Forme d’Euler-Lagrange

Apres le changement de variable p = u, ¢ = %, I'équation (5.3) devient

p(x,t) — %(m,t) = 6/0 qQ(x,t)dxg—z(x,t) + f(z,t)

[
or ¢
Vit > 0, p(0,t) = p(1,t) =0
vz e [0;1),  p(z,0) =q(z,0) =0
Forme matricielle On définit p = @, ¢ = % et X = [q,p]" de sorte que
(5.3) devient
. 0X 0X
X = A—+NX,X)—+B

0 1
A = {1 0}’
N(X,Y) = e/OIXT(x,t)H 8}5/@@@([? 8])
B = [01]
et

Vt>0, p(0,t)=p(l,¢t)=0
Ve € [0;1], p(z,0) =¢(z,0) =0
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Changement d’état : ondes découplées progressives du systéme li-
néarisé

Ce systéme de deux équations a deux inconnues peut s’écrire sous la forme
de deux équations d’ondes planes, découplées pour leur parties linéaire. Le
changement de variable (¢,p) — (¢%,¢7)

¢t =3p+q |g=9q" +q
— 1 — T =
¢ =50-p+tq |p=q —q¢

permet d’obtenir un systéme d’équations grace auquel peuvent étre calculés
les noyaux de Green-Volterra pour une représentation en guide d’onde :

i)~ 51 (2,1)
_ %e /0 (¢ (1) + q_(x,t))dea<q+(x’t)a—; @t) | % 1)
it~ 9L (.1
_ %e /0 (g (z,0) + q_(x,t))dea(qu(x’t)a;r @t) | % Fla,t)
vt >0, g (0,t) —q (0,t) =qT(1,¢t) —q (1,t) =0
Vz € [0;1], ¢ (2,0) =q (2,0) =0

Forme matricielle L’équation 5.5 devient

: YA YA
7 = A2 4 (7. Z)INZZ
Aaxﬂ)(, ) angf’
1 0
A = _1},

|
w2y = (
N o= 3

Les conditions temporelles et spatiales (5.5) et (5.5) sont

Vi>0, CZ(x=0,t)=CZ(x=1,t)=0avec C =][1,—1]
Vz €[0;1], Z(x,t=0)=1]0,0]"
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5.2.5 Equation des noyaux pour un systéme infini

Soit probléme de la corde de Kirchhoff-Carrier (équation d’équilibre sur
le déplacement) avec développement de la racine carrée jusqu’a 'ordre 3 (cf.
sections 2.2 et 2.7).

Pu, (227

D + f(z,t), (5.5)

ou u(x,t) est le déplacement transverse de la corde, f(x,t) est une excitation
distribuée de type force. Les conditions aux limites de Sommerfeld sont appli-
quées, stipulant qu’il n’y pas d’énergie en provenance de l'infini. La condition
initiale est u(x,0) = 0.

Cas 1

L’équation des noyaux du systéme 5.5 dans le domaine de Laplace est (cf.
section 2.3)

. O H,(x:€, 5)
San<.§L’;£, S) - 2 = En<x7£7 8)7 (56)
avec
B = 8- (5.7
O0H,0H, 0H,
> = P d " .
Vn > 2, E, €0y E 5 Oz On (5.8)
p,q,r>1
ptg+r=n

Reésolution Les conditions aux limites de Sommerfeld stipulent que I’éner-
gie ne peut revenir de l'infini, on a donc

efs‘xfé.'
Hl(x;ga 5) = %25 )
et
Hy(:€, 5) et
X1<.§L’;£, S) = [ OH(x;€,s = —s(é—x 2s —s(z— )
T §(eEID(E — ) = Oz — €))

(5.9)
ou I est la fonction d’Heaviside.
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Cas 2 (Huygens)

[ OHn q
A@J} — n
| sH, } HP
simple produit de la solution (5.9) par la matrice de changement de base :

Pour Y, = PyxX,, = , la solution Yy s’obtient par

Yl(x;ﬁ,S) = g?
= ];)yxxl(l‘;g,S)

[0 1 e

s 0 } [ Le T (€ — 2) — e COT (2 — )) }

_ 1 [ eI (6 — ) — e > T (2 — §) }

= 5 o sle—] :

2

Cas 3 (Guide d’onde)

De méme, 1’équation

| -1 01]0Z, 1]1
a pour solution
HY"
= PZYY1<'T7§78)
1 =1 1] 1] e —a) — eI (z - €)
2 1 11292 e—slz—¢l

5.2.6 Equation des noyaux pour un systéme borné sur
Iintervalle [0;1] avec des conditions de Dirichlet
On considére le probléme (5.5) avec pour conditions aux limites V¢ >

0,u(0,t) =u(1,t) =0 et Va € [0;1],u(x,0) = 0.

Cas 1

H
Soit X, = | sy, | ot Hy(x;&,s) sont les noyaux de Green-Volterra du

oz
systéme dans le domaine de Laplace.
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L’équation des noyaux s’écrit :
v | 0 1]0X, 1
an—[? 0| 2z + 0 F,, (5.11)
avec
F1($;§,S) = 5(1‘—5)
Fu(z:&,s) = e > [0,1]X,[0,1]X,[0,1] X,

P,q,r=>1
prgtr=n

Résolution L’équation (5.11) peut se récrire sous la forme

0X, [0 1 0
il I e
OXo = AX, +BF,.

ozr

avec pour solution générale
Xo(x; €, 8) = / e(x_”)ABFn(V; & s)dv + eA”CXn(:E =0;¢,s),
0

l’application des conditions de Dirichlet homogénes permet d’écrire (cf. an-
nexe A.1)

x sinh(§(z—v))
Xn(x;8,8) = - 5 F,(v;&, s)d 5.12
w69 = [ =] nste oy | POSEDW 512
e
iy 9
sinh(3)

_|_

]/0 sinh(s(1 — v))F,(v; €, s)dv

Cas 2 (Huygens)

01 2Hx H
i = = = Ox — n
o, [0 1w, [ ][]
L’équation des noyaux s’écrit :
0 1]09Y, 0
0 179% [0, 519

.- |
avec

Gi(x;6,8) = 6(x—¢)
Gu(w;&,8) = € > [1,01Y,[1,0]Y,[1,0]Y,

p,q,r>1
ptg+r=n
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Résolution L’équation (5.13) peut se récrire sous la forme

Y, [0 1 -1
LRI

oY,
ozr

= AY, + BG,,.

De la méme maniére que pour le premier cas, la solution

Y, (z:€,8) = / e(”‘“”’)ABGn(u; ¢, s)dv + eAmYn(a: =0;¢,s),
0

associée a des conditions de Dirichlet homogénes permet d’écrire

Y, (2:6,5) — Af-{®m@@:53}aawgg% (5.14)

sinh(s(x
cqsh(’s}:) 1
N £ﬁ§)lAsmMﬂl—WX%@£ﬁM“
sinh(3)

Cas 3 (Guide d’ondes)
. HP" =11 :
Soit Z,, = PzvY, = [ P } avec Pzy = 3 [ 11 ] la matrice de
passage entre les variables (p,q) et (p*,p7), qui définit p = p* + p~ et
g=p —p"

L’équation des noyaux s’écrit :

-1 0]10Z, 1[1
avec

Li(z;€s) = d(z—¢)

L(z:6,8) = €0y Y [-1,1]2Z,[-1,1]Z,[-1,1] Z,

p,q,r>1
pta+r=n

Résolution L’équation (5.15) peut se récrire sous la forme
0Z,, | -1 0 1] 1

R RIS R
0Z,
Ox

= AZ,+BI,
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et a pour solution avec des conditions de Dirichlet homogénes,

Z,(x;€,8) = / e(m’”)ABIn(y; &, s)dv + eA:”Zn(:c =0;¢,8),
0

| —5(z—v)
Zn(l‘aga 5) = /; 5 [ ie's\(:vfy) :| In(l/;g,S)dl/ (516)
—€_§x 1 1 ) N .
+ [ e }m/o sinh(s(1 — v))I,(v; &, s)dv.

5.3 Meéthode des images

La méthode des images, permet de calculer la fonction de Green d’un
systéme borné a partir de la fonction de Green correspondante a l'infini (avec
conditions aux limites de Sommerfeld). Cette méthode sera illustrée par le
calcul de la fonction de Green en vitesse (deuxiéme composante de Y;) pour
une corde avec conditions de Dirichlet homogénes en x = 0 et z = 1.

5.3.1 Meéthode

Soit H{™(x;¢&, s) la fonction de Green du systéme infini. L'étude de la
corde sur 'intervalle [0;+oo[ avec une condition de Dirichlet homogéne en
x = 0, est réalisée grace a la fonction

En effet, la superposition des effets de deux sources situées en £ et en —¢,
annule la différence exprimée ci-dessus pour x = 0 (cf. [6]).

5.3.2 Application

Dans le cas présent, deux conditions aux limites sont nécessaires en x = 0
et en x = 1 (a chaque extrémité de la corde). Il faut donc tenir compte du fait
que la réflexion de la source par une des conditions aux limites est elle-méme,
ainsi que la source originale, réfléchie par la deuxiéme condition. Il y a donc
une infinité de sources & prendre compte pour calculer la fonction de Green
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du systéme borné :

Y(z, &) € [0;1)%,¥s € C/Re(s) > 0
HY(w;€,5) = > HI™(2;€ + 2n,5) — H{™(2; =€ + 2n, )

nez
sinh(s¢) |cosh(sz) — if:ﬁ‘z:)) siz>¢ (5.17)
= _ 5.17
sinh(sx) [cosh(s€) — Stff}fff)) sié>w

Le résultat dont le calcul est détaillé en annexe E correspond bien a celui de
la deuxiéme composante de Y] calculée par la méthode de la variation de la
constante.

5.4 Formulaire

5.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté un nouveau formalisme, sous la forme d'une exten-
sion de celui de Green étendu aux modeles non linéaires grace aux séries de
Volterra. Aprés avoir défini les noyaux de Volterra instationnaires en espace,
ces noyaux ont été calculés pour les deux modeéles de corde du chapitre 2,
avec cette fois-ci une excitation de la forme f(z,t). Les noyaux obtenus (dans
différentes représentations) sont le point de départ nécessaire a une générali-
sation de I'excitation des systémes simulés, a travers, par exemple, plusieurs
forces réparties, ou un probléme de contact.
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Conditions de Sommerfeld
—slo—]
(. 1 s
Xl (l‘, ga S) 2 efs(gfm)l"(g _ {L‘) _ 673(175)1"(1, _ 5) }
0 673(571'):[‘ — ) — 673(1'75)1—‘ xr —
Y (2;, ) 3 € )s|m ¢ r=d) }
- e~ @O0 (z — &)
Zl (.T7§, 8) : [ 673(571)1"(5 _ ZL‘) :|
Systéme borné sur [0; 1]
< SIh(s(E—7)) - sinhsz) b sinh(s€)
1<x7§7 5) [ —cosh(s(:z: _ f)) :| (x o f) + l COSh(S:L’) :| (COS (‘Sf) - tanh(s))
' —cosh(s(z —€)) cosh(sz) sinh(s€)
Yi(#:€,5) [ sinh(s(¢ — x)) G smh(sx) (cosh(sg) — tanh(s ))
1 eis(mig) sinh(s§)
Zl('r7 gu 8) 2 es(mfg) F(ZL’ - f) + (COSh 8§ tanh(s) )
Systéme borne sur [0; 1]
< B smh(s/(\x v)) P q
ACSE) fo B [ cosh(s(z — v)) } n(vi&,s)dv
[ sinh(5z)
| B | s - s
L sinh(s)
' o cosh(s(x — v)) '
Yn(ﬂf7 g, S) fO - 51nh(§(x . I/)) Gn(y7 gu S)dV
[ cosh(sz)
+ ;gﬁl;; ] fo sinh(5(1 — v))G,(v; &, s)dv
sinh
- ® L —A(x V)
Zn($7§as) fo 2 o s V 57
_ef's\:r
+{ s } s CETVIE) fo sinh(5(1 — v)) 1, (v; &, s)dv

TABLE 5.1 — Noyaux de Green-Volterra pour une corde infinie (conditions
aux limites de Sommerfeld) et une corde finie avec des conditions de Dirichlet.

I" est la fonction d’Heaviside.
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Conclusion et perspectives

Ce travail s’est attaché a établir la possibilité de simuler a faible cotit
un modeéle de propagation d’onde non linéaire. Pour ce faire les séries de
Volterra ont été utilisées. Cette méthode présente 'avantage de permettre
I'identification de structures de simulation simples, laissant envisager la pos-
sibilité de synthése sonore en temps réel. Par opposition & d’autres méthodes
d’approximation (différences finies, éléments finis...), la spécificité de cet ou-
til est son formalisme en série, laissant la liberté de tronquer I'expression de
la solution a un ordre de non-linéarité donné. La convergence de cette série
peut maintenant étre calculée (cf. [25], [26] et [27]), posant ainsi une borne
sur 'amplitude de 'entrée du systéme destinée a assurer la validité de 1’ap-
proximation. De plus, la connaissance de ce rayon de convergence permet de
quantifier ’erreur réalisée par la troncature.

Le chapitre 2 a permis de vérifier I’applicabilité de cette méthode bien connue
en théorie des systémes, & un probléme de dynamique des solides. Pour deux
modeéles de cordes associés & deux types de non-linéarité, les noyaux de Vol-
terra ont été établis et identifiés a des structures de simulation. Les synthéses
sonores réalisées ont permis de mettre en valeur plusieurs phénomeénes asso-
ciés a la prise en compte de la non-linéarité :

— une modification de la forme d’onde, au début du son, avec une émer-

gence progressive de la réponse non linéaire due a 'excitation ;

— un enrichissement spectral lié au phénoméne précédent, principalement

dans les moyennes et hautes fréquences;

— une variation temporelle de la fréquence fondamentale au début du son.
Ces résultats sont prometteurs du point de vue du temps de calcul. En effet,
la synthése d’un son de 3 secondes avec 20 modes nécessite entre 15 et 45
secondes (selon 'ordre de troncature et le modeéle) secondes dans Matlab
sur un Pentium 4. De nombreuses améliorations sont donc encore possibles
(programmation optimisée, langage compilé, processeur...).

Le chapitre 3 est une réponse aux limitations rencontrées dans les résul-
tats du chapitre 2. La synthése d’un modéle de corde a un degré de liberté,
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nous prive des phénoménes non linéaires a priori les plus importants dans la
dynamique des instruments a cordes, a savoir, les couplages entre les degrés
de liberté, et la possibilité d’appliquer une excitation sous forme de torsion
(archet). Le modeéle de poutre de Reissner est donc la suite logique de ce
travail. La simulation d’un modéle a 6 degrés de liberté a été 'occasion de
découvrir une autre écriture des équations de base de la mécanique du solide
rigide et des poutres, grace aux groupes de Lie. Ce chapitre consiste donc
au travail nécessaire d’écriture des équations d’équilibre en respectant les
hypotheses liées a 1'utilisation des séries de Volterra.

Le chapitre 4 est 1’équivalent du chapitre 2, pour la poutre de Reiss-
ner dont 1’équilibre est localement exprimé dans 'algébre de Lie se(3). Une
fois I’équation des noyaux établis, la projection sur une base modale permet
d’établir une structure de simulation, qui n’a pas encore été implémentée.

Enfin, le chapitre 5 présente un nouveau formalisme, sous la forme d’une
extension de celui de Green étendu aux modéles non linéaires grace aux sé-
ries de Volterra. Il devient alors possible de simuler la dynamique non linéaire
d’un solide soumis & des excitations et des conditions aux limites plus géné-
rales. Un exemple peut étre la résolution d’un probléme de contact bilatéral.
Si les deux solides sont représentés par des séries de Volterra, un bouclage
entre les deux systémes représentés par leurs noyaux va apparaitre.

Ce travail présente de nombreuses perspectives dans différents domaines.
Tout d’abord, il semble important de valider les approximations obtenues
par une corrélation avec des mesures. Ce travail, difficile avec les modéles de
corde & un degré de liberté, devra étre effectué pour la poutre de Reissner.
Les calculs obtenus pour les six degrés de liberté devront étre comparés a des
mesures en faisant varier les excitations (torsion, déplacement transverse,
déplacement imposé, vitesse imposée...).

En cas de validation satisfaisante, cette méthode pourra étre implémentée

dans le logiciel Modalys par exemple. Deux approches sont possibles :

— un catalogue d’objets pourra étre crée, comprenant des structures de
simulation pour différents modeéles (poutres, plaques, coques...) dans la
continuité des travaux d’Olivier Thomas et Cyril Touzé (cf. [43] et [44]
par exemple) ;

— intégrer les séries de Volterra dans une méthode de discrétisation (élé-
ments finis par exemple) en vue de simuler la propagation d’onde dans
une géométrie quelconque.

Cette derniére proposition, si elle s’avere réalisable, laisse entrevoir une avan-
cée importante dans le domaine du calcul numérique, bien au-dela de la
synthése sonore. En effet, des problémes de dynamique, linéarisés ou non,
se retrouvent fréquemment dans I'industrie mécanique ou le BTP (préven-
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tion des risques sismiques...) par exemple. Cependant, il semble important
de réfléchir a la mise en oeuvre de cette idée en gardant a l'esprit I'avan-
tage de la simulation & faible cotit qui peut rapidement disparaitre avec des
maillages fins. Des travaux sur la réduction de systéme pourraient permettre
de contourner cet inconvénient.

Un autre parameétre apparait en faisant ce parallele avec 'industrie. Le
travail présenté fait I’hypothése d’un matériau élastique, linéaire et isotrope.
Cette hypothése est souvent mise & mal dans le cadre des instruments de
musique. Pour I'exemple de la corde, les composites (cordes de piano), le
procédé de fabrication ou le simple choix du matériau (nylon, boyau...) serait
a prendre en compte.

Cependant, et il s’agit sans doute du travail le plus difficile, toutes ces
pistes ne sont pas forcément utiles dans le cadre de la synthése sonore. L’ob-
jectif de réalisme affiché en début de ce manuscrit ne consiste pas en une
équation. La finesse de 'audition, de la perception, le fait de savoir ou non
si le son est le résultat d’une synthése, sont autant de parameétres subjectifs
abordés par la psycho-acoustique. Ainsi, aprés avoir défini leur objectif, les
chercheurs en acoustique devront savoir comment ce dernier est pergu, avant
de pouvoir enfin chercher les moyens de le réaliser.
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Annexe A

Séries de Volterra

A.1 Fonction de Green du probléme linéarisé
L’équation (2.15) peut s’écrire

. OX @) .
Yz, s1m)ex(CF)", PXn_(B1n)

Ox :
(A1)
H (s1.0) 0 1 0
otl X (s1)=1| ol ,VS€C+,AS:[ ]7]35:[ ]7
( 1 ) [ 8H,(La)g(ﬁslm) 0 ( ) [F(S)}z 0 ( ) 1—5815

dont la solution générale est

X (s1.4) :/ e(gﬂ)A(sa)B(S/ﬁ) Ey(f)(slzn)d5+e$A(@)X;O)(51:n), (A.2)
0

avec evA() _ {En(x,s) Es(z, s) } _ { cosh (zI'(s))  sinh (2T'(s))/T(s)

Es (x,s) Eg(z,s) sinh (2I'(s))T(s) cosh (2T'(s))
Les conditions aux limites (2.19), [1,0]X®(s,,) = 0 pour z € {0;1} im-
pliquent, pour ’équation (A.2),

8H1(10) (Slzn)

1
Yisun) € (CF)", ) = /O F(&. 5 E© (s1,,) de,

avec F(z,s) = % Ainsi, en notant 1j(x) = 1si z € T et 15(x) =0

si z ¢ I, I'équation (2.20) est satisfaite avec V(z, £, s) € QxQx Cg,

E12<£ — T, S)

G(ZL‘,{,S) = _1[0,1](§) 1+BS

+ 110,11(&) Ena(z, 5) F(E,5),(A3)
qui est également 1'équation (2.21).
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A.2 Modéle (m) : projection des noyaux de Vol-
terra sur la base modale

La projection de I’équation (2.15) sur les modes spatiaux e; donne :

2@ (s, @
<[F(S/1:)]2HT(1$)(SM) _ %7ek> _ <i/\>ek> (A1)

1 + lezn

ot B est défini équations (2.16) et (2.17). En développant le premier
membre de 1’équation (A.4) et grace a la linéarité du produit scalaire

(PG o1, 1) - <% >

—\12 = - 82%
= [P(Slinﬂ <H1(1 )(Sltn)v 6k> - <H1(1 )(Sltn)a W>
= [CGE)] HM (s1.0) + (km)2(HD (51.), €)
= ([PGm)* + (kn)?) (o1 (A5)
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Le second membre de I'équation (A.4) est [1 + 58/1;]_1<E,(f)(51:n),ek> ol
EM(s1.) = <E,(f)(51:n),ek> est donné par

B(s1) = (0c
EF(sy,) = / )(51.0) e () da (A.7)

( / [aHz()Q(Slzp)aHtgg)(Sp-i-l:p#-q)] d¢

k) sin=1, (A.6)

b oz Ox
pFqtr=n
o*H," ”
. gigﬂﬂ- )ek(x)) dz
1 1
= —e/( Z /l Z2€1f27T2COS(€17T§)COS(fgﬂf)
O N pgr>170 Ly ey
ptgt+r=n

'Hz[fﬂ (1) Hgﬂ (5p+1:p+q)} d¢

: [Z 2m2m 2 H™ (54 4 1) sin(mm) sin(k:wx)] ) dz

meN*

= —ek’r Z Z EQH[Z (s1) H (5p+1p+q)] H (spiqtin),

p,q,r>1 LEN*
pgtr=n

if n > 2. (A.8)

Finalement, les équations (A.4) & (A.8) donnent les équations (2.24) a (2.26)
avec la définition (2.27).

A.3 Preuve du théoréme 3

D’aprés la remarque 5, les noyaux HY dordre n pair sont nuls, ainsi
I'équation (2.36) est naturellement vérifiée par I'équation (2.34) dans la dé-
finition 12.

Pour les ordres impairs, la preuve est établie par induction comme suit.
Pour n = 1, L’équation (2.37) est naturellement déduite par identification
avec 'équation(2.28).

Pour n > 3, supposons les équations (2.36) & (2.38) vérifiées pour tous les
ordres strictement inférieurs a n. Alors, grace a I’équation (2.17) et sous les
hypothéses standards du théoréme de convergence dominée de Lebesgue (cf.
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e.g. [9]) et de la régle de Leibniz (cf. e.g. [3, (3.3.7)]),

E@)(s1,) = Z /( ZHb(Sl:p>%(x)

p,q;r=>1 beA,
p+q+r n
663
Z He(Sp+1:p+q) O (37) da
ceAq
6 63
Z HD Sp+q+1n 2 (SL’)
LOEA,
= € § E Ho(s1:9) H(Spi1:pa) Ho(8p1g11:0) Koc.0(2),
2,q,r>1  (b,c,0)EAp X Ag XA,
pt+qtr=n

ou

! 863(5) 6ee(b) 8263(0)
Kocolz) = </o W@) 5 (x) dx) 52 (x)
2
= —(7t(0) £(2))" (Gecw).00)) €2 (®)-
A partir des définitions (2.34) et (2.35), il est établi que

> Y =X A9

2,q,r21  (b,c,0)EAL X Ag XA, achn,
pt+g+r=n

avec b =ay, c =ay, 0 =as, p=n(ay), ¢ =n(az), r = n(ag)
Finalement, a partir des équations (2.24) et (A.9) a (A.9), I’équation
(2.36) est satisfaite en considérant la définition (2.38) pour H,.

A.4 Démonstration des lois d’interconnexion

Somme de sorties Soit u(t) entrée du systéme représenté figure A.1 telle
que les séries de Volterra { f,, (¢, 71.,) } et {g,(t, 71,,) } convergent. La sortie y(¢)
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est définie par

y(t) = yr(t) +y,(t)

-y /R fat i ulm)u()dn

neN

+ Z/ gn(t7Tl,n)u(7'1>---U(Tn)d7'17n
neN Y R”

= Z/ (fa(t, Trn) + gn(t, T10))
neN Y R”

w(ry)...u(r,)dm

si les séries sont absolument convergentes.
Le noyau hy,(t,7,,) est donc égal & la somme des noyaux f,(t,7.,) +
In (tv Tl,n)'

{/fn}

u(t)

y(t)
—

{on} |y, ()

FIGURE A.1 — Somme des sorties de deux noyaux

Produit de sorties Soit u(t) 'entrée du systéme représenté figure A.2 tel
que les séries de Volterra {f,(¢t,71.,)} et {gn(t,71n)} convergent. La sortie
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y(t) est définie par
y(t) = ys(t)yy(t)

— Z/Rn Tl mn)u(r).u(rn)dmp,

neN

Z/Rn n(t, 1) u(T). (7)) dTy

neN

- Z yfp (t) Z ygq (t)

peEN qeN

= > >y,

neN (p,q)eN?
ptg=n

= Z Z /Rpfp(t,7'17p)u(7'1)...u(7'p)d7'17p

neN (p,q)eN?
pt+g=n

/gq(t,7'17q)u(7'1)...u(7'q)d7'17q.
R4

On définit le changement de variable

(T1.q) = (Tps1n)-

On peut regrouper les intégrales en une seule car les variables sont sépa-
rées, puis on fait commuter la somme finie et 'intégrale qui est absolument
convergente :

- Z/ Z fp(taTl,p)gq@vTp+q,n)u(7'1)---U<Tn)d7'1,n
B

neN p,q)EN?
ptg=n

Finalement

hn(ta 7—1,n) = Z fp(t’ TLP)gq(t’ Tp+q7n)

(p,q)eN?
p+g=n

Cascade avec un noyau linéaire Soit u(t) 'entrée du systéme représenté
figure A.3 tel que la série de Volterra {f,(t,7,)} converge. La sortie y(¢)
s’écrit

o) = [ o€t - e
= /Rgl(f) Z/Rn ot — & 1 )u(m)..u(r,)dm ,dE.

neN
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{/n}

{9n} Ygll

FIGURE A.2 — Produit des sorties de deux noyaux

Soit
=Tk + &,

la sortie devient

v) = [ 9OF [ Fultt = s — s — € — i
neN

= X [ | @+ 1= 1~ 10 a6~ €0l ~ i

neN

Le noyau modélisant la cascade s’écrit :

hn(ta 7_1,n) - / g1 (T)fn(t - T, Tl,n)dlen-
R

u(t) ys(t) y(t)

— | ) e {n)

FIGURE A.3 — Cascade de deux noyaux

A.5 Séries de Volterra multi-entrées

Une corde associée a des conditions aux limites de type impédance définit
un modeéle qui peut également étre résolu par les séries de Volterra (avec
une entrée unique f). Dans ce cas, les noyaux dépendent de I'expression des
impédances (cf. [40, chap.4]). Dans cette section, un cas plus général est
étudié : une corde définie par le modéle (M2) (cf. équations (2.8) a (2.10)) et
actionnée par trois entrées, une force f dans €2, un déplacement ug en x =0
et un déplacement u; en x = 1. Ce probléme nécessite de définir les séries
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de Volterra pour un systéme a trois entrées, comme présenté dans la section
A.5.1. La solution est obtenue dans la section A.5.2 & partir de laquelle une
structure de simulation est identifiée dans la section A.5.3.

A.5.1 Séries de Volterra a trois entrées

Pour des systémes a trois entrées (er, e, ey) et une sortie u, la définition
des séries de Volterra est généralisée comme suit :

I i m I I
) = 3 [ hotom s ) 1t = £ rlt = )
meM RIm|
cen(t —1)) .. .en(t —ty,) em(t —t) .. em(t — by, )

I I I
' dtl:mI dtl:mn dtl:mm

ot le multi-index m = (my, my, my) € M = N3\ {(0, 0, 0)} détaille les ordres
de non-linéarité dus a chaque entrée, tandis que |m| = my + my + my est
I’ordre de non-linéarité global du noyau h,.

Remarque 14

Pour un probléme linéaire, tous les noyaux h,, sont nuls si |m| > 2 et,
peuvent étre non nuls si |m| = 1. Dans ce cas, les trois index disponibles m €
{(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)} définissent la solution comme la superposition des
trois contributions linéaires : c’est le principe de superposition.

Les lois d’interconnexions (1.33) a (1.35) deviennent, respectivement,
pour tout m € M,

Cm<81!m) = Am<51:m> + Bm(sl:m)7 (AlO)

Crm(s1:m) = Z Ap(s1:p) Bq(Spr1:m) (A.11)
(p.@)EM? t.q. ptg=m

C(m(sl:m) = Am(sl:m) Bl(@z) (A.12)

avec les notations 1= (1,1, 1), p+q=(pr+qi, pr+qu, Putqm) pour (p,q) € M?
et, si p < q (c’est-a-dire pr<qr, pr <qu, Pun <qmn),

I 1 1 I I I m m m
(5pq) = (SppyrSpris 3 5aq Spp> Sprtds -+ Squ> Spys Spptls -+ > Sau)»

—

I I I I I I m m o
Spq = SptSpm T TS T SptSpa et Sg TSy T Sppp e TSy

A.5.2 Calcul des noyaux de Volterra pour (M2)

La représentation du déplacement u(x,t) par une série de Volterra {hfﬁf)}meM
d’entrées ef(t) = f(t), ex(t) = wuo(t), em(t) = wui(t) et la réécriture de
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I’équation (2.8) en le bloc-diagramme de la figure A.4 permet d’obtenir
I'équation suivante grace aux lois (A.10) a (A.12) : pour tout m € M et

(2, 51:m) € Q2 x (CH)™

—

" u(z,t) 2 2 |Walw,t)
fg o TRy LU
uo(t) - {h(x)}
w)| V™

- B 1 wy(z, 1)
& —>®—> _efo dx
+ 0
Pu
2 ot (@, 1) = we(z, t)
—¢(x) 2eZ
CL/X —o(z) f(t) = wa(z,1) -

FIGURE A.4 — Bloc-diagramme représentant ’équation (2.8).

12 82Hf£ﬁ)(51- ) E’(”ﬁ)(sl' )
T (5Tm)] * H) (51.m) — T A
[T (51m)] " Hy (51:m) 022 1+ B51m A1)
avec
Egl(s) = d(x).  sim=(100),
EG)s) = 0, sim=(0,1,0),
Ef)(s;) = 0, sim=(0,0,1),
OHp ' (s1.p) OHq ' (Sp+1.piq)
(m) B p 1:p q p+1:p+q
) (s1m) = € Z o [ ox Ox -
(p.gq,r)eM®
pt+gt+r=m

azHT(’:E)(Szﬂrtﬁlzm)

Ox?
Les conditions aux limites (2.9) deviennent, pour tout m € M et (s1.m) €

()™,

si lm| > 2.

[0, Hg ()] = [0, sim=(0,1,0),
[0, BT 6)] = 01 sim=(0,0,1),
[H50 (s1:m) s Hig ™ (s1m)] = [0,0],  sim =(1,0,0) ou |m| > 2.

Pour chaque m € M les équations (A.13) & (A.14) définissent un probléme
aux limites linéaire de second ordre qui peut étre résolu analytiquement, ou
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par décomposition sur une base, comme dans la section 2.4. De méme que
pour (M1), les noyaux HS sont nuls si |m| est pair.

Plus précisément, les expressions exactes de HE sont, pour tout m € M|

(s1:m) € (CaL)‘m‘ en utilisant les définitions des équations (2.18) et (2.21),

H@(s)) = sinh (1 —2)0(s,))/sinhT(s;), sim=(0,1,0), (A.14)
H@P(sy) = sinh (z0(sy)) / sinhT(s)), sim=(0,0,1), (A.15)

Hﬁfb)(slzm) = /G(:p,f, S1.m) Eﬁfl)(slzm) d¢, si m=(1,0,0) ou |m(%.26)
Q

Les fonctions e, € B sont les vecteurs propres des problémes définis par
les équations (A.13) a (A.14) si m = {(1,0,0} ou |m| > 2. Les cas m €
{(0,1,0);(0,0,1)} sont associés a deux bases distinctes de vecteurs propres,
méme si B définit encore une base orthogonale de L?. Une décomposition
sur une base de L? assure la convergence vers la solution pour la moyenne
quadratique mais pas forcément & un point x donné : c’est l'effet de Gibbs.
C’est précisément le cas en x = 0 et x = 1 si 'on choisit B pour m &
{(0,1,0);(0,0,1)}. Néanmoins, ce choix simplifie le calcul des solutions. Il
ameéne le résultat suivant en utilisant la définition équation (2.27), pour tout

m €M, k € N*, (s1.m) € (C)™,

HE (s1m) = > HB(s1m) ex(2),

keN*
HM(s) = ¢,QW(s)), sim = (1,0,0),
HE(s)) = V2kr (14 8s,) Q¥(s), si m = (0,1,0),
HM(sY) = (=DM V2kr (14+8s1) QM (s)),  sim=(0,0,1),
Hv[fz](slzm) = _€k27T4Q[k](3/1—:;1) Z Z€2Hg](31:p)H:[Jé}(sp+1:p+q)
(p,g,m)eM3 LEEN™
ptgtr=m

’ H'r[‘k]<sp+q+1:m)7 si |m‘ > 2.

La combinatoire peut également étre organisée comme une unique somme de
termes élémentaires comme suit.

Théoréme 7
Soit B,,, 'ensemble des arbres ternaires complets défini par, pour m € M. Si
jm| =1,

E(LO,O) :N* X {I}, ]B(O,LO) =N*x {H}, B(07071) =N*x {]]I},
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si |m| est pair,

IEB'rn == @,
si |lm| > 3 est impair,
Bn= U (0 bab) € By xByxBe /o) <t
(p.q,m)EM?
|pl,|ql,|r| impair
p+q+r=m

ou, pour tout m € M et b € B,,, la définition de €(b) est la suivante : si
|m| = 1 de telle sorte que b= (k,1) e N*x{I, I, M}, alors ¢(b) =k ; si |m|>3
est impair de telle sorte que b= (by, by, b3), alors ¢(b) =¥¢(b3).

Alors, pour tout m € M, les noyaux Hffi) sont définis par, pour tout
(7, 51.m) € Q x (CF)™,

H,(,ﬁ)(sl:m) = Z Hy(51:m) e (), (A.17)

bEBm

ou, pour tout b € B,, (avec |m| impair et b = (by, by, b3) si jm| > 3),

si|lm| =1, H, = H!OI (cf. équations (A.17) a (A.17))
sifm| >3, He(stm) = —ee(b1)e(bs) 1%)> Q) (51m) Hoy (S1imon))

- H, (Sm(br y41:m(b1 Hm(b2)) H oy (Sm(or yrm(ba }1:m)

ou m(b) = (my, my, my) = m est le nombre de feuilles étiquetées respecti-
vement, par I, I et II.

A.5.3 Identification d’une structure simulable et connexion
a un chevalet

Une identifications des équations (A.17) & (A.17) pour |m| < 3 et un
nombre fini de modes (1 < k& < K) conduit & la structure présentée figure
A5, qui donne une approximation en o(e) de la solution. Dans cette figure,
W sont des filtres lindaires (cf. équations (A.17) a (A.17)). Leur simula-
tion peut étre réalisée identiquement a celle ¢¥! (cf. 2.6) avec C = ¢4 [1, 0]
pour m = (1,0,0), avec C = /2kn[1,3] pour m = (0,1,0), et avec
C = (—1)*'V/2kx[1, 8] pour m = (0,0,1). C'est également le cas pour
[ ——L (cf. équation (2.45)) qui peut étre réalisé avec C = —v; [1, 0]
pour |m| = 1. Ainsi, tous les filtres de cette structure ont la méme com-
plexité, a savoir, N,” = N;r =4 et NJ = NS = 5. La complexité globale
pour une réalisation en temps discret de cette structure avec la version opti-
misée de (Bw) présentée figure A.6(a droite) est détaillée dans la table A.1.
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(S1) (S2) (S3) (S4) (S5) (Se6)

77777777777777777777777777777777777777 }f_ﬁ
. s K] [1,.2,K]
(&) h'Ell],O,o) (1,0,0) — 98],0 o) [r=10)
: Br = {er(@) h<rer
5 lK] (K]
(1,0,0) 9(1,0,0)
——————————————————————————————— >| n (1)
1 1K ; 1 [1,.K]
ug(t) R6,1,0)L01.0) - ‘7(0],1,0) =01
5| P (K]
X(0,1,0) 9(0,1,0)
e [ -
(t) h[ll 5 1,:,K] } [1] [, K]
Uy (0,0,1) (0,0,1) ] — :X g(oﬁoﬁl) qoi);—j
@ L
(0,0,1) &19(0,0,1)
Bloc (BW) Lu,'g(t) = Z k2 u[;;'](t) ult]

S
k=L (p,g)e(M*)? 2

tpi=tat=t

FIGURE A.5 — Bloc-diagramme de la simulation en o(e) de (M2) avec K
modes : Les fleches ombragées sont des vecteurs composés de K signaux
tandis que les fleches simples ne transportent qu’un signal. Le premier étage
(S1) correspond aux trois bancs de filtres de dimension K. Le premier banc
de filtres est alimenté par la force f(t), le deuxiéme par ug(t) et le troisiéme
par u;(t). Le bloc (Bw) est décrit dans la figure A.6. L’étage (S2) corres-
pond aux produits d’un signal vecteur par un signal scalaire dans le domaine
temporel et (S3) a 3K filtres, chacun alimenté par un signal. L’étage (S4)
additionne six vecteurs de dimension K. Puis, en dehors de la structure S,
I'étage (S5) multiplie (pour chaque coordonnée) les coordonnées de deux
vecteurs de dimension K, avant d’effectuer une somme a 1’étage (S6).

approx. linéaire : approx. troisiéme ordre :
N =1, o(e") N =3, o(e')
N+ KBNS+ N, +2)— N, K (3N, +3Nf + N, +10) - N, — 1

N |[[K(BN +N,) 3N, + 3N + N, +12) — 2

K
K

NTers | K@3N™ + 2N, +2) — N, | K(6NI™ + 2N, +22) — N, —3

TABLE A.1 — Nombre d’opérations en virgule flottante pour calculer u(z,t)
pour (M2) avec K modes, a un instant donné et a N, emplacements distincts
pour (M2) : N, est le nombre de sommes nécessaires pour la simulation d'un

filtre h[lk] (N, pour les produits et N7, N pour gyﬂ).
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1K) [LonK] (1K) LK) LK) [1,..K]

Uy—(1,0,0) Yr=(0,1,0) Yr=(0,0,1) ws(t) Uy—1,0,0) Yr=(0,1,0) Yr=0,0,1) wa(¥)
0 N Y

) NG

CACA
o o 1 o ?

A

v P s
»(&»

= o

-

by (o 1
-1 [ |-
Y
Il

FIGURE A.6 — Bloc-diagramme détaillé de (Bw) : les produits agissent sur
chaque coordonnée séparément tandis que les sommes additionnent tous les
signaux (toutes les coordonnées de tous les vecteurs).

Remarque : En choisissant Dy {aﬂ(a:)}lgkg( a la place de Bg =

~ Uox
{ex(2)}<k<k on calcule la sortie 24 (xf). Ainsi, en 2 = 0 ou z = 1, il est
possible de connecter la structure a d’autres systémes a ces frontiéres, un
chevalet par exemple. Il est a noter que %i;(x) = V2k7 (—1)** pour z € {0, 1}

et que la convergence est conservée a ces points quand K — oo.
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Annexe B

Notions pour 'introduction aux
groupes de Lie

Cette annexe a pour but d’introduire les notions de géométrie différen-
tielle permettant de définir les groupes de Lie et de montrer leur lien avec la
cinématique des corps rigides.

B.1 Variété différentiable

B.1.1 Variété différentiable réguliére

Une variété M de dimension n est un espace topologique métrisable (qui
peut étre muni d’'une métrique en conservant la base topologique). Cette
variété est paramétrée par un ensemble de cartes (¢, U), o U est un ouvert
de M est ¢ une fonction de U dans un ouvert de R"”. Deux cartes dont les
domaines se chevauchent (¢, U) et (1, V) sont C*°-compatibles si ¢ o ¢ est
un C*°-difféomorphisme et si (U (V') est un ouvert de R™. Une collection de
telles cartes recouvrant M est un atlas régulier. Une variété M est réguliére
si elle admet un atlas régulier.

B.1.2 Espaces tangents

Soit C*°(p) l'ensemble des fonctions réelles définies sur un voisinage de
p € M. L’application X, : C*(p) — R est une dérivation, si Va, 3 € R et

Vf,g € C®(p)

Xp(af+ﬁg) = O‘(pr)+ﬁ(ng) (B-l)
Xp(fg) = (Xpf)glp) + f(p)(Xp9) (B.2)
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L’ensemble des dérivations X, définit un espace vectoriel, c’est 'espace
tangent a la variété M au point p, noté T,M. Les éléments de T),M sont les
vecteurs tangents a M en p.

Soit (U, ¢) une carte sur M, de coordonnées locales (x1, ..., z,, ), 'ensemble
des dérivations (% forme une base de T),M, ce qui permet d’écrire

0 0
ou le vecteur (X7, ..., X,) € R™ contient les coordonnées locales de X,
L’union disjointe des espaces tangents 7, M sur ’ensemble des points p
de M définit le fibré tangent TM de M (cf. figure B.1). C’est une variété de
dimension 2n dont les éléments sont de la forme (p, X)) ot p est un point de
M et X, un élément de T, M.

T,M

FIGURE B.1 — Variété différentiable réguliere M : p est un point de la variété
et X, I'application dérivation en ce point est un vecteur de ’espace tangent
a M au point p. L’ensemble des couples (p, X,,) sur la variété M constitue le
fibré tangent T'M de M.

B.1.3 Applications tangentes, différentielle

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f une
fonction différentiable d’un ouvert de E vers F, sa différentielle en un point
x sera notée D f(x).

Soit ¢ une carte de la variété M définie en un voisinage du point x € M,
pour tout entier ¢ compris dans l'intervalle [1,n], le vecteur tangent a%i :

DL(M,R) — R est défini par

(GO = (o0 )(6()
= D(f o d™)0l)(e) (B3
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ol e; est le i-éme vecteur de la base canonique de R™.

Si My et My sont deux variétés C'*°-différentiables de dimensions respec-
tives ny et mo, une fonction ® : M; — My est C*°-différentiable en x € M,
s’il existe une carte ¢; au voisinage de x € M; et une carte ¥y au voisinage
d(x) € My telles que 10, o ® 097! est de classe O™ au sens classique des
fonctions de R™ dans R"2.

La différentielle de ® au point z, notée ®'(x) est définie par
VX € T, My, ¥f € Dy (Mo, R), (¥'(2)X) f = X(f o ®). (B.4)

Cette définition étend la notion classique de différentielle entre deux es-
paces vectoriels de dimension finie. En effet, dans un espace vectoriel les dé-
rivées directionnelles associent les vecteurs de ’espace aux dérivations, elles
permettent d’identifier I’espace vectoriel & son espace tangent. On peut alors
écrire

f'(x) = D(f(x)) o Df(x) o (D(x))"". (B.5)

B.1.4 Champs de vecteurs tangents

Un champs de vecteurs tangents régulier sur une variété M est une ap-
plication réguliere X : M — T M, telle que mo X =id ou w: TM — M est
la projection canonique et id : M — M est 'application identité. Soit X (M)
I’ensemble des champs de vecteurs tangents réguliers de M.

Un champs de vecteurs tangents peut étre écrit par rapport a une carte
(¢,U) de la maniére suivante

0 0
X(z)=X1(x)m— + ... + X,,(x) =— B.6
(@) = Xi(a) 5 ()5 (B.6)
ou chaque X; est une fonction réguliére (la fonction coordonnée locale du
champs de vecteurs X) définie sur un voisinage ouvert de = ¢(p).
Les champs de vecteur représentent les équations différentielles sur les
variétés. La courbe c¢ est une courbe intégrale sur le champs de vecteur X si

Soient X un champs de vecteurs tangents régulier et f € C°°(M) une
fonction réguliére sur M. La dérivée de Lie de f par rapport a X est la
fonction X f : M — R définie par

Xfp) = Xyl
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Dans la carte (¢, U) et en utilisant I’équation B.6, on peut écrire

Xf) =Y g—;w

i=1

ot les dérivées partielles sont évaluées en x = ¢(p).
Si X et Y sont deux champs de vecteurs tangents réguliers, le crochet de
Lie [X, Y] définit un nouveau champs de vecteurs tangents régulier

(X, Y]f = X(Y[f) = Y(X[).

Soient M et N deux variétés, X € X(M) et Y € X(V) deux champs de
vecteurs tangents réguliers. X et Y sont F-compatibles si

Yip) = FapXp

ou F' est un C*°-difféeomorphisme et F’ : TM — TN est I'application push
forward qui définit un champs de vecteurs tangents dans X(/N) par

(FX)/q = Ff/T'fl(q)XF_l(q)'

De méme, I'application pull back F* : TN — T M, permet de définir un
champs de vecteur sur M par

(F*Y)p = (Fp)_l/YF(p)'

Ces deux applications sont liées par la relation F* = (F~') = (F')~%.

B.1.5 Espaces et applications cotangentes

Pour tout espace tangent 7,M a une variété M au point p, 'espace co-
tangent T M est défini comme le dual de I'espace tangent (T;M = (T,M)*),
i.e. 'ensemble de toutes les formes linéaires w, : T,M — R. Les éléments de
I’espace cotangent sont les vecteurs cotangents.

L’action d’un vecteur cotangent (w, € 7, M) sur un vecteur tangent
(X, € T,M) est notée < w,, X, >.

Si la base {8%1,...,%} de T,M est associée a la base (xy,...,2z,) des
coordonnées locales, la base duale de T;M est donnée par {dzi,...,dz,},
avec pour tout ¢ et j entiers compris entre 1 et n,

< d{L‘i, >= 5”

9
al‘j
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Soit une fonction f : M — R, le vecteur cotangent df (p) € T; M est défini
par

<df(p), X, >= X,(f),

df (p) coincide avec la différentielle de f.
En prenant en compte la carte (U, ¢) de coordonnées locales x = (x1, ..., z,,),
df (p) s’écrit
of of

df (z) = 8—x1(x):p1 +...+ e

()2,

avec = ¢(p).
L’union disjointe des espaces cotangents 7'M sur I'ensemble des points

p de M définit le fibré cotangent T*M de M. C’est une variété de dimension
2n dont les éléments sont (p, ay,) ol p est un point de M et o, un élément
de T M.

B.1.6 Formes différentielles

Une forme différentielle réguliére sur une variété M est un champs de
vecteurs réguliers, i.e. une application réguliére o : M — T*M qui satisfait
moa=1iddounw:T*M — M est la projection canonique et ¢d : M — M est
I’application identité.

En coordonnées locales, une forme différentielle s’écrit

a(r) = ay(x)dxy + ... + ap(z)dz,

ou chaque «; est une fonction réguliére sur M.

B.2 Groupes de Lie

Un groupe de Lie G est un groupe, qui est également une variété réguliére
et pour lequel les opérations de composition gh,V(g,h) € G* et d’inversion
g1, Vg € G sont réguliéres (C* entre les variétés). L’élément neutre est noté
e.

B.2.1 Translations
Pour chaque élément g de G, on peut définir la translation & gauche

Ly, G — G par

avec h € (.
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De méme la translation a droite sera R, : G — G avec

Ry(h) = hg
avec h € G.
Ces translations posseédent les propriétés suivantes
Ly = L;l (B.7)
Ry = R, (B.8)

La différentielle L; _, d’une translation L,-1 est un isomorphisme de 7,G
vers 1.G.

B.2.2 Algébre de Lie

Une algeébre de Lie est une algébre dont le produit interne (appelé cro-
chet [.,.]) est anti-symétrique ([A, B] = —[B, A] et [A, A] = 0) et respecte
I'identité de Jacobi

[A,[B,C]) + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0.

L’ensemble X(M) des champs de vecteurs sur la variété M, muni du
crochet est une algébre de Lie.

Algébre de Lie d’un groupe de Lie Un champs de vecteurs X sur un
groupe de Lie G est dit invariant a gauche si (Ly).X = X ou (L,). est une
application push forward. L’ensemble des champs de vecteurs sur GG invariants
a gauche est noté X (G).

Soient X et Y deux éléments de X1 (G), on peut écrire

Lo [X,Y] = [Ly. X, LyY] = [X,Y].

X1 (G) est donc une sous-algebre de Lie de I'algeébre de Lie X(G).

L’application py, : X(G) — T.G est un isomorphisme linéaire, elle trans-
porte les propriétés du crochet dans 'ensemble T,.G. T.G est donc également
une algebre de Lie, et plus spécifiquement 'algébre de Lie du groupe de Lie
G, on la notera g.

B.2.3 Opérateurs adjoints

Soient g et h deux éléments d’un groupe de Lie GG. L’application

I, : GG (B.9)
h — ghg™* (B.10)
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est différentiable.

Soit £ un élément de l'algebre de Lie. La différentielle de I, au point e
s’écrit

Ady(€) = (Lgo Ry—1) (e)é = (T.1,)¢, (B.11)

c’est 'application adjointe du groupe. Elle représente 'action d’un élément
g du groupe sur son algébre.

Finalement, on peut définir la différentielle de cette application adjointe
par

d
ade(w) = Ad'(e)w = EhzoAdwp(tg)w (B.12)

ol w est également un ¢lément de I'algebre, comme étant I'action de ’algebre
sur elle-méme.

Dans le cadre des algébres de Lie, un lien peut étre fait avec le commu-
tateur de 'algébre, on a en effet :

ade(w) = [€, w]. (B.13)

B.3 Application exponentielle

Pour tout élément £ de 'algeébre de Lie g, I'application ¢¢ : R — G est la
courbe intégrale du champs de vecteurs invariant a gauche X, passant en e
at=0

¢(0) = e
Codt) = Xeloln).
On peut montrer (cf. [34]) que
Pe(s + 1) = de(s)Pe(t)

ce qui signifie que ¢¢ est un sous-groupe a un parametre de G.
L’application exponentielle exp : g — G est définie par

exp(§) = ge(1).

Elle envoie les droites vectorielles de g dans un sous-groupe a un parameétre
de G.

C’est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans ’algébre vers un voi-
sinage de l'identité dans le groupe. Dans le cas de groupe de Lie matriciels,
il s’agit donc d’une exponentielle de matrice.

Cette application est surjective si G est compact : chaque élément du
groupe peut étre exprimé comme ’exponentielle d'un élément de 1’algebre.
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B.4 Exemples

Voici quelques exemples de groupes de Lie utilisés dans le cadre de cette
these.

B.4.1 GL(n,R)

Le groupe GL(n,R) des matrices carrées réelles inversibles de dimension
n, muni du produit de matrices, est un groupe de Lie. On remarque donc
que les translations a gauche et a droite ne sont pas égales.

B.4.2 SO(n)
Le groupe spécial orthogonal est un sous-groupe de GL(n,R) défini par
SO(n) = {R € GL(n,R) : RR" =1, det(R) = 1}.

Pour n = 3, SO(3) est le groupe des rotations dans R* qui préservent 1’orien-
tation.
Les éléments de 1'algébre s0(3) sont définis par

R'R=0 (B.14)
0 —Wws3 o)) w1
ouw = ws 0 —w |etw=] wy
—Wo w1 0 w3

Le crochet de Lie est défini par

[©1, W] = Wiy — Waloy (B.15)
et a la propriété suivante
[&)1, ZDQ] = wmg. (B16)

L’application exponentielle est définie par la formule de Rodrigues

A~ /\2

¢% = T+ ——sin [lw]| + ——(1 — cos|[w]]). (B.17)
||| |||
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B.4.3 SE(3)
Tous les mouvements d’un corps rigide dans R? peuvent étre définis par :
H(z)=Rx+p

ol x et p appartiennent a R® et R a SO(3).
Le groupe SE(3) est le groupe dont les éléments sont

| R p
H_[Oml].

C’est un groupe de dimension 6.
Les éléments de 1'algébre se(3) sont définis par

H'H=T (B.18)
ouT=|% YleteT=|%]| Lecrochet de Lie est défini par
013 0 (%
[,_Z/—\‘l, fg] = ﬁfg — fgfl. (Blg)

L’application exponentielle est définie par

7 [ e Av
el = [ 0 1 } , (B.20)
avec
~ /\2
w W
A=1T+ (1 = cos [[w]]) + 7= (||| = sin [[w]]). (B.21)
|| [? [|w[I?
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Annexe C

Calculs des dérivées de
I’exponentielle

C.1 Opérateur dexp

d'exp(u) dans SE(3) peut étre exprimé en fonction de dexp(@) dans

SO(3) ([34])-

Pour u = {a} 656(3)avec&éso(?))etﬁeR?’,etw:[

g
avec ¥ € so(3) et § € R3 :

erp() = | “) d;p;a)ﬁ}
[ dewp@ 0
dexp(u) = | d*exp(Q)(B) dexp(a)}
d26xp(a) @) d/\exp(oz) ™)
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avec
exp(a)

dexp(a)

)

d*exp(a)(

d exp(@)(B)(7)

sin [al] ., 1= cosllall .,
15+ (C.4)
o] o]l
1= coslall.. , ol = sin o]l .,
15 — (C.5)
lalP lalP
1 — cos||al| ~ al| — sin oz?’A,\ o~
_t=coslfall llall=snllall’ 5, o5
o] o]
ol sin Ja]] = 2(1 = cos ja) .
2 — 3si ~
Hmmwmuﬁjﬁu smwmaﬂ (C56)

]| = sin [l

ol
o (

_ 2|l + flaficos flafl =3 sinflaf] -~
ok (Y& +a7)

_ llaffsin flafl = 2 (1 — cos flaf])

#60. ( ol

_ 2llaf + el cos flafl = 3sin [[of a2>

5
o]

FB+379)

_ Nlafsin ffl = 2 (1 = cos flaf])
I*

o

2 .
af|” cos ||a|| + 3||a]| sin [|af| — 8(1 — cos ||a]|)
%<m7><mﬁ><_uu o + 3 ] sin ol 81 —cosljal)
o
2 . .
12 [af| = |[a|["sin [la]| + 3 [lax|[ cos [|er]| — 15 sin [|ex]] a2>
7
o
el sin fleef] =2 (1 — cos [|r]]) 5
4
o
2 laf|| + ||af| cos ||a|| — 3 sin ||| ,~ .
_2Jal nn|m#n ol 55+ a7 o
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C.2 Développement de Taylor

Le développement de Taylor des fonctions sin et cos jusqu’a Pordre ||a||?,
permet d’écrire Va € so(3) :

L flefl? L el

deay(@) = 15 = (5 = 508 + (5 = 508"

En utilisant les propriétés des matrices anti-symétriques dans so(3) i.e. al =
—a, on peut écrire

—_

dT a) ~ 1 - ||O[H ~ - ~2

-~

Les expressions de d?exp(@)(3) et d3exp(@)(3)(7) sont

cemp@ ()~ olE =125 15— Joll?  , Jlall?—21_,
Peap(@)(®) = W12 (o gy [Bllolls ol 215
20— Jlolf* s o
t—pg (@b +0a)
PRWIASES 20_ (6% 2 P ~__
Perp@B)@) ~ XMW 551 5

15— flafl’, , [lelP =21

15— Jlaf[” ol =21
8 { 0 ¢ 1260 ¢
Ol x|+ — 280 || |2 + 3360

— 7/ + 288]|a]|? — 5040A2)
«

30240] || 2
B—la]?5 P =21 o 5
R0 Pt 130 Batap)

C.3 Equation d’équilibre

La simulation par les séries de Volterra étant tronquée a l'ordre 2, il est
alors possible d’effectuer le développement de Taylor des opérateurs contenus
dans ces matrices sans changer la qualité de 'approximation. On utilisera les
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expressions suivantes :

dexp(Q)

P exp(@)(B)

~

d’exp(@)(5)(7)

11, 3
1~ 1 ~ ~_
LB+ L(@B+ Ba) + O lull)
1 5 =
5 (08 +69) + O(|[ull®)

DO %
—+ 5@ + O(|ul*)

—

a = l—~ .
—e “dexp(—Q)a’ = —a’ — 5040/ +aa’ + O(||ull?)

Les cinq composantes de ’équation (3.38) sont définies par :

Au, i) = deTxp(ﬂ)Jdexp(ﬁ)iL
[ dexp™@) dTexp@)(B) [ L 0 dexp(@) 0 G
S 0 det@ |0 di ]| eap@(B) deap@) | | 8
[ dexp™(@) Ly dQTexp(a)(E)L dexp(a)A 0 a
| 0 dexp” (a)J, d*exp(Q)(B) dexp(aQ) 6]
~ Ayl + As(u, i)
_ [0 } {0‘]+ (@ — Ji@) 15, {Oé}
N L 0 J4 ﬁ %J4ﬁ %(@J4 - J4a) ﬁ
B(u5 u) = dep (a)‘](dgzp (a>u>u + dz:np (a>ad251p(ﬂ)ﬁjdemp (a)u
_ [desz(@ 42T exp(@)(B) ] [ Ji 0 ] l Pexp(@)(a) A 0 ]u
0 dexp” (@) 0 s d*exp(@)(B)(a) + d*exp(@)(B)  d*exp(a)(Q)
dexp® (@) d*Texp(a (A) ad” J 0 dexp(é})/\ 0
* [ 0 dexp” (Q) ] d{ dexp(a)A 0 ]u[ 0 Ju } {d exp(Q)(B) dexp
d*exp(a)(f) dexp(a)
. ha—Ta —dp | [a
~ By(u,u) = 27 = ~ .
e l SEIuB — T %Jm] {ﬁ}

_71J45

SLhé + ady

By
_71:]4& + 3J4

I
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D(u,u’)

12

R

dexp( )Edefﬂp( ) dz:cp( )ZAd/ ( 1HO)

| dexp™ (@) d*Texp(@)(B) > 0 dexp(&)A 0 o
0 dexme 0 S || Ceap@)(B) deap(@)
dexp™ (Q) dQTeacp 0 1
|: 0( del-p 24 Ade*aad—demp(—ﬁ)u’HO H(/)
| dexpT (@)%, dQTe:cp a)(p ) dexp(é?)/\ 0 o
0 dexpt (@)%, d*exp(Q)(B) dexp(qQ)
deap” (@)1 d*Teap(@)(B)%a | - g e
d_ _awHy H
[ 0 dexp’ (@)%, [0 deap(-ayw Hy " Ho] e
- 0 o L@y, — ©,a) 13y o
C " C , "y — 1 _ 2 1 Al b 4
1+ Colu, u”) [ 0 -4 ] [ B ] S L@as, —x4@) | [ B8
_ 30548 By
—24((/1\/E1 —ad'Ey + %aO/El) — %az4a/E1

— gy (W)X (d2,, (@u )’ — diy, (@ady, ), [dexp(@)u’ + Ad—a (Hy " Hp) —

exrp

dexp” L Ad, o (H 1H0)

[+ izl [% 2

exrp exp

Peap(®@) P
| dPeap(@)(B)(@) + dPexp(@)(F)  d*eaxp(@)(@)
[ dexp” (@) d*Texp(@)(B) ad” bR}
0 dezp™ (Q) |: dexp(Q@) 0 :| y 0 24
dexp(@)(B) dexp(@)

[ dexp(Q) 0 - —1zy

[ Pexp@)(B) dexp(d) ]“ Ade—s(Hy Ho) = H HO]
[ deap” (a) d*T 0 —1 g
| e (@) d;jﬁé()() 3) ] { . ]Adeaad-dezp(_a)urHo Ut
Do (u,u’)
_ %121&/*2@\ ~S$40 + SiaE { o }

_71243’ - m +340F Siyga 2

—1B3%,(I - a)(o' + Laa) By
(—I - 1Q)S4(I — @) (o/ + 3aa)Ey

. _7121&’ + &\/21 3’24 Oél
el STa +as, | [ B
[ —B'S.aE, } B —1B5,a'E
—a'S,0E, —%40'Ey — $4300' By 4 $400' By — 505,40’ By
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f(u5u) = a‘dezp( )Jdefp( )

. L T1n 0]
~ flqu]:Q(u,u)a{ 0 J4][B]+

1@h — ha)a + 3508
StauBe+ $(aJy — J4d)B

= a(Ayi+ Ay (u, )

C.4 Vérification du changement de variable (T, E) —
U

L’équation 3.22 révele la non commutation entre dérivation temporelle et
dérivation spatiale. La variable u est définie dans un groupe commutatif ot
o 0 o0

. 9 i o
la question ne se pose plus. On a z-2u = 7, 5-u ce qui permet d’écrire
0 0

—
—_ -

oz ot

B 0 du du, Ju L0 o0u ., 0u, Ou
= dexp(u )8_5+d exp(u )(6 )6t dexp(u )@8_ d%p(u)(a)%

8Iéldeacp —) 18H0
ot Hy ox
O\ eap(in) (2 0"
T PN B

0H
1 0
6u (Ade:);‘p U)H 83: )
Une généralisation du théoréme de Schwartz présentée par Xavier Merl-
hiot dans ce cadre permet d’écrire (cf. [34])

+ad —dezxp(—u

ou ou, du
Peap(@)(52)i = deap(@)( ) 5
ou ou
+ adge,pm 2 (dexp(u )ax) dexp(u )adau(a—x)
avec ada (‘g—) = 0 puisque u est sur un groupe commutatif. Finalement
0 0
T 1=
ox ot~
ou 0H,
= ddexp 8“ (dexp( >8_) + ad—dexp )a“ (Ad@ﬂUP( U)HO ' 8:100)
0H, 0H, 0H,
= adT( + H ! 81‘0 Adexp(_@)H ! o7 O) + CLdTAdH 1H0 ! 81‘0)
0H,
= ad Hy!
adp (E+ Hy " 7).

L’équation (3.22) est vérifice.
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Annexe D

Principe de Hamilton

D.1 Energie cinétique

L’énergie cinétique de la poutre %p)’cTic peut étre exprimée dans SF(3)
grace aux équations 3.7 et 3.9

1 o
dE, = §pPTHTHP dV(X,Y, Z)
L o i
= §pP (HT)"HTPdV(X,Y, Z)
N TAT ~ ;. T T
ou P'T peut étre récrit T Q.
En effet, en utilisant les proprié¢tés du produit vectoriel, il est possible
d’écrire pour T € se(3) :

P =

g

(./JT 031
gl}[vT 0

Finalement,

1
dEe = 3 pTTAT AV (XY, Z)

134



avec
A = QTHTHQ
B WoW, W
PLowT 1, |

En considérant A indépendant de X (section constante), la matrice d’iner-
tie étendue est définie comme étant I'intégrale de A sur la section :

J:/ A(Y, Z)dydZ (D.1)
section

Afin d’utiliser le principe de Hamilton, 'expression d’une petite variation
0E. d’énergie cinétique est nécessaire. Cette petite variation est définie par :

1 L
SE, = 3 / STTJTdX,
0

D.2 Energie potentielle

Soit X le tenseur de loi de comportement élastique linéaire, et

= . mr
E=H 'H - Hy'H) =
0 0 |: 0 0 :|
le tenseur des déformations, avec Hp(X) = [ 103 XlEl } et H(X,t)™t =
RT —RTy e .
0 1 . Hy est la position initiale de la poutre, i.e. pour tout ¢t < 0

la poutre est droite le long de 'axe Ej.

En utilisant la méme méthode que pour 'énergie cinétique, la variation
d’énergie potentielle due & la variation §H = €% est fonction de 62 = 56’ +
adHle/ (50) .

Ainsi,

L
§E, = = / SETYSEAX
0
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Annexe E

Détail du calcul de I’application
de la méthode des images

L’équation (5.17) est issue du calcul suivant :
V(z,€) € [0;1]%,¥s € C/Re(s) > 0
HY(2:€,5) =Y HY™(2:€ + 2n,5) — HY™ (2, —€ + 2n, )

nel

= S THY (236 +2n,5) + HY ¥ (a6 + 2n, )

nez
—HP" (25 —€ + 2n,5) — HY *(2;—€ + 2n, s)

1 —s(x—€§—2n —s(—z n
- 526 @620 (1 — & — 2n) + e ¥TFEEID (g 4 € 4 2n)
nez
—e @I (¢ — ) — e SCTERID (g — £ 4 2n)

1
= = Z e S TN (g 4 € 4 2n) — e S CTTERID (g — € 4 2n)

nEN
+ Z —s(x—&— 2n)F . 5 _ 2n) s(m+£—2n)r(x + 5 _ 2n)
nEZ -
1
+§ [efS(rfE)F(x — &)+ 6*8(£7:v)p(§ — ) — 678(x+£)]

= sinh(sz) |sinh(s¢) [—1 -2 Z e 2" | + cosh(sé)I'(€ — x)]

+ Cosh(ssc_) sinh(s&)IM(z — £>”EN*

— sinh(sz) -sinh(sf) [1 - _26_28} + cosh(s§)I'(€ —x)}
+ cosh(sz) sinh(s€)D(z — €)

) {sinh(sg) Fosh(sx) S;;f}(j”ﬁ%si x> ¢

cosh(sg) — Sblt]

tanh(

sinh(sx)
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