
THESE DE DOCTORAT DE
L’UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE

Spécialité

Acoustique musicale

Présentée par

M. David Roze

Pour obtenir le grade de

DOCTEUR de L’UNIVERSITÉ PIERRE ET MARIE CURIE

Sujet de la thèse :

Simulation de la propagation d’onde non linéaire par les séries de
Volterra

Soutenue le
devant le jury composé de :

M. A. MICAËLLI Directeur de Recherche CEA, LIST Directeur
M. F. BOYER Professeur, École des Mines, Nantes Rapporteur
Mme. F. LAMNABHI-LAGARRIGUE Directrice de Recherche CNRS Rapporteur
M. S. BILBAO Senior Lecturer, U. of Edinburgh Examinateur
M. B. FABRE Professeur, UPMC Examinateur
M. J. BENSOAM Chargé de Recherche IRCAM Invité
M. T. HÉLIE Chargé de Recherche CNRS Invité
M. X. MERLHIOT Chargé de Recherche CEA, LIST Invité

Université Pierre & Marie Curie - Paris 6 Tél. Secrétariat : 01 42 34 68 35

Bureau d’accueil, inscription des doctorants et base de données Fax : 01 42 34 68 40

Esc G, 2ème étage Tél. pour les étudiants de A à EL : 01 42 34 69 54

15 rue de l’école de médecine Tél. pour les étudiants de EM a ME : 01 42 34 68 41

75270-PARIS CEDEX 06 Tél. pour les étudiants de MF a Z : 01 42 34 68 51

E-mail : scolarite.doctoral@upmc.fr



Résumé

Une des étapes de la synthèse sonore par modèle physique consiste à ré-
soudre la dynamique d’un résonateur excité par une force (action du musi-
cien). Cette force et ses caractéristiques sont très importantes puisqu’elles
traduisent musicalement toute la gestuelle du musicien. Pour des amplitudes
de force atteignant un certain seuil, l’hypothèse de linéarité n’est plus valable.
Par exemple, les auditeurs peuvent entendre pour les nuances fortissimo une
modification du timbre de l’instrument de musique.

Le travail de cette thèse consiste à approximer la dynamique de modèles
non linéaires par les séries de Volterra (outil d’approximation de systèmes
faiblement non linéaires) afin d’améliorer le réalisme de la synthèse. Ces
modèles sont au nombre de trois : deux modèles de cordes prenant en compte
la variation de tension (Kirchhoff et Kirchhoff-Carrier) et le modèle de poutre
de Reissner (dont la cinématique est définie à l’aide d’un groupe de Lie) afin
d’exprimer le couplage entre les six degrés de liberté. Pour chacun de ces
modèles, le calcul des noyaux de Volterra (définissant la série de Volterra)
sera réalisé ainsi que la structure de simulation mise en oeuvre à partir des
résultats obtenus.
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Introduction

La synthèse sonore par modèle physique consiste en la création d’un son
par la résolution de la dynamique d’un résonateur, i.e. produire un son à par-
tir de l’état d’un résonateur (corde, tube...) régi par les lois de la physique. A
l’inverse, la synthèse par modèles de signaux (plus ancienne) s’attache à re-
produire le résultat, les « paramètres » d’un son, paramètres issus de l’analyse
d’un signal. Un exemple de synthèse sonore par modèle physique, est le lo-
giciel Modalys développé par l’équipe Acoustique Instrumentale à l’IRCAM.
Ce logiciel est une lutherie virtuelle, qui met à disposition de l’utilisateur des
catalogues d’objets et d’interactions. L’assemblage de différents éléments as-
socié à une excitation du système ainsi crée, va voir sa dynamique simulée et
permettre de récupérer une variable de sortie, destinée à créer un son. Il est
déjà possible de faire des calculs en temps réel dans Modalys, cependant la
synthèse sonore est réalisée à partir de résonateurs linéarisés. Certains phé-
nomènes bien connus des musiciens ne sont donc pas simulables actuellement
(son cuivré, variation de tension d’une corde ou d’une membrane...).

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de la simulation de la propagation
d’onde non linéaire dans un solide, afin d’améliorer le réalisme de la synthèse,
en intégrant certains phénomènes non linéaires. L’objectif est de prendre en
compte le comportement non linéaire du résonateur afin de pouvoir repro-
duire certains modes de jeu liés à l’augmentation de l’amplitude de l’excita-
tion (distorsion, changement de timbre...). Les séries de Volterra sont un des
outils possibles pour ce travail. Cette méthode est connue pour son utilisation
dans l’approximation des systèmes non linéaires par les automaticiens (cf.
[32], [21]). Elle est bien adaptée à la simulation de non-linéarités « faibles »
(i.e. polynomiales).

Le travail présenté se focalise sur la simulation de différents modèles non
linéaires de corde. En effet, les modèles linéarisés bien connus de corde en
appui simple ont pour solution une sinusoïde amortie. L’observation (visuelle
et « auditive ») montre que la réalité est plus complexe pour des excitations
de forte amplitude. En effet, la variation de fréquence ou l’enrichissement
spectral issus du son d’un violon par exemple, ne peuvent être reproduits par
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ces modèles. Le premier phénomène important à prendre en compte est la
variation de tension : la corde déformée pendant la vibration subit une varia-
tion de longueur, et donc de tension. Du point de vue du modèle physique,
la célérité n’est plus constante. Un deuxième point qui nous semble impor-
tant, est la prise en compte de tous les degrés de liberté. Une observation
sommaire de l’effet d’un coup d’archet sur une corde, filmé avec une caméra
rapide, montre que l’excitation prend la forme (au moins) d’une torsion et
d’un déplacement transverse imposés.

Watzky (cf. [49]) a réalisé une importante bibliographie sur les modèles de
corde, linéaires ou non, avec un ou plusieurs degrés de liberté, développés au
XXème siècle. Ce travail met en évidence que le couplage entre les degrés de
libertés est non linéaire. Il révèle également la variation de tension, ainsi que
la modification du contenu spectral en fonction de l’excitation. Ces phéno-
mènes non linéaires semblent nécessaires dans un modèle de synthèse sonore
par modèle physique destiné à être de plus en plus réaliste. La synthèse so-
nore d’une corde soumise à différents types d’excitation (archet, pizzicato,
marteau...) ne peut donc être réalisée avec un modèle à un degré de liberté.

Le travail présenté dans cette thèse se décompose en trois parties princi-
pales. Les chapitres 1 et 2 constituent une introduction aux séries de Vol-
terra. Le premier chapitre présente quelques rappels sur la résolution d’un
problème linéaire, puis propose une méthode basée sur la théorie des per-
turbations régulières pour résoudre le même problème avec un terme non
linéaire. La solution nécessite l’utilisation de convolutions aussi bien dans le
domaine temporel que dans le domaine de Laplace. Les séries de Volterra
sont introduites par l’exemple pour proposer une réponse à ce problème. Le
chapitre 2 présente une démarche complète de résolution d’un problème non
linéaire. Deux modèles de corde non linéaire (Kirchhoff et Kirchhoff-Carrier)
sont présentés. Le calcul de leur noyaux de Volterra permettra d’identifier
une structure de simulation simple.

Les chapitres 3 et 4 reprennent la même approche pour un modèle de poutre.
Le modèle de poutre de Reissner exprimé à l’aide d’un groupe de Lie a été
choisi pour étudier un modèle à 6 degrés de liberté par section. Ce choix
est basé sur l’avantage d’exprimer les équations de la mécanique dans un
groupe de Lie adapté qui permet de simplifier les expressions d’équilibre. En
effet, au prix d’un cadre théorique plus complexe il est possible d’exprimer
la dynamique d’un solide sans les non-linéarités dues au paramétrage. Après
avoir écrit l’équation d’équilibre de manière adaptée aux série de Volterra, le
chapitre 4 établira l’équation des noyaux et la structure de simulation.
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Finalement, la troisième partie, composée du chapitre 5, présente une généra-
lisation des séries de Volterra au formalisme de Green. En effet les fonctions
de Green sont destinées à calculer la réponse d’un système linéaire soumis à
des forces, conditions aux limites réparties et variables. D’un autre côté les
noyaux de Volterra utilisés dans les chapitres précédents ne peuvent être uti-
lisés dans le cas de forces dont la répartition varie dans le temps. Les noyaux
de Green-Volterra définis offrent la possibilité de calculer la réponse d’un
système non linéaire soumis à des forces variables dans le temps et l’espace.
Ce type de formulation pourrait être utilisé pour résoudre des problèmes de
contact bilatéral par exemple.
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Chapitre 1

Quelques rappels et introduction

aux séries de Volterra

Ce chapitre présente la démarche qui sera appliquée à des systèmes méca-
niques dans le cadre de cette thèse. Quelques outils de la théorie des systèmes
linéaires et non linéaires seront rappelés à travers un exemple, puis le support
théorique des séries de Volterra sera introduit.

1.1 Introduction

Dans le cadre de la synthèse sonore d’instruments de musique par modèles
physiques, on s’intéresse à des résonateurs non linéaires initialement au repos
excités par des signaux provoqués par le musicien (application d’une pression
dans la bouche, d’un mouvement d’archet...) Le signal d’excitation peut être
considéré comme l’entrée d’un système (ici le résonateur) et va modifier son
état en lui fournissant de l’énergie. Pour la synthèse sonore, on peut s’inté-
resser à une quantité dépendante de cet état (mouvement ou pression en un
point du résonateur, son rayonné...) qu’on définira comme la sortie du sys-
tème. Pour des instruments auto-entretenus, l’auto-oscillation est due à des
non-linéarités de couplage souvent « fortes »(équation de Bernoulli pour les
vents, lois de frottement ou de contact pour les cordes...). Dans ce manuscrit
nous nous intéressons à des phénomènes non linéaires plus « faibles »localisés
dans le résonateur et simplement responsables de distorsions et de change-
ments de timbre. En effet, pour des nuances de jeu « fortissimo »(où l’am-
plitude de la force d’excitation est la plus élevée), l’auditeur peut entendre
aisément une modification du timbre liée à un enrichissement spectral du son
produit. Ces phénomènes indiquent clairement que l’hypothèse de linéarité de
la dynamique de la corde n’est plus valable pour la synthèse sonore. En effet,
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les phénomènes tels que la variation de tension ou les couplages entre les de-
grés de libertés ne sont plus négligeables et entraînent les distorsions perçues
par l’auditeur. L’expression progressive des ces non-linéarités en fonction de
l’amplitude de l’excitation permet de les modéliser comme une perturbation
du système linéaire. Dans ce cas, la dynamique est toujours étudiée autour de
l’équilibre du système linéaire on parlera de systèmes faiblement non linéaires
(i.e. dont la validité va légèrement au-delà de la plage linéaire).

Les séries de Volterra sont bien adaptées à l’approximation de ces sys-
tèmes (cf. [7], [21], [30] ou [32] par exemple). En effet, cet outil permet d’ap-
proximer le système jusqu’à un ordre de non-linéarité choisi (cf. [24]). De
plus, une fois les noyaux du système obtenus (par décomposition en non-
linéarités homogènes sur l’entrée), il est possible de déduire une simulation à
faible coût basée sur des gains et des filtres dont les coefficients sont liés aux
paramètres physiques.

Ce premier chapitre introduit les outils utilisés à travers l’exemple le plus
simple de système E/S en mécanique, à savoir, un système masse-ressort
amorti comportant, ou non, des faibles non-linéarités. Cette introduction
permettra de mettre en valeur les différentes notions sur lesquelles reposent
les séries de Volterra et la méthode de simulation choisie.

– la représentation d’état d’un système E/S linéaire, puis la solution grâce
à la transformée de Laplace,

– approximation par la, théorie des perturbations régulières du même
système muni d’un terme non linéaire

– introduction par l’exemple des séries de Volterra.

1.2 Exemple introductif et problème posé

1.2.1 Système linéaire Entrée/Sortie : cas d’un système
masse-ressort-amortisseur

Considérons un système mécanique masse-ressort-amortisseur (cf. figure
1.1) centré (0 est le point d’équilibre) linéaire S soumis à une force d’excita-
tion f et gouverné par

mÿ(t) + cẏ(t) + ky(t) = f(t) ∀t > 0 (1.1)

y(0) = y0 ∈ R (1.2)

ẏ(0) = ẏ0 ∈ R (1.3)

où y localise la position de la masse et (y0, ẏ0) sont les conditions initiales.
La solution de ce problème de Cauchy est donnée par (cf. [32])

y(t) = g0(t)y0 + g1(t)ẏ0 + (h ⋆ f)(t) (1.4)
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Figure 1.1 – Système masse-ressort-amortisseur

avec, si c2 < 4km le système est oscillant et ∀t ∈ R+

g0(t) = e−αt(cos(βt) +
α

β
sin(βt))

g1(t) =
1

β
sin(βt)

h(t) =
e−αt

mβ
sin(βt),

où α = c
2m

, β =
√

k
m
− c2

4m2 , et g = g0 + g1 est la solution du problème
homogène que l’on peut trouver avec la méthode de l’équation caractéristique
par exemple. La convolution est définie par (h ⋆ f)(t) =

∫
R
h(t− τ)f(τ)dτ .

Système E/S et représentation d’état

Le système linéaire différentiel d’ordre 2 de dimension 1 (équations (1.1)
à (1.3) où x est scalaire) se récrit sous la forme d’un système différentiel
linéaire d’ordre 1 et de dimension 2 :

(S) Ẋ = AX +Bu ∀t > 0 (1.5)

y = CX +Du (1.6)

X(0) = X0 ∈ R2 (1.7)

avec u = f , X =

[
y
ẏ

]
, et où A =

[
0 1

− k
m

− c
m

]
, B =

[
0
1
m

]
, C =

[
1 0

]
,

D = 0 et X0 =

[
0
0

]
.

En théorie des systèmes et en automatique la forme (1.5)-(1.6) s’appelle
représentation d’état du système d’entrée f , d’état X et de sortie y (cf. figure
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1.2). Ce système est stationnaire et causal, les quatre matrices A, B, C et
D sont constantes. (1.5) est l’équation dynamique et (1.6) est l’équation
d’observation.

Sf(t) y(t)

Figure 1.2 – Système masse-ressort-amortisseur d’entrée f (force) et de
sortie y (déplacement) le système S.

Propriété 1
La solution de (1.5) est

X(t) = gX(t)X(0) + (hX ⋆ u)(t) (1.8)

y(t) = CX(t) +Du(t) (1.9)

=
[

1 0
]
X(t).

où gX(t) = eAt et hX(t)eAtB, ainsi l’équation (1.6) devient

y(t) = gy(t)X(0) + (hy ⋆ u)(t) (1.10)

où gy(t) = CeAt et hy(t)Ce
AtB +Dδ(t).

Cette formulation est plus simple que l’équation (1.4) et plus générale car
valable pour toute dimension.
Dans la suite le système sera initialement au repos, i.e. les conditions ini-
tiales seront nulles, les équations (1.8) et (1.10) comporteront uniquement
une convolution.

Transformée de Laplace et fonction de transfert

On note s la variable de Laplace. La fonction X étudiée précédemment
est causale, i.e. ∀t < 0, X(t) = 0. Cette fonction appartient à L2(R+,R) c’est
à dire l’espace des fonctions définies sur R+ mesurables, il s’agit de signaux
d’énergie finie.

Définition 1 (Transformée de Laplace dans L2(R+,R))
Soit X ∈ L2(R+,R), la transformée de Laplace L(X) de X est définie par
(cf. [39])

L(X)(s) =

∫ +∞

0

e−stX(t)dt (1.11)

Le système étant causal et stable, la bande de convergence (l’ensemble des
s où l’intégrale converge) est définie par C+

0 (plan complexe à partie réelle
positive). Dans cette bande de convergence L(X) est analytique.
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Les équations (1.5) et (1.6) deviennent dans le domaine de Laplace

sL(X) = AL(X) +BL(u) (1.12)

L(y) = CL(X) +DL(u) (1.13)

ce qui conduit à

L(X) = HXL(u)

L(y) = HyL(u)

avec les fonctions de transfert qu’on note

HX(s) = Q(s)B (1.14)

Hy(s) = CQ(s)B +D (1.15)

où Q(s) = (sI − A)−1. Pour notre exemple, on trouve

HX(s) =

[
1
s

]
1

ms2 + cs+ k

Hy(s) =
1

ms2 + cs+ k
.

La résolution numérique peut se faire avec ses méthodes standard de
passage du temps continu au temps discret (un exemple, le bloqueur d’ordre
zéro est présenté section 2.6).

Simulation en temps discret Une possibilité d’application numérique de
ces résultats est l’utilisation de la transformée bilinéaire définie par

s =
2

T

z − 1

z + 1
. (1.16)

Cette fonction permet de transformer un système différentiel linéaire dans le
domaine de Laplace en un système à temps discret représenté par sa trans-
formée en z. Ici, la solution du problème définie par la fonction de transfert
HX devient

HB

X(z) =
(1 + 2z−1 + z−2)

a+ bz−1 + cz−2
(1.17)

avec T la période d’échantillonnage, a = 4m + 2cT + kT 2 b = −8m + 2kT 2

et c = 4m− 2cT + kT 2.
La figure 1.3 représente la simulation temporelle de l’équation (1.17) où

l’excitation est une fonction affine du temps sur 10 ms.
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Sortie du système linéaire

Figure 1.3 – Réponse du système linéaire défini par l’expression en temps
discret de la fonction de transfert.

L’équation (1.17) permet d’obtenir une simulation à faible coût basée sur
un filtre ARMA(2,2) :

yn =
−b
a
yn−1 −

c

a
yn−2 +

1

a
un +

2

a
un−1 +

1

a
un−2.

En résumé, cette première section à mis en valeur une méthode de réso-
lution et de simulation d’un problème linéaire :

1. Représentation d’état de l’équation d’équilibre (1.1)

2. Transformée de Laplace et calcul des fonctions de transfert

3. Transformée bilinéaire pour discrétiser la solution

4. Simulation de la solution sinusoïdale.

La suite consiste à l’application de la même méthode pour un problème non
linéaire.

1.2.2 Ressort non linéaire : développement en pertur-
bations régulières sur l’entrée

Reprenons le système S en modifiant l’équation (1.1) comme suit

mẍ(t) + cẋ(t) + (k + αx(t))x(t) = f(t), (1.18)

où α est le coefficient de non-linéarité et où x(0) = 0.
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La représentation d’état obtenue dans les équations (1.5) et (1.6) devient
pour le système (1.18)

Ẋ = f(X, u) = AX +Bu+R(X,X) = AX +Bu+

[
0

XTQX

]
(1.19)

x =
[

1 0
]
X (1.20)

avec Q =

[
−α 0
0 0

]
.

Marquons l’entrée u par ǫ > 0 pour signifier que l’on considère u comme
une petite perturbation

Ẋ = AX +Bǫu+R(X,X). (1.21)

et développons formellement la solution Xǫ en puissance de ǫ

Xǫ(t) = X0(t) + ǫX1(t) + ǫ2X2(t) + ǫ3X3(t) + ... (1.22)

Puisque les conditions initiales sont nulles, on a Xǫ(0) = 0 pour tout ǫ au
voisinage de 0 et donc pour tout j, Xj(0) = 0.

Par ailleurs, d’après (1.22) on a

Ẋ
ǫ
(t) = Ẋ0(t) + ǫẊ1(t) + ǫ2Ẋ2(t) + ǫ3Ẋ3(t) + ... (1.23)

R(X,X) = −α
j∑

k=0

[
0

XT
kQXj−k

]
(Produit de Cauchy) (1.24)

Ainsi en injectant (1.22) dans l’équation (1.21) et en réordonnant les
termes selon ǫk on obtient

∞∑

j=0

ǫjTj(t) = Bǫu(t). (1.25)

avec Tj(t) = Ẋj −AXj − α
∑j

k=0

[
0

XT
kQXj−k

]
.

Remarque 1 (sur la convergence)
La convergence de ces développements (formels à ce stade) est nécessaire
pour que le problème soit bien posé. Il existe des algorithmes de calcul du
rayon de convergence (cf. [25] et [26]). Ici on a |u| < ρ = K

α
où la constante K

dépend seulement du problème linéaire 1. Nous ne rentrerons pas dans cette
étude dans le cadre de de manuscrit.

1. et vaut K = 4||h
X
||L1κ avec ||h

X
||L1 =

∫
R+ ||h

X
(t)||R2dt et κ =

∫
R+ ||eAt||R2dt.
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L’équation (1.25) se met sous la forme
∑

j∈N
ǫjTj = 0. Pour qu’elle soit

vérifiée pour tout ǫ dans un voisinage de 0, chaque terme Tj doit être nul.
Cette écriture conduit à la suite de problèmes linéaires suivante :
– j = 0 donne l’équation 0 = 0 (puisque le système est centré et la

condition initiale est nulle).
– Pour j = 1

Ẋ1 − AX1 = Bu. (1.26)

avec Bu =

[
0
1
m

]
u

– Pour j ≥ 2
Ẋj − AXj = χj

avec

χj = α

j∑

k=0

[
0

XT
kQXj−k

]
(1.27)

En résumé X0 = 0 et on a à résoudre la suite de problèmes différentiels
linéaires donnée par

{
∀j ≥ 1 Ẋj − AXj = χj

Xj(0) = 0
(1.28)

avec les seconds membres




χ1(t) = Bu(t)

χj≥2(t) = α
∑j

k=0

[
0

XT
k (t)QXj−k(t)

]
.

(1.29)

Les solutions sont ∀j ∈ N⋆

Xj =

∫ t

0

eA(t−τ)χj(τ)dτ. (1.30)

Remarque 2
La solution est donc une suite de convolutions à travers χj .

Dans le domaine de Laplace, la suite de problèmes différentiels devient une
suite algébrique de la forme

L(Xj) = QL(χj) (1.31)

avec Q = (sI−A)−1 (cf. équation (1.14)). Cependant L(χj) n’est pas simple
à calculer, les produits dans le domaine temporel devenant des convolutions.
Les séries de Volterra permettront de simplifier grandement ce problème.

En résumé, cette section à mis en valeur une méthode de résolution et de
simulation d’un problème non linéaire :
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1. Représentation d’état de l’équation d’équilibre (1.18)

2. Transformée de Laplace et calcul des fonctions de transfert

Ces outils sont les mêmes que ceux présentés dans la section 1.2.1. Mais
ici, la suite de convolutions obtenue dans l’équation (1.31) ne peut pas être
simulée à faible coût (pas de transformation bilinéaire pour obtenir une si-
mulation simple). Les séries de Volterra qui seront utilisées dans le cadre de
cette thèse répondent à ce problème et permettent de calculer le calculateur
(équations (1.28) et (1.31)). C’est une une généralisation de cette méthode
d’approximation.

En effet, comme nous le verrons dans la prochaine section, la sortie d’un
système définit par ses noyaux de Volterra consiste en une somme de multi-
convolutions. Le travail de cette thèse, présenté dans les chapitres suivants,
consiste à calculer les noyaux de Volterra de certains systèmes non linéaires
et de les utiliser dans une méthode de simulation à faible coût pour un ordre
de non-linéarité choisi. Tout d’abord, présentons les séries de Volterra et leurs
propriétés.

1.3 Séries de Volterra de système à une entrée

1.3.1 Définition et propriétés

Les séries de Volterra ont été principalement utilisées pour résoudre des
circuits électroniques non linéaires, ainsi que des équations différentielles or-
dinaires comprenant des non-linéarités régulières (cf. [7, 21, 41, 32]). Elles
représentent la solution (la sortie du système en automatique) comme une
somme infinie de multi-convolutions alimentée par l’excitation (l’entrée du
système). C’est une extension du « filtrage linéaire » aux cas des « compor-
tements non linéaires ».

Dans le cadre de cette thèse, les séries de Volterra sont utilisées sur des
systèmes stationnaires causaux et stables (entrée bornée/sortie bornée).

Définition 2
Un système causal d’entrée f et de sortie y (cf. Fig. 1.4) est décrit par une
série de Volterra de noyaux {hn}n∈N∗ si

∀t ∈ R+, y(t) =
∞∑

n=1

∫

(R+)n
hn(τ1:n)f(t− τ1) . . . f(t− τn)dτ1:n, (1.32)

avec la notation (τ1:n) = (τ1, τ2, . . . , τn) et dτ1:n = dτ1 dτ2 . . . dτn.
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Remarque 3
La somme commence à n = 1 au lieu de n = 0 pour un système stationnaire
à conditions initiales nulles, ce qui est toujours le cas dans ce manuscrit.

{hn}f(t) y(t)

Figure 1.4 – Système d’entrée f et de sortie y décrit par une série de Volterra
{hn}n∈N∗ .

On appelle hn les noyaux de la série de Volterra. En effet ces noyaux de
type convolutif (noyaux de convolution) généralisent la notion de réponse
impulsionnelle. L’équation (1.32) peut être interprétée comme suit : pour
n = 1, le terme est une convolution linéaire classique de telle sorte que h1 est
la réponse impulsionnelle de la contribution linéaire. Pour n = 2, le terme
introduit une contribution quadratique de f sur la sortie y. Plus généralement,
le terme d’ordre n est associé à une non-linéarité homogène d’ordre n qui
prend en compte la mémoire du système à travers la « multi-convolution ».

De plus, comme dans le cas linéaire, des noyaux de transfert Hn(s1:n)
(notés en majuscules) peuvent être définis comme la transformée de Laplace
des réponses impulsionnelles généralisées hn(τ1:n) ((s1:n) = (s1, . . . , sn) sont
les variables de Laplace) (cf. section 1.6.5).
Remarque 1 : Les séries de Volterra englobent : (a) les filtres linéaires
(hn = 0 pour n ≥ 2) ; (b) les fonctions instantanées y(t) = h(f(t)) qui
admettent un développement en série h(f)=

∑+∞
n=1αnf

n ; (c) les combinaisons
(somme, produit, cascade, cf. §1.3.2).
Remarque 2 : Pour le cas (b), hn(τ1:n) = αnδ(τ1:n) dans le domaine temporel
(δ est la distribution de Dirac), et Hn(s1:n) = αn dans le domaine de Laplace.
Remarque 3 : Pour les entrées f nulles avant t = 0, l’équation (1.32) devient
y(t) =

∑∞
n=1

∫
[0,t]n

hn(τ1:n)f(t−τ1) . . . f(t−τn)dτ1:n. Une telle dynamique est
celle d’un système à conditions initiales nulles. Cette limitation peut être
supprimée en utilisant une définition plus générale des séries de Volterra
(cf. [32]).

1.3.2 Lois d’interconnexion

Plusieurs méthodes sont disponibles pour calculer les noyaux de Volterra
d’un système (cf. [18], [26] ou [32]). Des alternatives fondées sur les systèmes
équivalents existent (cf. [21] et [41]) reposant sur les lois d’interconnexion.
Ici, une méthode systématique est proposée (toujours basée sur les lois d’in-
terconnexion) : le système annulateur.
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Théorème 1
Soient K séries de Volterra de noyaux {akn}n∈N∗ avec k ∈ [1, K]N. Les systèmes
d’entrée f et de sortie y définis respectivement dans les figures 1.5, 1.6 sont
toujours décrits par une série de Volterra.

Combinaison linéaire Si y(t) =
∑K

k=1 αkyak(t), le noyau équivalent {cn}n∈N∗

est défini dans le domaine de Laplace par

Cn(s1:n) =
K∑

k=1

αkA
k
n(s1:n). (1.33)

Combinaison multilinéaire Si y(t) =
∏K

k=1 yak(t) = M(ya1(t), ya2(t), ..., yaK (t)),
où M est une fonction K-linéaire, le noyau équivalent {cn}n∈N∗ est défini dans
le domaine de Laplace par

Cn(s1:n) =
K∑

p∈NK ,bp=n

M(A1
p1

(σ1
p(s)), A

2
p2

(σ2
p(s)), ..., A

k
pk

(σKp (s))) (1.34)

avec p̂ = p1 + ... + pn, et σkp (s) = (sp1+...+pk−1+1, sp1+...+pk−1+2, ..., sp1+...+pk).

Cascade avec un système linéaire La cascade d’un système {an}n∈N∗

avec un système linéaire {bn}n∈N∗ (bn = 0 pour n ≥ 2) a un noyau équivalent
défini par

Cn(s1:n) = An(s1:n)B1(ŝ1:n), (1.35)

avec la notation ŝ1:n = s1 + ... + sn.

α1 {a1
n}

α2 {a2
n}

αk
{
aKn
}

f(t)

α1ya1(t)

α2ya2(t)

αkyaK (t)

...

∑K

k=1 yak(t) = y(t)

Figure 1.5 – Interconnexion : somme des sorties.

Remarque 4
Ces lois existent également dans le domaine temporel, celle de la cascade est
plus complexe, avec une convolution et sera très utilisée. Pour cette raison,
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{a1
n}

{a2
n}

{
aKn
}

f(t)

ya1(t)

ya2(t)

yaK (t)

...

∏K

k=1 yak(t) = y(t)

Figure 1.6 – Interconnexion : produit des sorties.

{an} b1
(linéaire)

f(t) y(t)

Figure 1.7 – Interconnexion : cascade d’un système de Volterra avec un
système linéaire.

on préférera travailler dans le domaine de Laplace, comme présenté au début
de ce chapitre.

Les démonstrations de ce théorème sont en annexe A.4 (cf. [21] ou [29]).

1.4 Solution en séries de Volterra de l’exemple

Pour le cas linéaire, nous savons que la sortie du système est définie par
y(t) = (h⋆u)(t) où h(t) = CeAt1R+(t) (respectivement Y (s) = L(h)(s)L(u)(s)
avec L(h)(s) = (sI −A)−1B). En exprimant une de ces deux relations (dans
le domaine temporel ou de Laplace) en temps discret, il est possible de trou-
ver une structure de simulation rapide. En résumé, on calcule le calculateur
(calcul de h puis de la récurrence pour le passage en temps discret).

Ici, la même chose sera réalisée pour les systèmes non linéaires, à savoir,
les séries de Volterra vont calculer le calculateur pour chaque ordre de non-
linéarité.

1.4.1 Système annulateur et calcul de noyaux

Le système annulateur est un moyen d’exploiter directement les lois d’in-
terconnexion (cf. section 1.3.2) pour déterminer les équations linéaires satis-
faites par chaque noyau de Volterra. Cette représentation graphique à l’aide
d’un diagramme bloc en fait un outil très pratique pour établir les équations
d’un noyau hn en fonction des noyaux d’ordres inférieurs. Cette méthode est
très proche de celle proposée par Georges [19] et présentée dans [18]. Hasler
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([21] sections 3.3.2 et 3.3.4) réalise la même démarche grâce à des variables
et des systèmes auxiliaires. D’autres méthodes de calcul des noyaux peuvent
être trouvées par exemple dans [41], ou [18] et [30] pour des approches géo-
métriques.

Définition 3
En supposant connus les noyaux

{
hn
}

du système qui à une entrée u(t) donne
en sortie la solution X(t), le système annulateur consiste à récrire l’équation
d’équilibre en appliquant par blocs les opérateurs de cette dernière, la somme
de tous les termes étant nulle à chaque instant t.

Soit, par exemple l’équation

Ẋ(t) = f(X, u) = AX(t) +Bu(t) + ν(X, u) (1.36)

où X(0) = 0 et où ν est de valuation 2, i.e. ne comporte aucun terme linéaire.
Les lois d’interconnexions nous permettent d’écrire l’équation des noyaux

{
hn
}u(t)

Ẋ(t) −AX(t)
−Bu(t) − ν(X, u) = 0

0

Π

X

Figure 1.8 – Système annulateur de l’équation (1.36)

{
hn
}

du système (1.36) représenté figure 1.8.
L’équation w1(t) + w2(t) + w3(t) = 0 représentée figure 1.9 peut être

récrite en fonction des noyaux hn. La première ligne du système représente
une cascade entre le système

{
hn
}

et l’opérateur linéaire d
dt
− A, on a alors

w1(t) = d
dt
X(t)−AX(t). La deuxième consiste en une cascade entre

{
hn
}

et
le système ν multilinéaire, d’où l’on peut déduire w2(t) = −ν(X, u). Enfin la
troisième ligne définit w3(t) = −Bu(t)δ(1, n), car B est un opérateur linéaire,
ce terme est donc nul pour n ≥ 2.

Application à l’exemple introductif

Le système annulateur de l’exemple introductif

mÿ(t) + cẏ(t) + ky(t) + αy2(t) = f(t) (1.37)
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−B

d
dt
− A

−ν

X

u

0

w1

w2

w3

Figure 1.9 – Zoom sur le bloc Π.

m d2

dt2
+ c d

dt
+ k

α(.)2

{
hn
}f

w1

w2

w3

y
0

Figure 1.10 – Système annulateur de l’équation (1.37)
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est représenté figure 1.10.
Suivant le principe énoncé précédemment, l’équation w1(t) + w2(t) +

w3(t) = 0 peut être récrite comme un système de Volterra d’entrée f , fonction
des noyaux Hn.

– w1(t) = f(t)
– w2(t) = m d2

dt2
y(t) + c d

dt
y(t) + ky(t)

– w3(t) = αy2(t).
∀n ∈ N⋆ les systèmes de Volterra dans le domaine de Laplace correspondants
sont respectivement

– An(s) = −δ1,n où δ1,n est le symbole de Kronecker. En effet, l’entrée
passe dans un opérateur linéaire (qui devient donc nul pour n ≥ 2) à
savoir une multiplication par 1.

– Bn(s1:n) = mŝ1:n
2Hn(s1:n) + cŝ1:nHn(s1:n) + kHn(s1:n) en vertu de loi

d’interconnexion d’une cascade entre un système de Volterra et un sys-
tème linéaire.

– Cn(t1:n) = α
∑n−1

p=1 Hp(s1:p)Hn−p(sp+1:n) en vertu de la loi d’intercon-
nexion du produit des sorties de deux système de Volterra.

L’équation des noyaux telle que ∀n ∈ N∗ et ∀(s1:n) ∈ C+n

0 , An(s1:n) +
Bn(s1:n) + Cn(s1:n) = 0 est donc

mŝ1:n
2Hn(s1:n) + cŝ1:nHn(s1:n) + kHn(s1:n) − δ1,n1(s1:n)

= −α
n−1∑

p=1

Hp(s1:p)Hn−p(sp+1:n)

qui conduit à
Hn(s1:n) = Q(s1:n)En(s1:n) (1.38)

où En est une fonction des Hp avec p < n.

1.4.2 Réalisation faible coût pour la simulation

Principe

Une fois le système d’équations des noyaux établi, il est possible de réaliser
l’approximation numériquement jusqu’à un ordre donné. Pour ce faire nous
n’utiliserons pas la définition (1.32) de la sortie d’un système représenté par
une série de Volterra. En effet, la réalisation des multi-convolutions est assez
coûteuse en terme de temps de calcul.

La méthode choisie consiste en une identification des noyaux de Volterra
à une structure basée sur des filtres ainsi que des sommes et produits instan-
tanés de la sortie de ces filtres. Cette identification sera détaillée de manière
plus exhaustive dans la section 2.5.
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Simulation de l’exemple

La résolution de l’équation (1.38) pour n = 1 donne le même résultat que
pour le système linéaire

ms2
1H1(s1) + cs1H1(s1) + kH1(s1) − 1(s1) = 0. (1.39)

Pour n = 2 on trouve

mŝ1:2
2H2(s1:2) + cŝ1:2H2(s1:2) + kH2(s1:2) = −αH1(s1)H1(s2). (1.40)

Les deux premiers noyaux dans le domaine de Laplace sont donc définis par

H1(s1) = Q(s1) =
1

ms2
1 + cs1 + k

(1.41)

H2(s1:2) = −αQ(ŝ1:2)Q(s1)Q(s2) =
−αH1(s1)H1(s2)

mŝ1:2
2 + cŝ1:2 + k

. (1.42)

En effet, le système représenté figure 1.11 peut être identifié grâce aux lois
d’interconnexion. w(t) est le signal issu du produit des sorties de deux sys-
tèmes linéaires. Ce signal est ensuite l’entrée d’une cascade avec un troisième
système linéaire. Les noyaux de ce système sont donc tous nuls sauf

H2(s1, s2) = A1(s1)B1(s2)C1(s1 + s2).

Dans notre exemple, A1 = B1 = C1 = Q. Ces deux noyaux peuvent alors

A1

B1

C1

f(t)

ya(t)

yb(t)

yc(t)ya(t)yb(t) = w(t)

Figure 1.11 – Système de Volterra élémentaire homogène d’ordre 2.

être identifiés à une série de filtres représentée sur la figure 1.12.
Les résultats de la simulation sont présentés figure 1.13. L’entrée du sys-

tème est un cosinus balayé en fréquence de 150 à 1125 Hz. La première courbe
est la réponse linéaire correspondant à la sortie du premier filtre, ce signal
est sinusoïdal à fréquence constante.

La deuxième courbe révèle la sortie du deuxième filtre correspondant à la
réponse quadratique, la courbe n’est plus sinusoïdale (plusieurs fréquences,
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f(t)
q q

u1(t) −α
u2(t)

ŭ2(t)

(contribution linéaire, n = 1)

Simulation de l’ordre 1 Simulation de l’ordre 2

Non-linéarité instantanée

Figure 1.12 – Bloc-diagramme d’une simulation tronquée à l’ordre 2 de
l’exemple : la flèche pointillée isole la dynamique linéaire (n=1) ; les carrés
représentent les filtres et le triangle un gain.

non centrée en zéro). La troisième courbe est la somme des deux réponses
précédentes, la sortie de l’ordre 2 étant assez faible, la forme d’onde est très
proche de celle de la réponse linéaire. Cependant comme le révèle la quatrième
courbe, la transformée de Fourier de la réponse linéaire ne présente qu’un pic
associé à la fréquence de résonance du système (fonction de la masse et de la
raideur). La deuxième courbe qui représente le spectre du signal total révèle la
présence d’un second pic à la fréquence double du premier comme le montrent
les spectrogrammes de la figure 1.14. Ce second pic est une conséquence de la
prise en compte d’une non-linéarité quadratique qui génère des harmoniques
à la fréquence double de la fréquence de résonance du système.

1.5 Formulaire

Solutions Domaine temporel Domaine de Laplace
Représentation Ẋ = AX +Bu sL(X) = AL(X) +BL(u)

d’état x = CX +Du L(x) = CL(X) +DL(u)
Système X(t) = (hX ⋆ u)(t) L(X)(s) = HX(s)L(u)(s)
linéaire y(t) = ((ChX +Dδ) ⋆ u)(t) L(y) = (CHX(s) +D)L(u)(s)
Fonction hX(t) = 1R+(t)eAtB HX = (sI − A)−1B

de transfert
Système xj = C

∫ t
0
eA(t−τ)χj(τ)dτ L(xj) = C(sI − A)−1L(χj)

non linéaire χ1 = Bu L(χ1) = BL(u)
χj≥2 = R(XT

k ,Xj−k) L(χj≥2) = R(L(XT
k ),L(Xj−k))
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Figure 1.13 – Résultats de la simulation : les trois premières courbes re-
présentent le déplacement y(t) à l’ordre 1 (réponse linéaire) l’ordre 2 et la
somme des deux. La quatrième est le spectre du signal à l’ordre 1 superposé
au spectre du signal total.
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Figure 1.14 – Spectrogrammes du résultat de la simulation pour les réponses
linéaire, quadratique et la somme des deux.

1.6 Support théorique pour l’application des
séries de Volterra

1.6.1 Définition générale
Définition 4
La sortie d’un système représenté par une série de Volterra peut s’écrire (cf.
[24] et [32] par exemple)

u(t) =
∑

n∈N∗

∫

Rn+

hn(t; τ1:n)f(τ1) . . . f(τn)dt1 . . .dτn

où les hn(t; τ1:n) sont des noyaux de Volterra instationnaires, i.e. des noyaux
représentant le système qui dépendent du temps.

Remarque 5
Le noyau h1 est à ce titre une fonction de transfert (cf. section 1.2).

Définition 5
Soit u la solution pour l’excitation f . Soit Tt la translation temporelle de
vecteur tet. Le problème est invariant dans le temps si Ttu est la solution
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pour l’excitation Ttf et dans ce cas, il existe h̃n tel que

hn(t; τ1:n) = h̃n(t− τ1:n)

A l’exception du chapitre 5, tous les systèmes étudiés sont stationnaires. Les
noyaux de Volterra associés seront notés hn(t1:n).

Remarque 6
Il est possible d’utiliser les séries de Volterra pour résoudre un problème
avec des conditions aux limites non homogènes. Ces dernières deviennent des
entrées du système. Un exemple basé sur le travail du chapitre 2 est présenté
en annexe A.5.

1.6.2 Paramétrage en espace

Un système de sortie u(x, t) peut également représenté par une série de
Volterra. Les noyaux de Volterra sont alors paramétrés en espace et notés
h

(x)
n (t1, ..., tn). Pour résoudre le problème, il est nécessaire de pouvoir appli-

quer tout opérateur rencontré dans l’équation d’équilibre. Dans le cadre de
cette thèse nous nous limiterons à l’intégration et à la dérivation par rapport
à x.

Soit

u(x, t) =
∑

n∈N∗

∫

Rn+

h(x)
n (t1:n)f(t1) . . . f(tn)dt1 . . .dtn,

si ∀x ∈ Ω, h(x)
n (t1:n) est intégrable sur R+

n , si ∀t ∈ R+
n , h(x)

n (t1:n) est de classe
C1 et ∂

∂x
h

(x)
n (t1:n) est continue par morceaux, et si ∀(x, t) ∈ Ω × R+

n , il existe

une fonction φ intégrable sur R+
n telle que || ∂

∂x
h

(x)
n (t1:n)|| ≤ φ(t1:n), la règle

de Leibniz (cf. [15], [16]) permet d’écrire

∂

∂x
u(x, t) =

∑

n∈N∗

∂

∂x

∫

Rn+

h(x)
n (t1:n)f(t1) . . . f(tn)dt1 . . .dtn

=
∑

n∈N∗

∫

Rn+

∂

∂x
h(x)
n (t1:n)f(t1) . . . f(tn)dt1 . . .dtn.

De même, le théorème de Fubini (cf. [15]), permet d’écrire si h(x)
n (t1:n) est

intégrable sur Ω × R+n , ∀(a, b) ∈ Ω2

∫ b

a

u(x, t)dx =
∑

n∈N∗

∫ b

a

∫

Rn+

h(x)
n (t1:n)f(t1) . . . f(tn)dt1 . . .dtndx

=
∑

n∈N∗

∫

Rn+

∫ b

a

h(x)
n (t1:n)dxf(t1) . . . f(tn)dt1 . . .dtn.
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1.6.3 Convergence
Définition 6
Soit une série de Volterra définie par ses noyaux hn. La fonction limitante de
la série est définie par

φh(x) =

+∞∑

n=0

||hn||1xn (1.43)

où la norme-L1 est définie par (cf. [21]) ||hn||1 =
∫

Rn
|hn(τ1:n)|dτ1:n.

Théorème 2
Soit ρ le rayon de convergence de la fonction limitante φh, si l’entrée u est
telle que |u(t)| < ρ alors la série de Volterra converge et la sortie y est telle
que |y(t)| ≤ φh(supt∈R|u(t)|).
Les lecteurs souhaitant plus de résultats sur la convergence peuvent consulter
les références [7, 25, 32].

La convergence des séries de Volterra ne sera pas étudiée dans cette thèse :
en pratique, des troncatures à ordre faible de la série donnent de bonnes
approximations, si la non-linéarité n’est pas activée par des « entrées trop
importantes », comme mentionné dans la section 2.8.

1.6.4 Non-unicité des noyaux

Soit π une permutation, tout système décrit par les noyaux de Volterra
hn(t1, ..., tn) est invariant par la permutation des arguments, i.e. les noyaux
hn(tπ(1), ..., tπ(n)) décrivent le même système.

Il est possible de définir des classes particulières de noyaux telles que pour
un système donné, il n’existe qu’une expression des noyaux possibles (cf. [21],
[32] et [41]).

Définition 7
Soit P(n) l’ensemble des permutations des entiers (1, ..., n) vers (1, ..., n). Les
noyaux sont symétriques, si et seulement si pour toute permutation π ∈ P(n)
on a

hn(t1, ..., tn) = hn(tπ(1), ..., tπ(n)).

Définition 8
Les noyaux symétriques hSn d’un système représenté par les noyaux hn sont
définis par

hSn(t1, ..., tn) =
1

n!

∑

π∈P(n)

hn(tπ(1), ..., tπ(n)).

28



Définition 9
Les noyaux d’un système sont triangulaires si

hn(t1, ..., tn) = 0 sauf si t1 ≥ t2 ≥ ... ≥ tn.

Rugh [41] a également défini les noyaux réguliers d’un système basés sur
les noyaux triangulaires.

Définition 10
Si les noyaux htrin (t1, ..., tn) sont triangulaires, les noyaux réguliers sont définis
par

hregn (t1, ..., tn) = htrin (t1 + ... + tn, t2 + ...+ tn, ..., tn).

Remarque 7
Ces définitions particulières des noyaux ne seront pas utilisées dans le cadre
de cette thèse.

1.6.5 Transformée de Laplace
Définition 11
Comme dans le cas linéaire (cf. section 1.2.1), des noyaux de transfertHn(s1:n)
(notés en majuscules) peuvent être définis comme la transformée de Laplace
des réponses impulsionnelles généralisées hn(τ1:n) ((s1:n) = (s1, . . . , sn) sont
les variables de Laplace). Pour un système causal amorti (i.e. stable), elles
sont définies par

∀(s1:n)∈D⊃
(
C+

0

)n
, Hn(s1:n) =

∫

(R+)n
hn(τ1:n) e−(s1τ1+...+snτn)dτ1:n,

où D est le domaine de définition.

Pour un système causal strictement stable l’intégrale converge sur la bande
de convergence. Comme mentionné section 1.2.1 pour les systèmes linéaires,
Hn est analytique sur C+

0 , l’ensemble des nombres complexes à partie réelle
strictement positive (cf. [3, (29.1.2)] et [21] pour plus de détails).

1.6.6 Lois d’interconnexion

La résolution d’équation différentielles au dérivées partielles implique
l’utilisation de noyaux paramétrés en espace. L’établissement des lois d’in-
terconnexion dépend d’hypothèses supplémentaires posées sur la paramétri-
sation spatiale du noyau.

Les lois d’interconnexions présentées section 1.3.2 pour les équations dif-
férentielles ordinaires, deviennent pour les équations aux dérivées partielles
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Combinaison linéaire

C(x)
n (s1:n) =

K∑

k=1

αkA
(x)k
n (s1:n). (1.44)

Combinaison multilinéaire

C(x)
n (s1:n) =

K∑

p∈NK ,bp=n

M(A(x)1
p1

(σ1
p(s)), A

(x)2
p2

(σ2
p(s)), ..., A

(x)k
pk

(σKp (s))) (1.45)

avec p̂ = p1 + ... + pn, et σkp (s) = (sp1+...+pk−1+1, sp1+...+pk−1+2, ..., sp1+...+pk).

Cascade avec un système linéaire

C(x)
n (s1:n) = A(x)

n (s1:n)B
(x)
1 (ŝ1:n), (1.46)

avec la notation ŝ1:n = s1 + ... + sn.

1.7 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en évidence la démarche appliquée dans
le cadre de cette thèse pour approximer un modèle faiblement non linéaire
grâce aux séries de Volterra. La suite de ce travail va consister à appliquer
cette méthode à des systèmes plus complexes, à savoir un modèle de corde et
un modèle de poutre, qui consistent en des problèmes aux limites modélisés
par des équations aux dérivées partielles (EDP). Cependant, la démarche
restera identique :

1. Représentation sous la forme d’un système E/S de la solution en série
de Volterra d’un problème centré

2. Écriture du système annulateur de la série

3. Calcul des noyaux de transfert de Volterra pour le problème posé

4. Décomposition des noyaux de transfert en systèmes élémentaires réali-
sables

5. Simulation faible coût dans le domaine temporel

6. Étude des résultats.

Cette démarche présente de nombreux avantages pour l’implémentation
numérique de la simulation, tout d’abord des améliorations au niveau du
calcul et des résultats de la synthèse, pour la prise en compte de certains
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phénomènes non linéaires. En effet, la méthode de simulation permet d’évi-
ter les phénomènes de repliement spectral tout en gardant une fréquence
d’échantillonnage constante. Les simulations sont peu coûteuses au niveau
temps de calcul et prennent en compte l’effet mémoire et les phénomènes
non linéaires ce qui aura une importance sur la perception de la synthèse
sonore. De plus, elles reposent sur des bases similaires à celle de Modalys
(logiciel de synthèse sonore par modèles physiques développé par l’équipe
Acoustique Instrumentale de l’IRCAM) qui dispose d’optimisations et d’in-
terfaces permettant le calcul en temps réel (temps de calcul inférieur à la
durée du son produit).
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Chapitre 2

Modèles de corde de Kirchhoff et

de Kirchhoff-Carrier

2.1 Introduction

Ce chapitre contient les résultats publiés dans [29].

Dans ce chapitre, deux modèles non linéaires de corde amortie sont résolus en
utilisant les séries de Volterra (cf.[24, 23]). Cette méthode permet de calculer
des solutions analytiques et numériques quel que soit le type d’excitation.

Les modèles physiques des cordes sont nombreux. Les premières recherches
sur l’équation du mouvement d’une corde apparaissent au XVIIIème siècle
avec les travaux de d’Alembert [13] et d’Euler [17] qui ont respectivement
écrit les deux équations différentielles aux dérivées partielles linéaires pour
les petites vibrations d’une corde et le déplacement transverse d’une barre
(cf. [45]). Au XIXème siècle Kirchhoff a établi un modèle unidimensionnel de
corde idéalement souple en incluant une non-linéarité due à la variation de
tension [31]. Ce modèle a été repris dans le travail de Carrier [11] à partir du-
quel beaucoup de modèles ont été établis dans la seconde moitié du XXème
siècle. Par exemple, Anand [4] a étudié les vibrations transverses non planes
en négligeant les ondes longitudinales. D’un autre côté, Narasimha [37] pré-
cise que la composante longitudinale de la dynamique ne peut être négligée
même pour des petites amplitudes. Ces travaux ont été repris par Watzky [48]
dans avec un modèle tridimensionnel de corde non linéaire rigide. Cette gé-
néralisation comprend un couplage avec la torsion et permet l’introduction
de l’inharmonicité en utilisant les hypothèses de comportement élastique li-
néaire. D’autres modèles et résultats expérimentaux peuvent être également
trouvés dans [46].
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Ce chapitre consiste en la présentation des deux modèles. La démarche
complète sera introduite en détail pour le premier modèle, i.e. le calcul des
noyaux, la projection modale puis l’identification d’une structure de simu-
lation. La même démarche sera appliquée au second modèle où seule l’ex-
pression de la non-linéarité change. Les résultats des simulations seront alors
présentés et comparés.

2.2 Définition du modèle de Kirchhoff, excita-
tion et conditions aux limites

2.2.1 Modèle

Considérons le déplacement u(x, t) d’une corde parfaitement souple (fi-
gure 2.1) de longueur L[m], de tension initiale T0 [N] et de section circulaire
faible de rayon R[m]. Le matériau de la corde a pour propriétés, une masse
volumique ρ[kg.m−3] et un module de Young E[Pa]. Un amortissement fluide
standard δ[s−1] introduit par la force transverse massique −δ ∂u

∂t
, ainsi qu’un

amortissement structurel κ [m2.s−1] du au terme +κ ∂3u
∂t∂x2 . Ces amortissements

représentent les pertes thermoélastiques et la viscoélasticité [12].

fφ(x, t) = φ(x)f(t)x = 0 x = L

L

Figure 2.1 – Caractéristiques de la corde

La corde est au repos au temps t = 0, le déplacement transverse est noté
u(x, t) pour tout (x, t) ∈ Ω×R+ avec Ω =]0, L[ et Ω = [0, L]. Elle est excitée
par la force massique transverse fφ(x, t) = φ(x) f(t) où φ est positive et
distribue spatialement la force totale f(t), tel que

ρA

∫

Ω

φ(x) dx = 1 avec A = π R2. (2.1)

L’équation du Kirchhoff modélise les vibrations transverses de la corde
[31]. Si les amortissement fluides et structurels sont inclus, elle est définie
par

∀(x, t)∈Ω×R⋆
+, ü+ δu̇− κ

∂3u

∂t∂x2
=

[
c2+ b

∫ L

0

(∂u
∂x

)2
dx

]
∂2u

∂x2
+ fφ,
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où c =
√

T0

ρA
est la célérité de l’onde [m.s−1] et b = E

2ρL
est le coefficient de

non-linéarité[m.s−2] qui prend en compte la variation de tension. Ce modèle
repose sur trois hypothèses [20] : (H1) les vibrations transverses restent dans
un plan ; (H2) la corde est idéalement souple (équation du second ordre) ;
(H3) les effets non linéaires sont dus à une variation globale de la longueur.

Deux types de conditions aux limites seront étudiées pour ce modèle :
La première (B1) est une conditions de Dirichlet homogène, i.e. la corde

a un déplacement nul aux extrémités :

∀(x, t) ∈ {0;L} × R+, u(x, t) = 0. (2.2)

La condition aux limites (B2) est définie par

∀(x, t) ∈ {0;L} × R+, u(x, t) = ux(t), (2.3)

où u0 et uL représentent des excitations. Ces excitations sont des dépla-
cements (conditions de Dirichlet non homogènes) mais pourraient être des
forces (∂u

∂x
(x, t) = ux(t) pour (x, t) ∈ {0;L} × R+), ou un mélange des deux.

Ces choix ne modifient pas la méthode proposée (basée sur les noyaux multi-
index cf. annexe A.5) mais uniquement les solutions. Ces conditions (B2)

permettent de simuler une corde connectée à un chevalet ou plus générale-
ment à un autre système mécanique, à ses extrémités.

Pour les cas étudiés ici, la corde est supposée au repos pour tout t ≤ 0.
Ainsi les conditions initiales sont nulles

∀(x, t) ∈ Ω×{0}, k ∈ {0; 1}, ∂ku

∂tk
(x, t) = 0. (2.4)

2.2.2 Adimensionnement

Les changements de variables et les fonctions donnés dans le tableau 2.1
définissent les modèles (M1,M2,M3) sur Ω̃ =]0, 1[ :
(M1)≡(NL1,B1) Corde encastrée avec une variation globale de tension :

∀(x̃, t̃) ∈ Ω̃ × R⋆
+

∂2ũ

∂t̃2
+ α

∂ũ

∂t̃
− β

∂3ũ

∂t̃∂x̃2
=

[
1 + ǫ

∫ 1

0

(∂ũ

∂x̃

)2
dx̃

]
∂2ũ

∂x̃2
+ f̃φ̃,(2.5)

∀(x̃, t̃) ∈ {0; 1} × R⋆
+, ũ(x̃, t̃) = 0, (2.6)

∀(x̃, t̃) ∈ Ω̃ × {0}, ũ(x̃, t̃) = 0 et
∂ũ

∂t̃
(x̃, t̃) = 0. (2.7)

(M2)≡(NL1,B2) Le même modèle de corde avec des conditions aux limites
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dynamiques :

∀(x̃, t̃)∈Ω̃×R⋆
+,

∂2ũ

∂t̃2
+α

∂ũ

∂t̃
− β

∂3ũ

∂t̃∂x̃2
=

[
1+ǫ

∫ 1

0

(∂ũ

∂x̃

)2
dx̃

]
∂2ũ

∂x̃2
+ f̃φ̃, (2.8)

∀(x̃, t̃)∈{0;1}×R⋆
+, ũ(x̃, t̃) = ũx̃(t̃), (2.9)

∀(x̃, t̃) ∈ Ω̃×{0}, ũ(x̃, t̃) = 0 et
∂ũ

∂t̃
(x̃, t̃) = 0. (2.10)

(M3)≡(NL2,B1) Corde encastrée avec variation locale de tension :

∀(x̃, t̃)∈Ω̃×R⋆
+,

∂2ũ

∂t̃2
+α

∂ũ

∂t̃
−β

∂3ũ

∂t̃∂x̃2
=

∂

∂x̃


 (1− 2ǫ

η
)∂ũ

∂x̃√
1+η(∂ũ

∂x̃
)2

+
2ǫ

η

∂ũ

∂x̃


+f̃φ̃,(2.11)

∀(x̃, t̃)∈{0;1}×R⋆
+, ũ(x̃, t̃) = 0, (2.12)

∀(x̃, t̃) ∈ Ω̃×{0}, ũ(x̃, t̃) = 0 et
∂ũ

∂t̃
(x̃, t̃) = 0. (2.13)

Dimensionné Adimensionné
géométrie constantes variables / coefficients fonctions

physiques

L = 1.8 m ρ = 7800 Kg m−3 x̃ = x
L
, t̃ = tc

L
ũ(x̃, t̃) =

u

(
x̃L, t̃L

c

)
U⋆

R = 1.5 mm E = 2 1011 Pa α = δL
c

= 5.45 10−2 φ̃(x̃) = ρπR2Lφ
(
x̃L
)

Déplacement δ = 3 s−1 β = κ
cL

= 2.81 10−5 f̃(t̃) =
Lf

(
t̃L
c

)
ρπR2c2U⋆

de référence : κ = 0.01 m2 s−1 ǫ = E(U⋆)2

2ρ(Lc)2
= 2.27 10−4 f̃φ̃(x̃, t̃) = φ̃(x̃) f̃(t̃)

U⋆ = R T0 = 2161 N η =
(
U⋆

L

)2
= 6.94 10−7 ũx̃(t̃) =

ux̃L

(
t̃L
c

)
U⋆

Table 2.1 – Changements de variables, de fonctions et coefficients adimen-
sionnés (l’équation 2.1 devient

∫ 1

0
φ̃(x̃) dx̃ = 1). Les valeurs proposées sont

utilisées dans la section 2.8 : la corde est en acier [5, 1] ; δ, κ, et T0 sont choisis
afin d’avoir un son amorti réaliste de fréquence fondamentale f = c

2L
=55Hz

avec c=
√

T0

ρA
.

Le calcul des noyaux et la simulation du modèle (M2) sont présentés en
annexe A.5. Par souci de lisibilité, les tildes seront omis dans la suite
de ce chapitre.

2.3 Établissement de l’équation des noyaux

Dans cette section, le déplacement u(x, t) de la corde gouverné par (M1)

et provoqué par la force f à partir de t = 0, est résolu. La distribution spatiale
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φ est considérée comme une donnée a priori du problème. Dans la section
2.3.1, la série de Volterra qui relie f à u est définie. Dans la section 2.4, les
noyaux de la séries sont résolus et des expressions explicites sont données. La
section 2.5 permet l’identification de structures composées de filtres linéaires,
sommes et produits, à partir desquels une simulation numérique est obtenue.

2.3.1 Système annulateur

Soit le déplacement u(x, t) la sortie d’un système (au sens des automati-
ciens) d’entrée f . Un système non linéaire est défini, qui dépend de la variable
spatiale x. Ainsi, la série de Volterra correspondante a des noyaux paramétrés
par x notés h(x)

n (cf. figure 2.2). La solution est représentée par (cf. section
1.6.1)

∀(x, t)∈Ω×R+, u(x, t)=
∞∑

n=1

∫

[0,t]n
h(x)
n (τ1:n) f(t−τ1) . . . f(t−τn) dτ1:n. (2.14)

Le lecteur remarquera que grâce à la remarque 3 dans la section 1.3.1, cette

{h(x)
n }f(t) u(x, t)

Figure 2.2 – Système de Volterra représentant la solution u(x, t) de (M1).

solution satisfait naturellement l’équation (2.7).

2.3.2 Équation des noyaux

L’équation (2.5) nécessite que les noyaux h(x)
n satisfont une équation dans

le domaine Ω × R+
∗ . Cette équation peut être obtenue dans le domaine de

Laplace en utilisant les lois d’interconnexion (cf. sections 1.3.2 et 1.6.6).
De manière similaire à l’exemple présenté section 1.4,le bloc-diagramme

de la figure 2.3 a© transforme l’équation (2.5) en wa(x, t) + wb(x, t)wc(x, t) +

wd(x, t) = 0, où wa = ∂2u
∂t2

+α∂u
∂t
−(1+β ∂

∂t
)∂

2u
∂x2 , wb = −ǫ

∫ 1

0

(
∂u
∂x

)2
dx, wc = ∂2u

∂x2 ,
wd(x, t) = φ(x)f(t), et où u est représenté par l’équation (2.14). Chaque sys-
tème qui relie f à w{a,b,c,d} peut être représenté par une série de Volterra (cf.
figure 2.3 b©), dont les noyaux peuvent être déduits des lois d’interconnexion
dans le domaine de Laplace, comme suit :

Bloc (Va) : dans le domaine de Laplace, l’opérateur ∂2

∂t2
+α ∂

∂t
−(1+β ∂

∂t
) ∂2

∂x2

devient s2 + αs − (1 + βs) ∂2

∂x2 . Ainsi en utilisant l’équation (1.35), la
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a©

2.

{h(x)
n } ∂2

∂t2
+ α ∂

∂t
− (1 + β ∂

∂t
) ∂2

∂x2

∂
∂x −ǫ

∫ 1

0
.dx

∂2

∂x2−φ(x)

f(t)

u(x, t) wa(x, t)

wb(x, t)

∂2u
∂x2 (x, t) = wc(x, t)

−φ(x) f(t) = wd(x, t)

0

(Va)

(Vb)

(Vc)(Vd)

≡

b©

{
a

(x)
n

}
{
b
(x)
n

}
{
c
(x)
n )
}

{
d

(x)
n

}

f(t)

wa(x, t)

wb(x, t)

wc(x, t)

wd(x, t)

0

Figure 2.3 – Bloc-diagramme équivalent représentant l’équation (2.5).

cascade de {H(x)
n } et de cet opérateur linéaire définit la série de Volterra

{A(x)
n } (cf. figure 2.3 b©) avec pour tout n ∈ N∗,

A(x)
n (s1:n) =

[
(ŝ1:n)

2 + αŝ1:n − (1 + β ŝ1:n)
∂2

∂x2

]
H(x)
n (s1:n).

Notons en effet, que l’opérateur spatial ∂2

∂x2 peut être appliqué sur h(x)
n

(etH(x)
n ) puisqu’il commute avec les opérateurs temporels (et leur trans-

formée de Laplace) 1 :

∂2u(x, t)

∂x2
=

∂2

∂x2

∞∑

n=1

∫

[0,t]n
h(x)
n (τ1:n) f(t− τ1) . . . f(t− τn) dτ1:n

=
∞∑

n=1

∫

[0,t]n

∂2h
(x)
n (τ1:n)

∂x2
f(t− τ1)...f(t− τn) dτ1:n.

Bloc (Vb) : De même, la cascade de {H(x)
n (s1:n)} et de l’opérateur linéaire

spatial ∂
∂x

définit les noyaux ∂H
(x)
n (s1:n)
∂x

. Ainsi, grâce à l’équation (1.45),

1. Ceci est valable sous les hypothèses standards du théorème de convergence dominée
de Lebesgue (cf. e.g. [9]) et de la règle de Leibniz (cf. e.g. [3, (3.3.7)]).

37



la cascade avec le carré donne
∑n−1

p=1
∂
∂x
H

(x)
p (s1:p)

∂
∂x
H

(x)
n−p(sp+1:n). Fina-

lement, la cascade avec l’opérateur intégral spatial −ǫ
∫

Ω
·dx définit la

série de Volterra {B(x)
n } (cf. figure 2.3 b©) avec, pour tout n ∈ N∗,

B(x)
n (s1:n) = −ǫ

∫ 1

0

n−1∑

p=1

∂

∂x
H(x)
p (s1:p)

∂

∂x
H

(x)
n−p(sp+1:n) dx.

Bloc (Vc) : La cascade de H(x)
n avec ∂2

∂x2 donne les noyaux

C(x)
n (s1:n) =

∂2

∂x2
H(x)
n (s1:n).

Bloc (Vd) : Dans ce cas, wd(x, t) = −φ(x) f(t) =
∫∞

−∞
d

(x)
1 (τ1)f(t − τ1) dτ1

avec d(x)
1 (τ1) = −φ(x)δ(τ1) où δ est la distribution de Dirac (de trans-

formée de Laplace 1). Ainsi, les noyaux de Volterra correspondants dans
le domaine de Laplace sont donnés par

D(x)
n (s1:n) = −δ1,nφ(x),

où δ1,n est le symbole de Kronecker (δi,j égale 1 si i = j et 0 sinon).

En utilisant les équations (1.44) et (1.45), les noyaux de Volterra de l’en-
semble du système de la figure 2.3 b© sont donnés par, pour tout n ∈ N∗,
A

(x)
n (s1:n) +

∑n−1
k=1 B

(x)
k (s1:k)C

(x)
n−k(sk+1:n) + D

(x)
n (s1:n). Ce système « relie » f

à 0. Il définit donc le système annulateur dont tous les noyaux de Volterra
sont nuls. Cela donne l’équation de H(x)

n (s1:n) dans Ω, pour tout n ∈ N∗ :
∀(x, s1:n) ∈ Ω ×

(
C+

0

)n
,

[
Γ(ŝ1:n)

]2
H(x)
n (s1:n) −

∂2H
(x)
n (s1:n)

∂x2
=
E

(x)
n (s1:n)

1 + βŝ1:n
, (2.15)

avec

E
(x)
1 (s1) = φ(x), (2.16)

E(x)
n (s1:n) = ǫ

∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∫ 1

0

[
∂H

(x)
p (s1:p)

∂x

∂H
(x)
q (sp+1:p+q)

∂x

]
dx

.
∂2H

(x)
r (sp+q+1:n)

∂x2
si n ≥ 2. (2.17)

et ∀s ∈ C+
0 , Γ(s) =

√
s2 + αs

1 + βs
. (2.18)
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Pour chaque n ∈ N∗, l’équation (2.15) est une équation différentielle ordinaire
d’ordre 2 linéaire sur H(x)

n . En effet, les noyaux E
(x)
n ne dépendent que de

H
(x)
p,q,r avec p, q, r ≤ n− 1.

Les conditions aux limites (équation (2.6)) imposent un déplacement nul
en x ∈ {0; 1}. Cela implique que les noyaux h

(x)
n sont également nuls en

x ∈ {0; 1} (cf. figure 2.4). Dans le domaine de Laplace, cela implique, pour

{h(x=0)
n }

f(t) u(x=0, t) = 0

Figure 2.4 – Condition à la limite sur h(x)
n en x = 0 (identique en x = 1).

tout n ∈ N∗ :

∀(x, s1:n) ∈ {0; 1}×
(
C+

0

)n
, H(x)

n (s1:n) = 0. (2.19)

2.4 Projection modale et représentation sous
forme d’arbres

2.4.1 Solution analytique

Pour chaque n ∈ N∗, les équations (2.15) à (2.19) définissent un problème
aux limites, linéaire, dont la solution est donnée par (cf. [6] et annexe A.1),

∀(x, s1:n)∈Ω×
(
C+

0

)n
, H(x)

n (s1:n) =

∫

Ω

G(x, ξ, ŝ1:n)E
(ξ)
n (s1:n) dξ, (2.20)

où, pour tout (x, ξ, s)∈Ω×Ω×C+
0,

G(x, ξ, s) =
cosh

(
(1 + x+ ξ) Γ(s)

)
− cosh

(
(1 − |x− ξ|) Γ(s)

)

2 (1 + βs) Γ(s) sinh Γ(s)
,(2.21)

A noter que G ne dépend pas du choix de la racine carrée pour Γ puisque
Γ 7→ −Γ garde G invariant.

Pour n = 1, cette solution est exactement celle du problème linéarisé
((M1) avec ǫ = 0) où la fonction de Green G est appliquée sur la distribu-
tion spatiale E(x)

1 (s1) = φ(x) dans le domaine de Laplace. Pour n ≥ 2, E(x)
n

nécessite les noyaux H
(x)
p avec p ≤ n − 1 (cf. équation (2.17)) de sorte que

l’équation (2.20) est une équation de récurrence qui permet le calcul expli-
cite des expressions analytiques. Néanmoins, par la suite, une décomposition
modale sera utilisée : cela permettra de simplifier ces équations intégrales
récurrentes en équations algébriques.
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2.4.2 Décomposition modale

Pour chaque n ∈ N∗, le problème aux limites linéaire des équations (2.15)
à (2.19) admet une base orthonormale de fonctions propres B = {ek}k∈N∗ sur
l’espace de Hilbert L2(Ω) (cf. e.g. [10]). Les fonctions ek qui définissent les
modes spatiaux sont

∀(k, x) ∈ N∗ × Ω, ek(x) =
√

2 sin(kπx). (2.22)

Elles vérifient : (i) les conditions aux limites de Dirichlet ; (ii) ∂2ek
∂x2 = −(kπ)2ek ;

(iii) pour tout (i, j) ∈ (N∗)2 〈ei, ej〉 = δi,j (symbole de Kronecker) où le pro-
duit scalaire sur L2(Ω) est définit par ∀(f, g) ∈

(
L2(Ω)

)2
, 〈f, g〉 =

∫
Ω
f(x) g(x) dx.

Soit la décomposition de H(x)
n sur B, définit par, pour tout n ∈ N∗,

∀(s1:n) ∈ (C+
0 )n, H(x)

n (s1:n) =
L2

∑

k∈N∗

H [k]
n (s1:n) ek(x), (2.23)

où H
[k]
n =

〈
H

(x)
n , ek

〉
est la projection de H(x)

n sur ek. Les relations vérifiées

parH [k]
n sont obtenues en projetant les équations (2.15) à (2.17) sur B, comme

détaillé dans l’annexe A.2. L’équation algébrique suivante est alors obtenue,
pour tout (n, k) ∈ (N∗)2, (s1:n) ∈ (C+

0 )n,

H [k]
n (s1:n) = Q[k](ŝ1:n)E

[k]
n (s1:n), (2.24)

E
[k]
1 (s1) = 〈φ, ek〉 = φk, (2.25)

E[k]
n (s1:n) = −ǫk2π4

∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

[∑

ℓ∈N∗

ℓ2H [ℓ]
p (s1:p)H

[ℓ]
q (sp+1:p+q)

]
H [k]
r (sp+q+1:n), (2.26)

où Q[k](s) est la fonction rationnelle définie par

Q[k](s) =
[
s2 + (α+ βk2π2)s+ k2π2

]−1
, (2.27)

qui est analytique dans C+
0 . En effet, pour α ≥ 0 et β ≥ 0, les parties réelles

des pôles de Q[k] sont toutes négatives (ou nulles pour le cas particulier
α = β = 0). Plus précisément, ces pôles correspondent aux modes oscillants
amortis si 1 ≤ k < K⋆ = 22690 (pair de pôles complexes conjugués) et aux
modes purement évanescents si k ≥ K⋆ (pôles à partie réelle négative). Une
étude détaillée d’une telle analyse peut être trouvée dans [28] pour le cas
d’une barre avec des amortissement similaires. La figure 2.5 représente les
pôles dans le plan de Laplace complexe, pour les valeurs typiques α et β
donnée dans le tableau 2.1.
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Figure 2.5 – Pôles de Q[k] pour 1 ≤ k ≤ K = 100 et (α, β) donné dans le
tableau 2.1.

Le calcul des expressions analytiques pour les ordres n ∈ [1, 5]N donne,
∀(k, s1:n) ∈ N∗ ×

(
C+

0

)n
,

H
[k]
1 (s1) = φkQ

[k](s1), (2.28)

H
[k]
2 (s1:2) = 0, (2.29)

H
[k]
3 (s1:3) = −ǫ k2 π4Q[k](ŝ1:3)

[∑

ℓ∈N∗

ℓ2H
(ℓ)
1 (s1)H

(ℓ)
1 (s2)

]
H

(k)
1 (s3).(2.30)

H
[k]
4 (s1:4) = 0, (2.31)

H
[k]
5 (s1:5) = −ǫ k2 π4Q[k](ŝ1:5)

[∑

ℓ∈N∗

ℓ2H
[ℓ]
3 (s1:3)H

[ℓ]
1 (s4)H

[k]
1 (s5)

+
∑

ℓ∈N∗

ℓ2H
[ℓ]
1 (s1)H

[ℓ]
3 (s2:4)H

[k]
1 (s5)

+
∑

ℓ∈N∗

ℓ2H
[ℓ]
1 (s1)H

[ℓ]
1 (s2)H

[k]
3 (s3:5)

]
(2.32)

Remarque 5 : Pour n = 2, la somme sur p, q, r ≥ 1, p + q + r = n
est vide, donc l’équation (2.26) nous montre que E[k]

n et H(x)
n sont nuls. Plus

généralement, une récurrence prouve que pour tout m ∈ N∗, H
(x)
2m = 0 et

H
(x)
2m+1 est proportionnel à ǫm.

Remarque 6 : Pour n = 1, la solution est la décomposition standard du
problème linéarisé. Pour les ordres n ≥ 2, les équations (2.24), (2.26) et (2.27)
montrent comment la dynamique des ordres inférieurs (1 ≤ p, q, r ≤ n − 1,
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p+q+r = n) génère la dynamique non linéaire de l’ordre n. L’équation (2.26)
montre également quels modes spatiaux contribuent à la dynamique d’ordre
n du mode k : tous les modes ℓ ∈ N∗ contribuent au terme « d’élongation » (à
travers les ordres p et q) tandis que les dynamiques d’ordre r (qui contribuent
au laplacien) sont uniquement celles du mode k.

2.4.3 Définition des arbres

La combinatoire due aux équations (2.23) à (2.26) peut être réorganisée
comme une unique somme de termes élémentaires, les index de la somme
étant naturellement décrits par des arbres complets(∗) ternaires(∗∗) 2, comme
détaillé par la suite.

Définition 12
Soit An un ensemble d’arbres ternaires défini par, pour n ∈ N∗. Si n = 1

An = N∗, (2.33)

si n est pair,
An = ∅, (2.34)

et si n ≥ 3 est impair

An =
⋃

p,q,r≥1
p,q,r impairs
p+q+r=n

{(a1, a2, a3)∈Ap×Aq×Ar | k(a1)=k(a2)}, (2.35)

où k(a) est la feuille de droite de a : pour a = k ∈ A1, k(a) = k ; pour
a = (a1, a2, a3) ∈ An (avec n ≥ 3), k(a) = k(a3). De plus, n(a) représente
le nombre de feuilles de a de telle sorte que si a ∈ An et si n est impair,
n(a) = n.

Exemples :
a

8
est l’arbre a ∈ A1 tel que k(a) = 8.

b

8 8

4 4 9

c

3 3

11 11 4

4 2

d

8 3

4 2 9
représentent les arbres ternaires b,

c et d tels que : k(b) = 9, n(b) = 5, b ∈ A5 ; k(c) = 2, n(c) = 7, c ∈ A7 ;
k(d) = 9, n(d) = 5 mais d 6∈ A5. En effet, d = (d1, d2, d3) avec d1 = 8, d2 = 3
et d3 = (4, 2, 9), donc la condition k(a1) = k(a2) n’est pas respectée (deux
fois) dans l’équation (2.35) : d’abord car k(d1) = 4 6= 3 = k(d2) ; puis avec
d3 6∈ A3 pour la même raison (4 6= 2).

2. Ceci est lié à la non-linéarité de (M1) qui est homogène(∗) de degré 3(∗∗). Un arbre

ternaire est un arbre dans lequel chaque noeud a au plus trois enfants. Un arbre ternaire
complet est un arbre où chaque noeud a zéro ou trois enfants.
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Théorème 3
Pour tout n ∈ N∗, les noyaux H

(x)
n sont définis par, pour tout (s1:n) ∈ (C+

0 )n,

H(x)
n (s1:n) =

∑

a∈An

Ha(s1:n) ek(a)(x), (2.36)

où, pour tout a ∈ An (avec n impair),

si n = 1, Ha(s1) = φk(a)Q
[k(a)](s1), (2.37)

si n ≥ 3, Ha(s1:n) = −ǫ [k(a1) k(a3) π
2]2 Q[k(a)](ŝ1:n)Ha1(s1:n(a1))

·Ha2(sn(a1)+1:n(a1)+n(a2))Ha3(sn(a1)+n(a2)+1:n).

avec a = (a1, a2, a3), (2.38)

La preuve de ce théorème est détaillée dans l’annexe A.3.
Interprétation : Les arbres mémorisent et isolent les contributions héritées
des noyaux linéaires de chaque mode et qui sont impliqués dans le noyau
d’ordre n. Par exemple, le noyau He avec e = (4, 4, 9) ∈ An et n = 3 traduit la
façon dont l’élongation due au mode linéaire 4 vient influencer la dynamique
linéaire portée par le mode 9 et contribuer à la dynamique non linéaire d’ordre
n = 3 portée par ce même mode 9. Le noyau Hb (b = (8, 8, e) ∈ An avec n =
5) traduit la façon dont l’élongation due au mode linéaire 8 vient influencer
la dynamique non linéaire portée par He (ordre 3, mode 9) et contribuer à la
dynamique non linéaire d’ordre n = 5 portée par ce même mode 9.

Plus généralement, pour f = (f1, f2, f3) ∈ An (n ≥ 3, impair), Hf traduit
la façon dont l’élongation due au couple (Hf1 , Hf1) pour le même mode k =
k(f1) = k(f2) vient influencer la dynamique portée par Hf3 (ordre n(f3), mode
k(f3)) et contribuer à la dynamique d’ordre n du mode k(f) = k(f3).
Remarque 7 : La condition k(a1) = k(a2) définie dans l’équation (2.35) est
due à l’intégrale de l’équation (2.17) et à l’orthogonalité de B = {ek}k∈N∗ .

2.5 Identification à des structures réalisables
pour la synthèse sonore

Le calcul de la dynamique de la corde (équation (2.14)) en utilisant les
versions temporelles des équations (2.36) à (2.38) mène à une complexité
algorithmique infinie. En pratique, les sommes infinies sont tronquées. Tout
d’abord, un nombre fini de mode est considéré en utilisant Ã1 = [1, K]N à la
place A1 dans la définition 12. Cela fourni de bonnes approximations dans
l’équation (2.36), si les modes supérieurs à K peuvent être négligés en raison
de la faible valeur de φk = 〈φ, ek〉, ou même exacte, si φk = 0 pour k >K.
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Puis, seuls les premiers noyaux H(x)
n pour 1≤n≤N =2M+1 sont conservés

dans l’équation (2.14). On obtient alors l’approximation ŭN(x, t) telle que
u(x, t) = ŭN(x, t) + o(ǫM ) (cf. remarque 5).

La théorie de la réalisation permet de construire des structures bien adap-
tées à la simulation numérique. Pour les noyaux de Volterra, les simulations
peuvent être réalisées à partir des noyaux de Volterra réguliers (cf. section
1.6.4 et [41, chap.4] pour une présentation détaillée). Dans le cadre de cette
thèse, une alternative est proposée sous la forme du théorème d’identifica-
tion 4, qui ne requiert pas de calculer les noyaux réguliers. Les structures
sont déterminées et détaillées pour les ordres n = 1, 3, 5.

2.5.1 Systèmes de Volterra élémentaires ternaires et théo-
rème d’identification

Définition 13 (Système de Volterra homogène)
Un système de Volterra S de noyaux {hn′}n′∈N∗ est dit « homogène » d’ordre
n ∈ N∗, si hn est non nul et si, pour tout n′ ∈ N∗ \ {n}, les noyaux hn′ sont
nuls.

Les filtres linéaires sont donc des systèmes homogènes d’ordre 1.

Définition 14 (Système de Volterra élémentaire ternaire)
Un système S d’entrée f et de sortie u est un système de Volterra élémentaire
ternaire si

– il existe trois systèmes de Volterra homogènes Sa, Sb, Sc, d’ordres res-
pectifs p, q, r, de sorties respectives ya, yb, yc, et tous alimentés par la
même entrée f ,

– il existe un système linéaire Sd,
tels que u est la sortie de Sd alimentée par l’entrée w(t) = ya(t) yb(t) yc(t) (cf.
figure 2.6).

Grâce aux lois d’interconnexion (1.45) et (1.46), on prouve que le système
S est homogène d’ordre n=p+q+r : son noyau d’ordre n est donné par

Hn(s1:n) = Ap(s1:p)Bq(sp+1:p+q)Cr(sp+q+1:n)D1(ŝ1:n), (2.39)

dans le domaine de Laplace, où ap, bq, cr, et d1 sont respectivement les noyaux
non nuls des systèmes Sa, Sb, Sc, et Sd.

Théorème 4 (Structure composée de filtres, sommes et produits)
La solution u(x, t) de (M1) issue des équations (2.14) et (2.36) à (2.38) est
donnée par la somme

u(x, t) =
∑

n∈N∗

∑

a∈An

ua(t)ek(a)(x) (2.40)
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ap
(ordre p)

bq
(ordre q)

cr
(ordre r)

d1

(linéaire)

f(t)

ya(t)

yb(t)

yc(t)

ya(t) yb(t) yc(t)=w(t) u(t)

Figure 2.6 – Système de Volterra élémentaire ternaire homogène d’ordre
n = p+ q + r.

où les signaux de la sous-dynamique ua peuvent être réalisés en utilisant des
filtres linéaires et des produits, comme suit :

– si a ∈ A1, alors ua est la sortie du filtre linéaire de fonction de transfert
Ha(s) donnée par l’équation (2.37) ;

– si n ≥ 3 est impair et si a = (a1, a2, a3) ∈ An, alors ua est la sortie du
filtre linéaire de fonction de transfert

Ga(s) = −ǫ [k(a1) k(a3) π
2]2Q[k(a)](s) (2.41)

alimentée par l’entrée va(t) = ua1(t) ua2(t) ua3(t) (cf. figure 2.7).

ga

(linéaire)

ua1(t)

ua2(t)

ua3(t)

va(t) = ua1(t) ua2(t) ua3(t)
ua(t)

Figure 2.7 – Réalisation de ua pour a = (a1, a2, a3) ∈ An avec n ≥ 3 impair :
ga est le noyau de convolution du filtre associé à la fonction de transfert Ga.

Preuve 1
L’identification est directe si n = 1 ou n est pair. Soit n ≥ 3 et impair. Soient
a = (a1, a2, a3) ∈ An. Alors Ha (cf. équation (2.38)) a la forme de l’équation
(2.39) avec p = n(a1), q = n(a2), r = n(a3), et Ap = Ha1, Bq = Ha2, Cr = Ha3,
D1 = Ga (cf. équation (2.41)). L’identification de la structure réalisable est
issue de la définition 14.
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2.5.2 Application : construction du structure réalisables
pour les ordres n = 1, 3, 5

En pratique, la synthèse sonore est réalisée pour un nombre fini de modes
k ∈ Ã1 = [1, K]N et un nombre fini N de noyaux. La solution u(x, t) donnée
par l’équation (2.40) est approximée par

ŭN(x, t) =
N∑

n=1

∑

a∈eAn

ua(t)ek(a)(x) =
N∑

n=1

K∑

k=1

u[k]
n (t) ek(x), (2.42)

avec u[k]
n (t) =

∑

a∈eAn(k)

ua(t), (2.43)

et Ãn(k) = {a ∈ Ãn | k(a) = k} (2.44)

Dans cette section, les réalisations de u[k]
n et donc de ŭN(x, t) sont obtenues

en utilisant le théorème 2.
Pour n = 1 et a = k ∈ Ã1 = [1, K]N, ua = u

[k]
1 est la sortie du filtre

linéaire de noyau h
[k]
1 = φk q

[k] alimenté par f(t) (cf. théorème 4 et équation
(2.37)). Le gain statique φk (cf. figure 2.8 a©) mesures l’excitation du mode
ek par la distribution spatiale φ.

Pour n = 3, a ∈ Ã3 ⊂
(
Ã1

)3
a la forme a = (ℓ, ℓ, k). Le théorème 4

et la figure 2.7, montrent que ua(t) est la sortie du filtre linéaire de noyau
ga = −ℓ2 γk q[k] alimenté par u[ℓ]

1 (t) u
[ℓ]
1 (t) u

[k]
1 (t), où γk est défini par

γk = ǫk2π4. (2.45)

La séparation des facteurs exprimés en ℓ de ceux dépendant de k amène à
la réalisation de la figure 2.8 b©). La réalisation de u[k]

3 (k ∈ [1, K]N) est ob-

a©
f(t)

φk q[k]
u

[k]
1

(t)

b©

2.u
[ℓ]
1

(t)

u
[k]
1

(t)

ℓ
w

[ℓ]
2

(t)=
(
ℓ u

[ℓ]
1 (t)

)2

−γk q[k]
ua(t)

Figure 2.8 – a© : Réalisation de u
[k]
1 ; b© : Réalisation de ua avec a =

(ℓ, ℓ, k) ∈ Ã3.
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tenue par la sommation des sorties ua(t) des réalisations de la figure 2.8 b©
sur Ã3(k) = {(ℓ, ℓ, k) | ℓ ∈ Ã1}, en utilisant les équations (2.43) et (2.44).
En réunissant toutes les contributions sur ℓ et en factorisant le filtre linéaire
commun −γk q[k] amène à la réalisation concise de la figure 2.9. En consé-

2.
2.
2.

u
[1]
1

(t)

u
[k]
1

(t)

u
[k]
1

(t)

u
[K]
1

(t)

k

K

w2(t) =

K∑

ℓ=1

(
ℓ u

[ℓ]
1 (t)

)2

−γk q[k]
u

[k]
3

(t)

ek(x)

u
[k]
3

(t) ek(x)

Figure 2.9 – Réalisation de u[k]
3 avec sa forme modale associée u[k]

3 (t) ek(x).

quence, la solution approximée ŭ3(x, t) de l’équation (2.42) peut être réalisée
comme détaillé dans la figure 2.10.

Dans cette structure, les noyaux q[k] sont les réponses impulsionnelles de
filtres AR de second ordre associés aux fonctions de transfert Q[k](s). Si N+

q

représente le nombre de sommes nécessaire à une simulation numérique de
q[k] (de même, N×

q pour les produits), la complexité globale peut être évaluée
comme détaillé dans le tableau 2.2.

approx. linéaire : approx. du troisième ordre :
N = 1, o(ǫ0) N = 3, o(ǫ1)

N+ K(N+
q +Nx) −Nx K (2N+

q +Nx + 2) −Nx − 1

N× K(N×
q +Nx) K(2N×

q +Nx + 3) − 1

Nflops K(Nflops
q + 2Nx) −Nx K(2Nflops

q + 2Nx + 5) −Nx

Table 2.2 – Nombre d’opérations sur des réels pour calculer u(x, t) pour
(M1) avec K modes, à un instant donné, et à Nx points d’observation (cf.
§ 2.8 pour les valeurs standards) : les nombres de sommes (N+), de produits
(N×), et de flops (Nflops = N+ +N×) sont données pour les approximations
linéaire et du troisième ordre.

Les implémentations numériques des filtres linéaires de la figure 2.10 sont
très standards (cf. e.g. [38]). Ici, une méthode qui préserve les valeurs propres
exactes et l’amortissement est proposée (voir section 2.6 pour plus de détails).
On obtient les paramètres N+

q = 4, N×
q = 5.

Néanmoins, les produits (dans le domaine temporel) de N = 3 signaux
avec un intervalle de fréquence [0, f ∗] renvoie un signal sur un intervalle de
fréquence [0, N f ⋆]. Théoriquement, empêcher le repliement spectral du à
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2. 2. 2.

f(t)

φ1

φk

φK

q[1] q[1]

q[k]q[k]

q[K]q[K]

u
[1]
1
(t)

u
[k]
1

(t)

u
[K]
1

(t)

k K

w2(t) =
K∑

ℓ=1

ℓ2
(
u

[ℓ]
1
(t)
)2

−γ1

−γk

−γK

u
[1]
3
(t)

u
[k]
3

(t)

u
[K]
3

(t)

Base B

e1(x)

ek(x)

eK(x)

ŭ3(x,t)

(contribution linéaire, n = 1)

Figure 2.10 – Bloc-diagramme d’une simulation o(ǫ) de (M1) avec K
modes : les flèches pointillées isolent la dynamique linéaire (n=1) de chaque
mode ; la partie centrale ombragée isole la dynamique en o(ǫ) d’un mode k ;
la partie inférieur ombragée isole la dynamique du terme intégral dans (M1)

(les gains 1, k et K avant l’opérateur carré sont dus à ∂
∂x

) ; la partie de
gauche ombragée correspond aux gains simples, contrôlés par la distribution
spatiale de la force d’excitation .
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un échantillonnage de fréquence fs nécessite que fs/2 > N f ⋆ (théorème de
Shannon-Nyquist). Ici, les filtres de second ordre de réponse impulsionnelle
q[k] coupent de manière significative le spectre au-delà de fk[1 + 1/Qk] où le
facteur de qualité est Qk = kπ

α+βk2π2 . En conséquence,

fs
2
> N fK

(
1 +

1

QK

)
(2.46)

est suffisant en pratique. Cette condition sera utilisée pour la synthèse sonore
dans le § 2.8.

Pour n = 5, l’identification donnée par le théorème 4 amène à la réa-
lisation de la figure 2.11. Cette structure peut également être identifiée en
utilisant l’équation (2.32) : le premier facteur représente le filtre de noyau
−γk q[k] qui est factorisé dans la réalisation (de la même manière que dans
la figure 2.9 pour le cas n = 3) ; dans le second facteur, les deux premiers
termes décrivent deux fois le même sous-système qui correspond à la partie
comprenant w4(t) et le gain 2 dans la figure 2.11 ; finalement, le troisième
terme décrit le sous-système correspondant à la partie inférieure comprenant
u

[k]
3 (t) et w2(t). La réalisation de la figure 2.11 permet de compléter la figure

2.10, amenant la réalisation ŭ5(x, t). Les simulations numériques de ŭ3 et ŭ5

u
[1]
1
(t)

u
[1]
3
(t)

u
[k]
1

(t)

u
[k]
1

(t)

u
[k]
3

(t)

u
[k]
3

(t)

u
[K]
1

(t)

u
[K]
3

(t)

w2(t)

k2

K2

w4(t) =

K∑

ℓ=1

ℓ2u
[ℓ]
1
(t)u

[ℓ]
3
(t)

2
−γk q[k]

u
[k]
5

(t)

ek(x)

u
[k]
5

(t) ek(x)

Figure 2.11 – Réalisation de u[k]
5 avec sa forme modale associée u[k]

5 (t) ek(x).

ainsi que des comparaisons sont présentées dans la section 2.8.

2.6 Implémentation numérique

Considérons un mode ek avec k ∈ N∗ et la fonction de transfert associée
Q[k](s) définie par l’équation (2.27) d’entrée f et de sortie y. Il s’agit d’un
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filtre AR du second ordre qui admet la représentation d’état suivante :

dX
dt

(t) = AX(t) + B f(t) (2.47)

y(t) = CX(t), (2.48)

avec X =

[
x
dx
dt

]
, A =

[
0 1

−k2π2 −(α + βk2π2)

]
, B =

[
0
1

]
, et C = [1, 0]

(on peut vérifier que la fonction de transfert de ce système est C(s I2 −
A)−1B = Q[k](s)). La solution X est donnée par

X(t) =

∫ t

0

eA(t−τ)B f(τ) dτ + eAtX(0),

ainsi, pour tout i ∈ N et ti = i T ,

X(ti+1) = eAT X(ti) +

∫ T

0

eA(T−τ)B f(ti + τ) dτ. (2.49)

Pour un régime de vibration libre, i.e. quand f(t) = 0, l’équation 2.49 donne
une résolution exacte en temps discret : les valeurs propres et les amortisse-
ments sont exactement préservés. Afin d’obtenir une simulation numérique,
l’entrée f est approximée par morceaux f̂(t) ≈ f(ti) + t−ti

T
[f(ti+1) − f(ti)]

transformant l’équation 2.49 en

X(ti+1) = eAT X(ti) + B1f(ti) + B0 f(ti+1), (2.50)

avec B1 = T−1A−2[I2 − (I2 − TA)eAT ]B et B0 = T−1A−2[−(I2 + TA) +

eAT ]B. Puis, de l’équation 2.50,

y(ti+2) = C
(
eAT

(
eATX(ti) + B1u(ti) + B0u(ti+1)

)

+B1u(ti+1 + B0u(ti+2)
)
,

[
y(ti+1)
y(ti)

]
=

[
C eAT

C

]

︸ ︷︷ ︸
K (inversible)

X(ti) +

[
CB1

0

]
u(ti) +

[
CB0

0

]
u(ti+1).

En isolant X(ti) dans l’équation 2.51 et en le substituant dans l’équation
2.51, on obtient une équation récursive scalaire

y(ti+2) = a1y(ti+1) + a2y(ti) + b0f(ti+2) + b1f(ti+1) + b2f(ti), (2.51)

avec des coefficients connus (a1, a2, b0, b1, b2). Cette équation est utilisée
pour la simulation : elle nécessite N+

q = 4 sommes et N×
q = 5 pro-

duits, à chaque étape.
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2.7 Le modèle de Kirchhoff-Carrier

Dans cette section, la corde est gouvernée par le modèle (M3) (voir équa-
tions (2.11) à (2.13)). La résolution est réalisée de manière similaire à la
section 2.4.

2.7.1 Système annulateur

Il est impossible de d’obtenir une équation des noyaux de Volterra à partir
de l’équation (2.11) et des lois d’interconnexion (1.44) à (1.46), en raison de
la présence d’une racine carrée dans l’équation (2.11).

Néanmoins, les noyaux de Volterra {hn} d’un système non linéaire S et
ceux {h̃n} de SN (système S où la non-linéarité est approximée par son
développement de Taylor jusqu’à l’ordre N) sont les mêmes pour n ≤ N .

Ainsi, pour obtenir des résultats valides à l’ordre N = 3, une approxima-
tion au troisième ordre de (M3) est suffisante

∂

∂x


 (1− 2ǫ

η
)∂u
∂x√

1+η(∂u
∂x

)2

+
2ǫ

η

∂u

∂x


 ≈ ∂

∂x

[
∂u

∂x
+ ζ
(∂u
∂x

)3
]
,

avec ζ = ǫ − η

2
= 2.27 10−4, à partir de laquelle le système annulateur de la

figure 2.12 est obtenu.

3.

{h(x)
n } ∂2

∂t2
+ α ∂

∂t
− (1 + β ∂

∂t
) ∂2

∂x2

∂
∂x

−ζ ∂
∂x−φ(x)

f(t)

u(x, t) wa(x, t)

wb(x, t)

−φ(x) f(t) = wc(x, t)

0

Figure 2.12 – Système annulateur de l’approximation au troisième ordre de
(M3).

Les noyaux {H(x)
n } qui correspondent à ce système annulateur, avec les

conditions aux limites (B1), sont solutions des équations 2.15, 2.16 et 2.19.
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De plus, si n ≥ 2, alors, pour tout (x, s1:n) ∈ Ω ×
(
C+

0

)n
,

E(x)
n (s1:n) = ζ

∂

∂x




∑

(p1:3)∈(N∗)3
p1+p2+p3=n

∂H
(x)
p1 (s1:p1)

∂x

∂H
(x)
p2 (sp1+1:p1+p2)

∂x

∂H
(x)
p3 (sp1+p2+1:n)

∂x


 ,

(2.52)
ce qui permet d’obtenir à nouveau les solutions analytiques grâce aux équa-
tions (2.20) et (2.21).

La décomposition modale amène aux équations (2.22) à (2.25) et, si n ≥ 2,
pour tout (k, s1:n) ∈ N∗ ×

(
C+

0

)n
,

E[k]
n (s1:n) = −ζ

∑

(p1:3)∈(N∗)3
p1+p2+p3=n

∑

(k1:3)∈(N∗)3

ψ
[k]
k1:3

H [k1]
p1

(s1:p1)H
[k2]
p2

(sp1+1:p1+p2)H
[k3]
p3

(sp1+p2+1:n),

(2.53)
avec

ψ
[k]
k1:3

= −
〈
∂

∂x

(∂ek1
∂x

∂ek2
∂x

∂ek3
∂x

)
, ek

〉
=
k1k2k3k π

4

2
λ

[k]
k1:3
, (2.54)

et
λ

[k]
k1:3

=
∑

ξ2:3∈{−1;1}2

δ|k1+ξ2k2+ξ3k3|,k, (2.55)

ainsi, dans l’équation (2.53), la somme sur (k1:3) ∈ (N∗)3 est infinie mais
creuse (comporte beaucoup de termes nuls).

Cette combinatoire peut être réorganisée comme une somme de termes
élémentaires non nuls, comme suit

Théorème 5
Soit En l’ensemble des arbres complets ternaires définit par, pour k ∈ N∗,

E1 = N∗, (2.56)

E2k = ∅, (2.57)

E2k+1 =
⋃

(p1:3)∈(N∗)3

p1:3 impair
p1+p2+p3=2k+1

{
e=(e1, e2, e3, ξ2:3)∈Ep1×Ep2×Ep3×{−1; 1}2

}
, (2.58)

où k(e) = e if e ∈ E1, k(e) = |k(e1)+ξ2k(e2)+ξ3k(e3)| si e =
(
e1, e2, e3, ξ2:3

)
∈ En

avec n ≥ 3 et n(e) = n représente le nombre de feuilles.

Alors, pour tout n ∈ N∗, les noyaux H
(x)
n sont donnés par, pour tout

(x, s1:n) ∈ Ω × (C+
0 )n,

H(x)
n (s1:n) =

∑

e∈En

He(s1:n) ek(e)(x), (2.59)
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où, pour tout e ∈ En (avec n impair et e =
(
e1, e2, e3, ξ2:3

)
si n ≥ 3),

si n = 1, He(s1) = H [k(e)]
n (s1), (cf. équation (2.28))(2.60)

si n ≥ 3, He(s1:n) = −ζ k(e1)k(e2)k(e3)k(e) π
4

2
Q[k(e)](ŝ1:n)He1(s1:n(e1))

·He2(sn(e1)+1:n(e1)+n(e2))He3(sn(e1)+n(e2)+1:n). (2.61)

Une autre réorganisation non creuse de l’équation (2.53) est donnée par, si
n ≥ 2, pour tout (k, s1:n) ∈ N∗ ×

(
C+

0

)n
,

E[k]
n (s1:n) = −χk

∑

(p1:3)∈(N∗)3
p1+p2+p3=n

∑

(k1:3)∈K3
k

k1 k2 k3 λ
[k]
k1:3

H [k1]
p1

(s1:p1)

H [k2]
p2

(sp1+1:p1+p2)H
[k3]
p3

(sp1+p2+1:n),(2.62)

où χk = ζ k π4

2
, K3

k =
{

(k1:3) ∈ (N∗)3
∣∣∣∃(ξ2, ξ3) ∈ {−1; +1}

∣∣ |k1+ξ2k2+ξ3k3| =

k
}

est illustré figure 2.13, et les poids λ[k]
k1:3

sont détaillés dans la table 2.3.

Ainsi, pour un nombre fini K de modes (1 ≤ k ≤ K), l’identification des

Cas λ
k
[k]
1:3

Sous-cas Ck1:3 λ̃
k
[k]
1:3

1© : k1 = k2 = k3 = k 3 aucun 1 3
2© : k1 = k2 6= k 2 aucun 3 6
et k3 = k(et les deux
permutations)
3© : Autres cas, 1 a© : k1 = k2 = k3 6= k 1 1
si (k1:3) ∈ K3

k b© : k1 = k2 6= k3 6= k 3 3
(et les deux permutations)
c© : k1 6= k2 6= k3 6= k1 6 6

4© : Autres cas, 0 × × 0
si (k1:3) 6∈ K3

k

Table 2.3 – Détail des poids λ[k]
k1:3

et λ̃[k]
k1:3

.

noyaux linéaires et d’ordre trois à partir de l’équation (2.62) plutôt que de
l’équation (2.26) amène à la structure de la figure 2.14 (à comparer avec
la figure 2.10). Dans cette structure, chaque sortie v[k]

3 (t) du bloc (Tw) est
donnée par, pour tout k ∈ N∗ et t ∈ R+,

v
[k]
3 (t) =

∑

(k1:3)∈K3
k
∩[1,K]3

N

λ
[k]
k1:3

k1k2k3 u
[1]
k1

(t) u
[1]
k2

(t) u
[1]
k3

(t), (2.63)
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a© b© c©

1©

1

k−2
k 1

k−2 k

1

k−2

k

k
2

k
1

k 3

2©

Figure 2.13 – L’ensemble K3
k est composé de triplets d’entiers (k1:3) qui

appartiennent à : un triangle si (ξ2:3) = (1, 1) (voir (1a)) ; un couple de
parties semi-infinies de plans parallèles si (ξ2:3) = (1,−1) (voir (1b,1c)) ; les
cas (ξ2:3) = (−1, 1) et (ξ2:3) = (−1,−1) sont des versions symétriques du
cas précédent. Toutes les contributions sont rassemblées dans (2b,2c). Les
parties sans intersection correspondent à un poids λ[k]

k1:3
= 1, les intersections

de deux plans (points bleus) à λ[k]
k1:3

= 2, les intersections de trois plans (un

point rouge, k1 = k2 = k3 = k) à λ[k]
k1:3

= 3.
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Figure 2.14 – Bloc-diagramme d’une simulation en o(ǫ3) de (M3) avec K
modes. Chaque sortie v[k]

3 (t) du bloc (Tw) est une combinaison linéaire de
produits de triplets (u

[1]
k1

(t) u
[1]
k2

(t) u
[1]
k3

(t)) (cf. équation (2.63)).

pour lequel la combinatoire peut être significativement réduite (environ d’un
facteur 4) grâce à des considérations de symétrie. En effet, similairement à
la figure A.6 pour le bloc (Bw), seule la partie triangulaire supérieure K̃3

k

de K3
k peut être préservée (cf. figure 2.15), avec des poids adaptés λ̃[k]

k1:3
(voir

table 2.3), comme suit :

K̃3
k = K3

k ∩ {(k1:3) ∈ [1, K]3N
∣∣ k1 ≤ k2 ≤ k3}, (2.64)

λ̃
[k]
k1:3

= Ck1:3 λ
[k]
k1:3

(2.65)

avec Ck1:3 = card{ (k1, k2, k3) ; (k1, k3, k2) ; (k2, k1, k3) ;

(k3, k1, k2) ; (k2, k3, k1) ; (k3, k2, k1) }. (2.66)

La simulation de la structure de la figure2.14 nécessite exactement les mêmes
filtres que dans la figure 2.10. La seule différence est le bloc (Tw), dont la
simulation est réalisée en utilisant l’équation (2.63), pour chaque mode k et
à chaque instant.

2.8 Synthèse sonore

Dans cette section, les modèles (M1) et (M3) sont simulés avec les para-
mètres suivants :

– la géométrie et les constantes physiques sont celles de la table 2.1.
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Figure 2.15 – Vues de l’ensemble K̃3
k.

– l’excitation φ(x)f(t) est définie par, pour x ∈]0, L[ et t ∈ R⋆
+

φ(x) = φmax cos
(
π
x− x0

ℓ

)
1[x0−

ℓ
2
,x0+

ℓ
2
](x), (2.67)

f(t) = Fmax
t

T
1[0,T ](t), (2.68)

où x0 = 0.63 m, ℓ = 0.072 m (x̃0 =x0/L=0.35, ℓ̃= ℓ/L=0.04 pour que
4% de la corde soit pincé), φmax = π/(2ρAℓ) = 395.7 Kg−1 satisfaisant
ainsi l’équation (2.1) (φ̃max=π/(2ℓ̃)=39.27), T =10 ms (T̃ =1.1). Plu-
sieurs forces Fmax sont utilisées pour rechercher les effets non linéaires :
F 1
max = 5 N, F 2

max = 20 N, F 3
max = 40 N, et F 4

max = 160 N (F̃ 1
max = 2.8,

F̃ 2
max=11.1, F̃ 3

max=22.2, F̃ 4
max=88.8).

– la fréquence d’échantillonnage est fs=44100 Hz (f̃s = 401), le nombre
de modes est K = 20, l’ordre d’approximation est N=3 pour la section
2.8.1, et N=5 pour la section 2.8.2.

Pour ces données, les fréquences de résonance fk= c
L

√
k2π2 − (α + βk2π2)2/(2π)

du filtre passe-bande de noyau q
[k]
1 (voir équations (2.27) et (2.28)) vont de

f1 ≈ 55 Hz à fK ≈ 1100 Hz. Le repliement spectral du aux non-linéarités est
rejeté puisque N ≤ Nmax= fs

2 fK

(
1 + 1

QK

)−1≈20 (voir équation (2.46)).
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2.8.1 Approximations à l’ordre trois (N = 3)

Les figures 2.16 à 2.19 présentent l’approximation au troisième ordre
ŭ3(x, t) du déplacement (dimensionné) observé à x = 0.57L ≈ 1 m.
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Figure 2.16 – Simulation de (M1) (gauche) et (M3) (droite) pour la même
excitation d’amplitude Fmax = 5 N. La sortie u est observée à x = 0.57L ≈
1 m. De haut en bas : (a) réponse linéaire, (b) sortie de l’ordre 3 seul, (c)
somme des contributions linéaire et non linéaire, et (d) amplitude du spectre
de (a) et (b).

Pour l’excitation la plus faible F 1
max = 5 N (figure 2.16), la contribution

non linéaire est négligeable pour les deux modèles (M1) et (M3) : le spectre
de u3 est approximativement 50 dB plus faible que celui du déplacement li-
néaire u1. Dans le domaine temporel, les valeurs maximales des contributions
u1 et u3 sont maxt |u1| ≈ 0.9 mm et maxt |u3| < 0.012 mm, respectivement.
Dans ce cas, il est inutile d’utiliser un modèle non linéaire et les séries de
Volterra. En fait, (M1) et (M3) deviennent équivalents puisque leurs noyaux
linéaires sont égaux.

Pour F 2
max = 20 N (figure 2.17), les contributions non linéaires u3 com-

mencent à être significativement activées et ont des formes similaires pour les
deux modèles ((M1) et (M3)). Néanmoins, cette activation est légèrement
plus perceptible pour (M3) que pour (M1) : tandis que maxt |u1| ≈ 3.7 mm
(pour les deux modèles), maxt |u3| ≈ 0.5 mm pour (M1) et maxt |u3| ≈
0.8 mm pour (M3). D’un point de vue qualitatif, on peut observer sur le
spectre que les valeurs propres sont les mêmes pour les contributions linéaires
et non linéaires. Ceci est du au fait que la non-linéarité est impaire.
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Figure 2.17 – Idem figure 2.16 avec F 2
max = 10 N.
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Figure 2.18 – Idem figure 2.16 avec F 3
max = 40 N.
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Figure 2.19 – Idem figure 2.16 avec F 4
max = 160 N.

Pour le cas F 3
max = 40 N (figure 2.18), les contributions u1 et u3 ont des

amplitudes similaires (aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel) :
maxt |u1| ≈ 7.4 mm, maxt |u3| ≈ 3.84 mm pour (M1) et maxt |u3| ≈ 6.04 mm
pour (M3). En pratique, ce cas peut être vu comme la limite de la validité
de l’approximation en o(ǫ) et plus généralement de l’utilisation des séries de
Volterra tronquées.

Finalement, pour F 4
max = 160 N (figure 2.19), la contribution non li-

néaire u3 est plus importante que la contribution linéaire pour les deux mo-
dèles : maxt |u1| ≈ 29.5 mm, maxt |u3| ≈ 245.7 mm pour (M1) et maxt |u3| ≈
386.6 mm pour (M3). L’approximation n’est plus valide (cf. remarque sur la
convergence section 1.6.3).

Les estimations de la fréquence fondamentale (cf. [14]) font apparaître
des variations temporelles quand les contributions non linéaires sont signi-
ficatives. Mais, le transfert d’énergie des basses fréquences vers les modes
supérieurs du au contributions non linéaires est encore plus distinct : dans la
figure 2.18, les contributions linéaires et non linéaires ont des amplitudes si-
milaires pour les premiers modes (spectre), tandis que la partie non linéaire a
plus d’énergie que la réponse linéaire dans les fréquences médianes et hautes.
Ceci est clairement perceptible dans les sons synthétisés qui sont plus brillants
au début (avant l’amortissement). A fortiori, le transfert d’énergie est res-
ponsable des transitoires d’attaque en raison de son activation progressive
(cf. figures. 2.17 et 2.18 pour 0 ≤ t ≤ 0.2 s).

Ainsi, sur un « intervalle de fonctionnement » donné, les séries de Volterra
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peuvent être une alternative intéressante à des méthodes telles que, les modes
non linéaires qui sont limités à des excitations particulières, où la méthode
des éléments finis qui nécessite la résolution du modèle sur tout le domaine
Ω. Sans discrétisation spatiale, les séries de Volterra peuvent donner des
résultats intéressants à des ordres raisonnables.

2.8.2 Approximations d’ordre supérieur (N = 5)

Les figures 2.20 à 2.21 détaillent les contributions à l’ordre 5 pour le
modèle (M1) et complètent les figures 2.16 à 2.19.

0 0.5 1

−0.5

0

0.5

t (in s)

u n=
5 (m

m
)

(M1)

0 0.5 1

−0.5

0

0.5

t (in s)

su
m

 (m
m

)

200 400 600 800 1000

−120
−80
−40

0

f (in Hz)

dB

0 0.5 1

−2

0

2

t (in s)

u n=
5 (m

m
)

(M1)

0 0.5 1

−2

0

2

t (in s)

su
m

 (m
m

)

200 400 600 800 1000

−80

−40

0

+40

f (in Hz)

dB

Figure 2.20 – Simulation de (M1) pour F 1
max = 5 N etF 2

max = 20 N. De haut
en bas : (a) sortie de l’ordre 5 seule, (b) somme des contributions jusqu’à
l’ordre 5, et (c) amplitude du spectre (ordres 1, 3, et 5).

Ces résultats corroborent les observations faites pour l’ordre n = 3 : la
contribution à l’ordre 5 est négligeable pour F 1

max (maxt |u5| ≈ 9.6 10−5 mm),
plus faible que celle de l’ordre 3 pour F 2

max (maxt |u5| ≈ 0.01 mm), similaire
à celle de l’ordre 3 pour F 3

max (maxt |u5| ≈ 3.1 mm), et plus importante que
celle de l’ordre 3 pour F 4

max (maxt |u5| ≈ 3226 mm).
Les figures 2.20 et 2.21 montrent que la contribution à l’ordre 5 nécessite

une excitation plus importante pour apparaître, qu’à l’ordre 3. Le transfert
d’énergie des basses vers les hautes fréquences est plus important. Dans le
domaine temporel, cette contribution augmente plus lentement, augmentant
ainsi l’effet de « brillance » au début du son.
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Figure 2.21 – Idem figure 2.20 pour F 3
max = 40 N et F 4

max = 160 N.

2.9 Conclusion

Ce travail a présenté une application des séries de Volterra pour simuler
les vibrations non linéaires d’une corde. La méthode est efficace pour la syn-
thèse sonore (avec possibilité de temps réel) d’instruments à corde dont les
excitations peuvent être assez importantes. Cela a été illustré avec trois mo-
dèles, une ou plusieurs excitations localisées (une ou plusieurs entrées comme
présenté en annexe A.5), et une non-linéarité locale ou globale. Des identifi-
cations systématiques ont permis la construction de structures qui amènent à
une interprétation physique originale, et desquelles des algorithmes efficaces
ont été déduits. En effet, cela n’implique que des opérations élémentaires
sur des nombres flottants (sommes et produits sans boucle infinie), dont le
nombre peut être précisément calculé.

Cependant ce travail reste assez théorique et n’a pas vocation à être réa-
liste pour la synthèse sonore étant donnés les modèles étudiés (un degré de
liberté, contraintes et déformations unidimensionnelles). Il est en effet néces-
saire de prendre en compte les six degrés de liberté de la corde et les couplages
qui en résultent. C’est la raison pour laquelle un modèle tridimensionnel de
corde prenant en compte les ondes couplées doit être étudié pour le réalisme
de la synthèse sonore.
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Chapitre 3

Modèle de poutre de Reissner et

groupes de Lie

3.1 Introduction

La première partie de cette thèse a mis en évidence l’utilité des séries de
Volterra pour approximer à un ordre donné les non-linéarités d’un modèle
physique. Les modèles de Kirchhoff et Kirchhoff-Carrier ont permis de simuler
la variation de tension dans une corde à un degré de liberté et de percevoir
la variation de fréquence résultant de ce phénomène non linéaire.

La modélisation physique des instruments à cordes (au sens large : vio-
lon, piano, guitare, harpe...) fait apparaître des phénomènes beaucoup plus
complexes que ceux évoqués jusqu’à présent. Anand [4] et d’autres (cf. e.g.
[37], [45], [46] et [48]) ont travaillé sur la polarisation de la vibration de la
corde, c’est à dire l’observation de la trajectoire d’une section dans un plan
transverse à l’axe de la corde. Cette trajectoire dépend des deux déplace-
ments transverses, des rotations de la section, et de leurs couplages. De plus,
la synthèse sonore, d’un violon par exemple, nécessite la prise en compte de
l’excitation par l’archet, qui consiste (principalement) en une torsion impo-
sée.

Ces travaux nous indiquent les limites des résultats présentés aupara-
vant dans un objectif de synthèse sonore réaliste, et la nécessité de prendre
en compte la dynamique non linéaire d’une corde d’un point de vue tridi-
mensionnel. Le vocabulaire de la mécanique nous incite alors à utiliser le
terme « poutre », c’est à dire un solide dont deux dimensions sont faibles
par rapport à la troisième, mais dont les contraintes et déformations sont
tridimensionnelles, aucune ne pouvant être négligée a priori.

Une possibilité est l’utilisation du modèle de poutre de Reissner, considéré

62



comme une succession de sections rigides. Plusieurs possibilités de parara-
métrisation sont alors possibles. Nous verrons dans une première section une
présentation rapide des angles d’Euler et des groupes de Lie, et pourquoi ces
derniers sont choisis. Une deuxième partie présentera la cinématique du mo-
dèle de poutre. Puis l’équation d’équilibre sera établie grâce au principe de
Hamilton. Finalement, une réécriture nécessaire pour éviter des problèmes
numériques (résolution d’une équation à une seule variable) sera effectuée
dans la dernière section.

3.2 Exemple introductif : le solide rigide

Le modèle de poutre de Reissner consiste en un empilement corps rigides
qui peuvent donc être paramétrés par les angles d’Euler ou les groupes de
Lie. Cette section va présenter rapidement les deux approches.

3.2.1 Angles d’Euler

Une des méthode standard est l’expression de la rotation d’un solide par
les angles d’Euler qui décrivent la transformation d’une position A à une
position B de l’objet par trois rotations : par exemple, une rotation R1 autour
de z, R2 autour de x1 (nouvel axe x après la rotation R1), et R3 autour de
z2. Ces rotations s’écrivent sous la forme suivante :

R1(ψ) =




1 0 0
0 cos(ψ) − sin(ψ)
0 sin(ψ) cos(ψ)




R2(θ) =




cos(θ) − sin(θ) 0
sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1




R3(φ) =




1 0 0
0 cos(φ) − sin(φ)
0 sin(φ) cos(φ)


 .

La matrice de rotation RAB est définie par

RAB = R1(ψ)R2(θ)R3(φ)

=
[

cos(φ) − sin(φ) cos(θ) sin(φ) sin(θ)
cos(ψ) sin(φ) cos(ψ) cos(φ) cos(θ) − sin(ψ) sin(θ) − cos(ψ) cos(φ) sin(θ) − sin(ψ) cos(θ)
sin(ψ) sin(φ) sin(ψ) cos(φ) cos(θ) + cos(ψ) sin(θ) − sin(ψ) cos(φ) sin(θ) + cos(ψ) cos(θ)

]
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et la vitesse angulaire ω par

ω =




sin(φ) cos(θ) cos(φ) 0
cos(φ) sin(θ) − sin(φ) 0

cos(θ) 0 1





ψ̇

θ̇

φ̇


 = A(φ, θ)



ψ̇

θ̇

φ̇


 . (3.1)

Le calcul de l’équation d’équilibre va nécessiter la dérivation de l’énergie ci-
nétique et donc de la matrice A(φ, θ), ce qui va introduire des termes non
linéaires uniquement dus au paramétrage (non-linéarité extrinsèque). L’ex-
pression des non-linéarités sera composée de termes pouvant poser des diffi-
cultés de résolution numérique. Ainsi, par exemple, une singularité apparaît
pour les cas où la rotation est la matrice identité. En effet, une infinité de
combinaisons est possible pour les trois angles.

Nous allons donc nous intéresser à une autre paramétrisation dans le but
de simplifier l’écriture et le calcul des énergies du système.

3.2.2 Groupes de Lie

Pour une introduction aux groupes de Lie, le lecteur pourra se reporter à
l’annexe B et à la bibliographie ([33], [34], [36] et [47] entre autres).

L’équation d’équilibre d’un système peut être établie en écrivant l’éner-
gie dans un groupe de Lie. Les variables sont regroupées sous formes de
matrice dans la définition des éléments du groupe permettant d’obtenir des
expressions plus concises. De plus, la fonction exponentielle qui sera utilisée
(cf. annexe B.3) est une carte au voisinage de 0, contrairement aux angles
d’Euler.

Ainsi, la dynamique des solides rigides peut être exprimée à l’aide du
groupe de Lie SO(3), i.e., l’ensemble des matrices de rotation R de dimension
3 × 3 telles que RT = R−1 et det(R) = 1. Les vitesses de rotations sont les
éléments de la matrice antisymétrique Ω̂ = RT Ṙ qui appartient à l’algèbre
de Lie so(3). L’équation de la dynamique du système est alors l’équation
d’Euler-Poincaré (cf. par exemple [22] page 99)

JΩ̇ − ad∗(Ω)JΩ = W (3.2)

où, J est la matrice d’inertie du solide, Ω le pseudo-vecteur composé des trois
éléments de Ω̂ et W l’excitation. La définition du co-adjoint ad∗ est donnée
par l’équation (3.19).

L’équation (3.2) peut être obtenue en minimisant l’énergie cinétique du
solide

Ec =
1

2
ΩTJΩ.
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Il est également possible de trouver cette équation grâce au théorème de
Noether. Dans le cas du groupe SO(3), une quantité est conservée : le moment
cinétique (cf. [2] pages 285 et 319 par exemple).

Le modèle de poutre de Reissner ([42]) qui va être défini dans la prochaine
section a pour particularité d’être géométriquement exact. La cinématique a
une expression très concise prenant en compte les non-linéarités géométriques
ainsi que les couplages entre les degrés de liberté.

3.3 Le modèle de poutre de Reissner, hypo-
thèses géométriques et conditions aux li-
mites

Cette section présente les hypothèses du modèle de poutre de Reissner.
Une fois ces hypothèses formulées, la cinématique de la poutre sera exprimée
dans un groupe de Lie.

3.3.1 Géométrie

Une poutre de Reissner B est décrite comme un assemblage continu de
sections planes parfaitement rigides ([8], [42]). Ces sections sont indexées
par l’abscisse curviligne X ∈ [0, L]. Tous les déplacements de la poutre sont
définis par les six degrés de liberté de chaque section SX (trois en translation
et trois en rotation). La configuration de chaque section est exprimée dans
un repère orthonormé fixe (O, e1, e2, e3) (cf. figure 3.1). La poutre au repos
est rectiligne et a une section circulaire :

(i) La configuration de la poutre au repos B0 est telle que pour tout X ∈
[0, L], le centre de gravité GX de chaque section SX a pour coordonnées
(x1, x2, x3) = (X, 0, 0) et SX est orthogonale à l’axe (0, e1).

(ii) Les centres de gravité GX sont repérés par le vecteur translation−−−→
OGX = r(X, t) ∈ R3×1.

(iii) L’orientation de chaque section SX est finalement repérée par la
matrice de rotation R(X, t) qui décrit les trois rotations subies dans
l’espace. Ainsi, tout point M de coordonnées (X, Y, Z) dans la confi-
guration au repos B0 est repéré dans la configuration B(t) pour tout
(X, t) ∈ [0, L] × R+ par le vecteur

−−→
OM = x(X, t) = r(X, t) +R(X, t)w0(Y, Z), (3.3)

où w0(Y, Z) = Yw2+Zw3 ((GX ,w1,w2,w3) est la base liée à la section
SX).
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Grâce à l’hypothèse d’assemblage continu des section, les fonctions r et R
sont continues sur X ∈ [0, L]. Dans la suite de cette thèse, r et R seront
considérées comme des fonctions C2.

Du point de vue des déformations, une variable Γ = RT r′ représente
la traction/compression et le cisaillement, tandis que Π = RTR′ illustre
la torsion et la flexion. Cependant, il faut préciser que ce modèle ne peut
prendre en compte l’effet de Poisson (variation de la section due à la trac-
tion/compression) puisque les section sont supposées parfaitement rigides.

3.3.2 Expression dans SO(3) × R3

Le vecteur translation r est défini dans R3. La partie rotation de la ciné-
matique amène l’utilisation du groupe de Lie SO(3). En effet, l’ensemble

SO(3) = {R ∈ R3×3, RRT = 13, det(R) = 1}, (3.4)

est le groupe spécial orthonormal de dimension 3, il contient toutes les rota-
tions dans l’espace qui préservent l’orientation. Il s’agit d’un sous-groupe du
groupe orthonormal O(3) défini par

O(3) = {R ∈ R3×3, RRT = 13, det(R) = ±1}. (3.5)

L’équation 3.3 est donc exprimée dans SO(3) × R3. Dominique Primaut
a détaillé dans sa thèse [8] l’expression de la dynamique de la poutre de
Reissner dans cet ensemble.

Cependant, cette expression nécessite de travailler avec deux variables
sur deux groupes différents (SO(3) et R3) et par conséquent est composée
d’un système de deux équations à deux inconnues. Ce système, important
en nombre de termes, est difficile à manier avec les séries de Volterra. C’est
la raison pour laquelle, une formulation plus concise doit être trouvée. Cette
formulation sera écrite dans le groupe SE(3).

3.3.3 Expression dans SE(3)

Le groupe spécial euclidien est défini par :

SE(3) = {H =

[
R r
013 1

]
, R ∈ SO(3), r ∈ R3}. (3.6)

C’est un groupe de Lie qui peut être identifié à l’ensemble SO(3)×R3 décrit
précédemment (cf. [22]).
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M

Figure 3.1 – Position du point M de la poutre. La position de GX est définie
par le vecteur r. Dans cette section qui a subi une rotation R, le point M est
défini par le vecteur w0 = GXM .
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L’équation 3.3 peut alors se mettre sous la forme
[

x(X, t)
1

]
=

[
R(X, t) r(X, t)

013 1

] [
w0

1

]
(3.7)

= H(X, t)P (3.8)

où H est bien un élément de SE(3).

L’ensemble des éléments H de structure H =

[
R r
013 1

]
avec R ∈ SO(3)

et r ∈ R3, défini bien un groupe multiplicatif. En effet, il possède les proprié-
tés suivantes : fermeture (H1H2 est dans le groupe), associativité (H1(H2H3) =

(H1H2)H3), inverse (H−1 =

[
RT −RT r
013 1

]
appartient au groupe) et élément

identité (e = e−1 = 14).
Ce groupe est utilisé en robotique, car il est bien adapté à l’expression des

mouvements de corps rigides (translations et rotations). Le calcul des énergies
nécessaire à l’établissement de l’équation d’équilibre, nécessite le calcul des
variations temporelles (vitesses) et spatiales (déformations) des éléments H
du groupe.

L’algèbre associée se(3) permet de définir les vitesses et déformations :

T̂(X, t) = H(X, t)−1Ḣ(X, t) (3.9)

Ξ̂(X, t) = H(X, t)−1H ′(X, t) −H−1
0 (X)H ′

0(X), (3.10)

où H0(X) est la configuration de la poutre au repos. Pour une poutre recti-
ligne

H0(X) =

[
I XE1

0 1

]
. (3.11)

Pour des soucis de clarté, les arguments (X, t) seront omis dans la suite
de ce manuscrit. Le lecteur doit garder à l’esprit que les déplacements H,
les vitesses T et les déformations Ξ sont toujours définis pour une section
d’abscisse X à l’instant t.

T̂ est un opérateur transformant le vecteur T =

[
ω
v

]
en une matrice

carrée de dimension 4 :

T̂ =

[
ω̂ v
013 0

]
(3.12)

où ω̂ est une matrice carrée antisymétrique de dimension 3 élément de so(3)
(cf. section 3.2.2), représentant la vitesse angulaire et v un vecteur de vitesse
en translation de dimension 3.
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De même, Ξ (respectivement Ξ̂) est un vecteur de dimension 6 (resp. ma-
trice carrée de dimension 4) composée du vecteur torsion/flexion Π (resp. ma-
trice de torsion/flexion Π̂) et du vecteur de déformation Γ (traction/compression
et cisaillement) :

Ξ̂ =

[
Π̂ Γ
013 0

]
. (3.13)

Π et Γ sont définis en fonction du vecteur position r et de la matrice de
rotation R :

Π̂ = RTR′ (3.14)

Γ = RT r′. (3.15)

3.4 Établissement de l’équation d’équilibre, prin-
cipe de Hamilton

3.4.1 Équations d’équilibre du système conservatif

Le principe de Hamilton stipule que l’équation d’équilibre de la poutre a
un couple de solutions (T,Ξ) tel que δA =

∫ t2
t1

(δL(T,Ξ)+ δEext)dt s’annule.
L(T,Ξ) = Ec(T) − Ep(Ξ) est le lagrangien du système.

Pour la poutre de Reissner, ces énergies sont définies par (cf. démonstra-
tion en annexe D) :

Ec =

∫ L

0

1

2
TTJTdX, (3.16)

Ep =

∫ L

0

1

2
Ξ
TΣΞdX, (3.17)

et δEext l’énergie des forces extérieures définie par

δEext =
1

2
δθTW (X, t)T =

1

2
δθT

[
mT

fT

]
=

1

2
δθTΦ(X)f(t) (3.18)

où Φ =



φ1

...
φ6


.

Remarque 8
Grâce à la paramétrisation dans un groupe de Lie, il est facile de démontrer
que ce lagrangien est invariant par action à gauche. En effet, multiplions H
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à gauche par G, les variables T et Ξ deviennent

TG = (GH)−1 ˙GH

= H−1G−1GḢ

= H−1Ḣ = T

ΞG = (GH)−1(GH)′

= H−1G−1GH ′

= H−1H ′ = Ξ.

Car T et Ξ sont définis comme champs de vecteur invariants à gauche. Donc
toute définition reposant sur T et Ξ est invariante sous l’action du groupe.

Afin d’utiliser le principe de Hamilton, l’expression d’une petite variation
δEc et δEp des énergies cinétique et potentielle est nécessaire. Pour l’énergie
cinétique (la démarche est identique pour l’énergie potentielle) on a :

δEc =
1

2

∫ L

0

δTTJTdX,

Considérons une petite variation de H , définie par δH = eδθ. δT peut être
exprimé en fonction de δθ grâce à la relation T̂ǫ(X, t) = Hǫ(X, t)

−1Ḣǫ(X, t)

où Hǫ(X, t) = Heǫ
bδθ(X,t). Un développement de Taylor jusqu’à l’ordre 1 en ǫ

donne :

T̂ǫ(X, t) = T̂(X, t)+ǫ

(
˙̂δθ(X, t) + T̂(X, t)δ̂θ(X, t) − δ̂θ(X, t)T̂(X, t)

)
+o(ǫ2).

Dans l’algèbre de Lie se(3), le produit matriciel âb̂ − b̂â est la définition du
crochet de Lie [â; b̂]. Par conséquent :

̂δT(X, t) =
d

dǫ

∣∣∣
ǫ=0

T̂(X, t)ǫ = lim
ǫ→0

T̂(X, t)ǫ − T̂(X, t)

ǫ

= ˙̂δθ(X, t) +
[
T̂(X, t); δ̂θ(X, t)

]

δT(X, t) = δ̇θ(X, t) + adT(X,t)
(δθ(X, t)).

Remarque 9
Il s’agit d’un résultat exact puisque la dérivée de Lie inclut une limite avec ǫ
tendant vers zéro.

L’adjoint est l’expression sous forme pseudo-vectorielle du crochet de Lie
(cf. définition B.13). Cette notation sera utilisée dans la suite puisque les
énergies sont des scalaires exprimés grâce à des pseudo-vecteurs.
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Le co-adjoint ad⋆a(b) est le dual de l’adjoint, définit par le produit de
dualité (cf. [8, 36])

〈b, ad⋆a(
[
m
f

]
)〉 = 〈ada(b),

[
m
f

]
〉. (3.19)

Le co-adjoint représente l’action de l’algèbre de Lie sur son dual, son argu-
ment est homogène à un couple.

On a alors

δEc =
1

2

∫ L

0

−δθTad⋆T(JT) + δ̇θ
T
JTdX

δEp =
1

2

∫ L

0

−δθTad⋆H−1H′(ΣΞ) + δθ
′TΣΞdX.

La variation δA est donc définie par

δA =

∫ t2

t1

(δEc − δEp + δEext)dt

=

∫ t2

t1

∫ L

0

(
−δθTad⋆T(JT) + δ̇θ

T
JT
)

dX

−
∫ L

0

(
−δθTad⋆H−1H′(ΣΞ) + δθ

′TΣΞ

)
dX

+ δθTW (X, t)Tdt. (3.20)

En utilisant les conditions aux limites

W (0) =
[
m0 f0

]

W (L) =
[
mL fL

]
,

une intégration par partie est effectuée sur δ̇θ et δθ′

δA =

∫ t2

t1

[
−δθTΣΞ + δθTW T (X)

]L
0

+

∫ L

0

δθTad⋆H−1H′(ΣΞ) + δθTΣΞ
′ − δθTad⋆T(JT)

− δθTJṪ + δθTW (X, t)TdXdt.
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Les équations du mouvement sont alors

∀(X, t) ∈]0;L[×R+⋆,



JṪ − ΣΞ
′ = ad⋆

H−1H′(ΣΞ) − ad⋆T(JT) +W (X, t)T

ΣΞ(0, t) =

[
m0

f0

]

ΣΞ(L, t) =

[
mL

fL

] . (3.21)

L’équation (3.21) est une équation aux dérivées partielles sur H . Il y donc
une relation entre T et Ξ. En dérivant les définitions 3.9 et 3.10, on peut
montrer aisément que

T̂
′ − ˙̂

Ξ = T̂( ̂
Ξ +H−1

0 H ′
0) − ( ̂

Ξ +H−1
0 H ′

0)T̂ =
[
T̂; ̂

Ξ +H−1
0 H ′

0

]
. (3.22)

Remarque 10
Dans ce travail,les matrices J et Σ sont considérées comme constantes sous
l’hypothèse de section constante le long de la poutre, et d’homogénéité du
matériau (loi de comportement constante en espace et en temps). Ce sont
des matrices carrées de dimension 6 définies par

J =

[
J1 033

033 J4

]
= ρ




Iρ 0 0 0 0 0
0 Ia 0 0 0 0
0 0 Ia 0 0 0
0 0 0 A 0 0
0 0 0 0 A 0
0 0 0 0 0 A




(3.23)

et

Σ =

[
Σ1 033

033 Σ4

]
=




GIρ 0 0 0 0 0
0 EIa 0 0 0 0
0 0 EIa 0 0 0
0 0 0 EA 0 0
0 0 0 0 GA 0
0 0 0 0 0 GA



, (3.24)

avec :
– Ia = πR4

4
, moment d’inertie axial pour une section circulaire

– Iρ = 2Ia = πR4

2
, moment d’inertie polaire pour une section circulaire

– A, aire de la section
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– E, module de Young
– G, module de cisaillement.

Remarque 11
Il n’est pas envisageable d’appliquer les séries de Volterra au système (3.21)-
(3.22) de deux équations à deux inconnues. En effet l’équation (3.22) doit
être toujours vérifiée afin que les valeurs de T et Ξ obtenues dans l’algèbre
correspondent bien à un même élément H dans le groupe. Pour cette rai-
son, la résolution de cette équation doit être exacte, il n’est pas possible de
l’approximer par les séries de Volterra.

3.4.2 Ajout de l’amortissement

Une fois les équations d’équilibre définies, il est possible « d’ajouter » de
l’amortissement. L’amortissement est difficile à modéliser puisqu’il implique
de nombreux phénomènes à différentes échelles (frottement de l’air, viscosité
du matériau...). Dans ce travail, pour les besoins de la synthèse sonore, nous
utiliserons un modèle bien connu d’amortissement fluide (cf. [28]) avec un
coefficient issu de l’expérience en fonction des propriétés choisies (durée du
son...).

Soit le terme d’amortissement A(t) défini par

A(t) = aT

Ce terme sera ajouté au modèle conservatif (équation 3.21).
Les densités linéiques d’énergie cinétique et potentielle s’écrivent :

ec(X, t) =
1

2
T(X, t)T J(X)T(X, t) (3.25)

ep(X, t) =
1

2
Ξ(X, t)T ΣΞ(X, t) (3.26)

l’énergie totale est donc

E(t) =

∫ L

0

(
ec(X, t) + ep(X, t)

)
dX

=
1

2

∫ L

0

(
T(X, t)T J T(X, t) + Ξ(X, t)T ΣΞ(X, t)

)
dX.

La dérivée temporelle de l’énergie totale est de la forme (J et Σ étant des
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matrices diagonales définies positives)

Ė(t) =

∫ L

0

(
T(X, t)T J Ṫ(X, t) + Ξ(X, t)T Σ(X) Ξ̇(X, t)

)
dX

=

∫ L

0

[
T(X, t)T

(
ad⋆T(X,t)

(J(X)T(X, t)) + ad⋆H−1(X,t)H′(X,t)(Σ(X)Ξ(X, t))

+ Σ(X)∂XΞ(X, t)
)

+ Ξ(X, t)T Σ(X)
(
∂XT(X, t) − adT(X,t)

(Ξ(X, t))
)]

dX

− a

∫ L

0

T(X, t)TJ T(X, t) dX +

∫ L

0

T(X, t)TW (X, t) dX (3.27)

D’après l’équation 3.20, le premier terme du membre de droite de l’équation
3.27 est nul.

Les termes aux limites en X = 0 et X = L sont nuls pour des conditions
de Dirichlet ou de Neumann. On a donc finalement

Ė(t) = −a
∫ L

0

T(X, t)TJ(X)T(X, t) dX +

∫ L

0

T(X, t)TW (X, t) dX.

Ainsi, quand l’excitation W = 0, le système est conservatif (Ė = 0) si a est
nul, tandis qu’il est dissipatif (Ė < 0), si a est positif.

Les équations du mouvement sont alors

∀(X, t) ∈]0;L[×R+⋆,



JṪ + aT − ΣΞ
′ = ad⋆

H−1H′(ΣΞ) − ad⋆T(JT) +W (X, t)T

ΣΞ(0, t) =

[
m0

f0

]

ΣΞ(L, t) =

[
mL

fL

] .

La prochaine section consiste en un travail de réécriture nécessaire afin
de ne travailler que sur une seule variable u à la place de T et Ξ et ainsi ne
plus avoir de la contrainte d’une seconde équation.

3.5 Introduction d’une carte basée sur l’expo-
nentielle pour une étude locale

Comme mentionné dans la section précédente, l’expression finale de l’équa-
tion d’équilibre de la poutre de Reissner doit être ramenée à une équation à
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une inconnue. De plus, pour pouvoir être résolues par les séries de Volterra,
les non-linéarités doivent être de forme polynomiale.

La réécriture se fera en quatre étapes :
– Exprimer T et Ξ en fonction de u
– Exprimer diexp(û) avec û ∈ se(3) et i ∈ {1, 2} en fonction de djexp(α̂)

avec α̂ ∈ so(3) et j ∈ {1, 2, 3}
– Développer en série de Taylor les fonction sin et cos présentes dans les

expressions de djexp(α̂)
– Tronquer toutes les expressions à l’ordre 2 et isoler les termes linéaires

et non linéaires.
L’équation 3.21 est destinée à déterminer les vitesses et déformations de

la poutre de Reissner dans l’algèbre de Lie se(3). Cependant la deuxième
relation entre T et Ξ ne peut être approximée, l’application exponentielle
va être utilisée pour exprimer les éléments H (et par conséquent T et Ξ) en
fonction d’une seule variable u(X, t).

Les éléments H du groupe SE(3) peuvent être définis comme des dépla-
cements relatifs par rapport à H0 de la manière suivante (cf. figure 3.2) :

H(X, t) = ψX(u(X, t)) = H0(X)ebu(X,t) (3.28)

où ψX(u(X, t)) est la carte exponentielle locale entre R6 et le groupe (cf.

annexe B) autour du point d’équilibre H0, avec H0(X) =

[
13 XE1

0 1

]
∈

SE(3), et u(X, t) =

[
α(X, t)
β(X, t)

]
∈ se(3).

La réécriture du système (3.21) à (3.22) est réalisée grâce aux équations
3.9 et 3.10. En remplaçant H par son expression en u pour récrire T et Ξ,
apparaît la dérivée de l’exponentielle qui doit être définie.

Définition 15
Soient G1 et G2 deux groupes de Lie avec une fonction ψ telle que ∀g ∈
G1, ψ(g) ∈ G2. La différentielle trivialisée à gauche de la fonction ψ est
définie par (cf. [34]) :

dψ(g) = (Lψ(g)−1 ◦ ψ ◦ Lg)′(e). (3.29)

Soit dans notre cas ψ = exp, alors G1 est l’algèbre de Lie se(3) et G2 =
SE(3). La dérivée exp′u(η) de la fonction exponentielle au point u ∈ se(3)
appliquée à un vecteur η ∈ Tuse(3) ≃ se(3) (cf. annexe B) donne le vecteur
tangent au point exp(û) ∈ SE(3), vecteur qui appartient au plan tangent au
groupe SE(3) au point exp(û) i.e. Texp(bu)SE(3). Il est possible de redéfinir
cette dérivée en appliquant une rotation à gauche (cf. [35]), afin de revenir à
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u

η

v ψ′
u(v)

G1
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e

ψ

ψ(u)

L′
ψ−1(u)ψ

′
u(v)

dψ

g2g1

Figure 3.2 – La fonction ψ permet d’obtenir les coordonnées généralisées
u ∈ G1 de H = ψ(u) ∈ G2. η ∈ g1 est un vecteur de l’algèbre de Lie de G1.

l’élément neutre aussi bien dans le groupe que dans l’algèbre, ce qui permet
d’écrire (cf. figure 3.3)

dexp(u)η = dLexp(bu)−1(exp′u(η)). (3.30)

Les variables de l’équation (3.21) deviennent

T =

[
ω
v

]
= H−1Ḣ = exp(−û) ˙exp(û) = dexp(û)u̇ (3.31)

Ξ =

[
Π
Γ

]
= H−1H ′ −H−1

0 H ′
0 (3.32)

= exp(−û)exp′(û) + exp(−û)H−1
0 H ′

0exp(û) −H−1
0 H ′

0

= dexp(û)u′ + Ade−bu(H−1
0 H ′

0) −H−1
0 H ′

0.

Puis les dérivées de T et Ξ peuvent être calculées grâce à la formulation aux
ordres supérieurs présentée dans [34]

Ṫ =

[
ω̇
v̇

]
= dexp(u)ü+ (d2exp(û)u̇)u̇ (3.33)

Ξ
′ =

[
Π′

Γ′

]
= dexp(u)u′′ + (d2exp(û)u′)u′ + Ad′e−bu(H

−1
0 H ′

0). (3.34)
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se(3)

SE(3)

u

Lu
L′
uη = η

ηdexp(û)η

exp(û)

exp′u(η)

e

Lexp(bu)−1

exp(û)

Figure 3.3 – Illustration de l’opérateur dexp(u) : u est un point de l’al-
gèbre se(3) et η = u−1u′ un vecteur du plan tangent à l’algèbre en l’identité
Tese(3) ≃ se(3). La dérivée de l’exponentielle peut être exprimée grâce à
dexp(u)η.
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Ainsi les équations 3.21 à 3.21 deviennent :

∀X ∈]0;L[,

Jdexp(û)ü+ J(d2
exp(û)u̇)u̇

−Σdexp(û)u
′′ − Σ(d2

exp(û)u
′)u′ − ΣAd′e−bu(H

−1
0 H ′

0)

= ad∗dexp(bu)u′Σ
[
dexp(û)u

′ + Ade−bu(H−1
0 H ′

0) −H−1
0 H ′

0

]

−ad∗dexp(bu)u̇Jdexp(û)u̇+W, (3.35)

Σ
[
dexp(û(0, t))u

′(0, t) + Ade−bu(0,t)(H−1
0 H ′

0) −H−1
0 H ′

0

]
=

[
m0

f0

]
,(3.36)

Σ
[
dexp(û(L, t))u

′(L, t) + Ade−bu(L,t)(H−1
0 H ′

0) −H−1
0 H ′

0

]
=

[
mL

fL

]
.(3.37)

L’équation 3.22 est quant à elle vérifiée automatiquement par ce change-
ment de variable (cf. annexe C.4).

Afin d’obtenir une écriture plus simple, bien adaptée aux séries de Vol-
terra, les formules trigonométriques comprises dans les définitions de dnexp
(cf. annexe C.1) seront remplacées par le développement de Taylor jusqu’à
l’ordre 2 (cf. annexe C.2).

La simulation par les séries de Volterra étant tronquée à l’ordre 2, il est
possible d’effectuer le développement de Taylor des opérateurs contenus dans
ces matrices sans changer la qualité de l’approximation.

Multiplions l’équation 3.35 par dTexp(û). Elle peut être récrite sous la
forme :

A(u, ü) + B(u, u̇) + C(u, u′′) + D(u, u′) + F(u, u̇) = dT exp(û)W. (3.38)

où les cinq composantes de l’équation (3.38) sont définies par (détails en
annexe C.3) :

A(u, ü) = dTexp(û)Jdexp(û)ü ≃ A1ü+ A2(u)ü

B(u, u̇) = dTexp(û)J(d2
exp(û)u̇)u̇+ dTexp(û)ad

∗
dexp(bu)u̇Jdexp(û)u̇ ≃ B2(u̇)u̇

C(u, u′′) = −dTexp(û)Σdexp(û)u′′ ≃ C1u
′′ + C2(u)u

′′

D(u, u′) = −dTexp(û)Σ(d2
exp(û)u

′)u′

−dTexp(û)ad∗dexp(bu)u′Σ
[
dexp(û)u

′ + Ade−bu(H−1
0 H ′

0) −H−1
0 H ′

0

]

−dTexp(û)ΣAd′e−bu(H
−1
0 H ′

0)

≃ D1u
′ + D2(u

′)u′ + E2(u, u
′)

F(u, u̇) = adTexp(û)Jdexp(û)u̇ ≃ F1u̇+ F2(u)u̇
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3.6 Conclusion

Ce chapitre a permis d’établir l’équation d’équilibre d’une poutre de
Reissner dans un groupe de Lie en respectant les contraintes imposées par les
séries de Volterra. Le groupe SE(3) a été préféré à SO(3) × R3 permettant
de ne travailler que sur une seule variable H contenant tous les degrés de
libertés (rotations et translations).

L’équation a été établie dans l’algèbre de Lie se(3) permettant d’avoir
une écriture concise et de travailler dans un espace vectoriel, la résolution de
l’équation consistera en la variable u à partir de laquelle les vitesses T et les
déformations Ξ peuvent être retrouvées. Puis l’utilisation du changement de
variable (3.28) permettra de repasser de l’algèbre au groupe et ainsi retrouver
les valeurs des degrés de liberté pour chaque section d’abscisse curviligne X
et à chaque instant t.

Grâce aux développements effectués, il est maintenant possible de calculer
les noyaux de Volterra du système (3.38) afin d’identifier une structure de
simulation, ce sera l’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 4

Application des séries de Volterra

dans l’algèbre de Lie se(3)

4.1 Propriétés et opérateurs applicables aux noyaux
de Volterra vectoriels

Définition

Un système causal (au sens des automaticiens) d’entrée f , de sortie u (cf.
figure 4.1) est décrit par une série de Volterra de noyaux {hn}n∈N∗ si

∀t ∈ R+, u(t) =

∞∑

n=1

∫

(R+)n
hn(τ1:n)f(t− τ1) . . . f(t− τn)dτ1:n, (4.1)

avec la notation (τ1:n) = (τ1, τ2, . . . , τn) et dτ1:n = dτ1 dτ2 . . . dτn.

{hn}f(t) u(t)

Figure 4.1 – Système d’entrée f et de sortie u décrit par une série de Volterra
de noyaux {hn}n∈N∗ .

L’équation (4.1) peut être interprétée comme suit : pour n = 1 le terme
est la convolution linéaire standard telle que h1 est la réponse impulsionnelle
de la contribution linéaire. Pour n = 2 le terme introduit une contribution
quadratique de f sur la sortie u. Plus généralement, le n-ième terme est
associé à une non-linéarité homogène d’ordre n.

De plus, comme dans le cas linéaire, des fonctions de transfert généra-
lisées Hn(s1:n) peuvent être définies comme la transformée de Laplace des
réponses impulsionnelles généralisées hn(τ1:n) (où (s1:n) = (s1, . . . , sn) sont
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les variables de Laplace). Pour un système amorti (i.e. stable) causal, elles
sont définies par

∀(s1:n)∈D⊃
(
C+

0

)n
, Hn(s1:n) =

∫

(R+)n
hn(τ1:n) e−(s1τ1+...+snτn)dτ1:n,

où D est le domaine de définition et C+
0 est l’ensemble des nombres com-

plexes à partie réelle strictement positive (cf. [3, (29.1.2)] et [21] pour plus
de détails).

Afin d’appliquer les séries de Volterra au modèle, des lois d’interconnexion
seront utilisées, plus de détails à propos de ces lois et des propriétés des séries
de Volterra peuvent être trouvés dans [29].

4.1.1 Lois d’interconnexion

Les lois d’interconnexion suivantes seront utiles pour résoudre le modèle.
Considérons deux séries de Volterra de noyaux {an}n∈N∗ et {bn}n∈N∗ . Les
systèmes d’entrée f et de sortie u définis respectivement dans les figures 4.2,
4.3 et si bn = 0 pour n ≥ 2, dans la figure 4.4 sont toujours décris par des
séries de Volterra. Leurs noyaux {cn}n∈N∗ sont déterminés dans le domaine
de Laplace par, respectivement ([21, p. 34,35]),

Cn(s1:n) = An(s1:n) +Bn(s1:n), (4.2)

Cn(s1:n) =

n−1∑

p=1

Ap(s1:p)Bn−p(sp+1:n), (4.3)

Cn(s1:n) = An(s1:n)B1(ŝ1:n), (4.4)

avec la notation ŝ1:n = s1 + ... + sn.
Considérons Fn et Gn deux systèmes de Volterra vectoriels de même di-

mension. Le produit vectoriel de ces deux systèmes peut être récrit comme
un noyau équivalent

Hn =
n−1∑

p=1

Fp ∧Gn−p.

De même, si An et Bn sont deux systèmes de Volterra matriciels (de
dimensions respectives, i × j et j × k), le produit matriciel a pour noyau
équivalent

Hn =
n−1∑

p=1

ApBn−p.
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4.1.2 Opérateurs de transformation vecteur/matrice

Considérons x =



x1

x2

x3


, x̂ est une matrice anti-symétrique définie par

x̂ =




0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0


 .

Dans l’algèbre de Lie se(3) cet opérateur permet d’écrire un produit vectoriel
comme un produit matriciel

x̂ ∧ y = [x̂; ŷ] = x̂ŷ − ŷx̂.

{an}

{bn}

f(t)

ua(t)

ub(t)

ua(t)+ub(t)=u(t)

Figure 4.2 – Interconnexion : somme des sorties.

{an}

{bn}

f(t)

ua(t)

ub(t)

ua(t) ub(t)=u(t)

Figure 4.3 – Interconnexion : produit des sorties.

{an} b1
(linéaire)

f(t) u(t)

Figure 4.4 – Interconnexion : cascade d’un système de Volterra avec un
système linéaire.

4.2 Équation des noyaux

Les séries de Volterra sont appliquées à l’équation d’équilibre établie dans
l’algèbre de Lie.
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L’entrée du système est une force d’excitation f(t) répartie sur une dis-
tribution spatiale Φ(X) ∈ R6×1 (cf. équation (3.18)).

La sortie du système est le vecteur u(X, t) =

[
α(X, t)
β(X, t)

]
i.e. un pseudo-

vecteur dans l’algèbre de Lie se(3). Ainsi, les noyaux de Volterra h(X)
n du

système seront des vecteurs de dimension 6.

{h(X)
n }f(t) u(X, t)

Figure 4.5 – Système d’entrée f et vecteur de sortie u décrit par une série
de Volterra {hn}n∈N∗.

Le système annulateur de la figure 4.6 représente l’équation 3.38 où u est
définit par 4.1.

En utilisant le bloc-diagramme équivalent, l’équation des noyaux est éta-
blie en utilisant les lois d’interconnexion (cf. sections 1.3 et 1.4, [29]), i.e.
wa(X, t) + wb(X, t) + wc(X, t) = 0.

Cette équation peut être exprimée dans le domaine de Laplace :

ŝ1:n
2A1H

(X)
n (s1:n)+D1

∂H(X)
n (s1:n)

∂X
+C1

∂2H(X)
n (s1:n)

∂X2
+ŝ1:nF1H

(X)
n (s1:n) = E(X)

n (s1:n)

(4.5)
avec le terme de droite (partie non linéaire, définie grâce aux lois d’intercon-
nexion) défini par :

E(X)
n (s1:n) = Φn(X)δ1,n −

n−1∑

p=1

[
ŝ1:n

2
[
A2(H

(x)
p )H(x)

n−p + B2(H
(x)
p )H(x)

n−p

]
(4.6)

+C2(H
(x)
p )H(x)′′

n−p + D2(H
(x)′

p )H(x)′

n−p + E2(H
(x)
p ,H(x)′

n−p) − G1(H
(x)
p )Φ1(X)

]

Les conditions aux limites d’une poutre encastrée imposent un déplace-
ment nul et par conséquent une vitesse nulle aux extrémités de la poutre
X ∈ {0, 1}. Les déformations étant nulles également on a

u(1, t) = u(0, t) =

[
031

031

]
. (4.7)

4.3 Projection modale

Le problème linéaire (équation 4.5 pour n = 1) peut être décomposé sur
une base orthogonale de 6 composantes (une pour chaque composante de
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a©

{h(X)
n }

∂
∂t

∂
∂t

∂
∂X

∂
∂X

dTexp(.)

A1
∂2

∂t2
+ D1

∂
∂X

+ C1
∂2

∂X2 + F1
∂
∂t

A2

B2

C2

D2

F2

−Φ(X)

f(t)

u(X, t) wa(X, t)

wba(X, t)

wbb(X, t)

wbc(X, t)

wbd(X, t)

wbf(X, t)

−dexpT (û)Φ(X) f(t) = wc(X, t)

0

(Va)

(Vb)

(Vc)

≡

b©

{
a

(X)
n

}

{
b
(X)
n

}

{
c
(X)
n

}

f(t)

wa(X, t)

wb(X, t)

wc(X, t)

0

Figure 4.6 – Bloc-diagrammes équivalents représentant l’équation (3.38).
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u(X, t)) définie par le vecteur :

ek(X) =

[
Ek
Ek

]
,

avec

Ek(X) = exp(
−D1C−1

1

2
)

√
2

L
sinh(

ikπX

L
)
[

131

]
(4.8)

qui satisfait les conditions aux limites.
Considérons un produit scalaire sur L2(Ω) où ∀(f, g) ∈ (L2(Ω))2 vecteurs

de dimension 6, 〈f, g〉 =
∫
Ω
diag(f(X))g(X)dX. Un noyau H(X)

n (s1:n) peut
être défini par :

H(X)
n (s1:n) =

∑

k∈N

diag(H[k]
n (s1:n))ek(X) (4.9)

où H[k]
n =

〈
H(X)
n , ek

〉
.

Remarque 12
La propriété suivante est requise pour écrire l’expression de E

[k]
n : ∀A ∈

R3, α ∈ R3,
〈

̂(diag(α)El)diag(A)Em, Ek
〉

= diag(〈diag(El)Em, Ek〉)α̂A. Une

conditions suffisante est que les trois composantes du vecteur Ei(X) sont
égales ∀i ∈ N∗ (cf. définition (4.8)).

La projection de l’équation 4.5 sur ek donne le résultat suivant :

(ŝ1:n
2A1 + ŝ1:nF1)

〈
H(X)
n , ek

〉
+ D1

〈
∂H(X)

n

∂x
, ek

〉
+ C1

〈
∂2H(X)

n

∂x2
, ek

〉
=

〈
E(X)
n , ek

〉

(ŝ1:n
2A1 + ŝ1:nF1)H

[k]
n + D1

〈
H(X)
n ,

∂e
(X)
k

∂x

〉
+ C1

〈
H(X)
n ,

∂2e
(X)
k

∂x2

〉
= E[k]

n

(ŝ1:n
2A1 + ŝ1:nF1 + µkD1 + νkC1)H

[k]
n = E[k]

n

Qk(ŝ1:n)H
[k]
n = E[k]

n

avec µk = diag(
〈
diag(ek),

∂ek
∂x

〉
) et νk = diag(

〈
diag(ek),

∂2ek
∂x2

〉
),

E(k)
n (s1:n) = Φ

[k]
n δ1,n

−
n−1∑

p=1

∑

(k1,k2)∈N⋆2

[
λkk1,k2 ŝ1:n

2
[
A2(H

[k1]
p )H[k2]

n−p + B2(H
[k1]
p )H[k2]

n−p

]

+σkk1,k2C2(H
[k1]
p )H[k2]

n−p + ǫkk1,k2D2(H
[k1]
p )H[k2]

n−p + γkk1,k2E2(H
[k1]
p ,H[k2]

n−p)

−G1(H
[k1]
p )Φ

[k2]
1 (X)

]
, (4.10)
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et

λkk1,k2 = diag(〈diag(ek1)ek2, ek〉)
ǫkk1,k2 = diag(

〈
diag(e′k1)e

′
k2
, ek
〉
)

γkk1,k2 = diag(
〈
diag(ek1)e

′
k2
, ek
〉
)

σkk1,k2 = diag(
〈
diag(ek1)e

′′
k2
, ek
〉
)

4.4 Structure de simulation

Comme montré dans la section 2.4.3, les expressions (4.9) et (4.10) peuvent
être récrites grâce à la définition d’ensembles d’arbres afin de réorganiser la
combinatoire.

4.4.1 Arbres
Théorème 6
Soit E l’ensemble des arbres pleins binaires définis par ∀n ∈ N⋆,

E1 = N⋆ (4.11)

En =
⋃

p1+p2=n
(p1,p2)∈N⋆

{t = (t1, t2) ∈ Ep1 × Ep2}, (4.12)

où k(t) = t si n = 1 et k(t) = k(t1) + k(t2) si n ≥ 2. Alors, les noyaux H
(X)
n

peuvent être définis par :

∀n ∈ N⋆, ∀X ∈ [0;L], H(X)
n =

∑

t∈En

Htek(t) (4.13)

avec si n = 1
Ht = Q−1

k(t)Φk(t)

et si n = 2

Ht = (ŝ1:n
2A1 + ŝ1:nF1 + µD1 + νC1)

−1

[
λ

k(t)
k(t1),k(t2)ŝ1:n

2 [A2(Ht1)Ht2 + B2(Ht1)Ht2 ]

+ σ
k(t)
k(t1),k(t2)C2(Ht1)Ht2 + ǫ

k(t)
k(t1),k(t2)D2(Ht1)Ht2 + γ

k(t)
k(t1),k(t2)E2(Ht1 ,Ht2)

− G1(Ht1)Φk(t2)(X)

]
.
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4.4.2 Structure de simulation

Récrivons l’équation (4.10) sous la forme

E(k)
n (s1:n) = Φ

[k]
n δ1,n −

n−1∑

p=1

∑

(k1,k2)∈N⋆2

ρ
[k]
p,n−p,k1,k2

(H[k1]
p ,H[k2]

n−p,Φ
[k2]
1 ), (4.14)

on a alors pour n = 2

E(k)
2 (s1, s2) =

∑

(k1,k2)∈N⋆2

ρ
[k]
1,1,k1,k2

(H[k1]
1 ,H[k2]

1 ,Φ
[k2]
1 ). (4.15)

En appliquant la méthode présentée section 2.5, il est possible de déterminer
la structure de simulation des deux premiers noyaux. La figure 4.7 présente la
structure de simulation jusqu’à l’ordre 2. Comme représenté dans la figure 4.8,
chaque mode dépend de tous les modes en fonction du coefficient ρ[k]

t1,t2,k(t1),k(t2)

qui est une fonction de λk(t)
k(t1),k(t2), ǫ

k(t)
k(t1),k(t2), γ

k(t)
k(t1),k(t2) et σk(t)

k(t1),k(t2).

BASE

f(t)

Φ
[1]

Φ
[k]

Φ
[K]

Q1 Q1

QkQk

QKQK

u
[1]
1 (t)

u
[k]
1 (t)

u
[K]
1 (t)

Bloc
(Tw)

e1(x)

ek(x)

eK(x)

u
[1]
2 (t)

u
[k]
2 (t)

u
[K]
2 (t)

u2(x,t)

(contribution linéaire, n = 1)(contribution linéaire, n = 1)

Figure 4.7 – Bloc-diagramme d’une simulation en o(ǫ2) de la poutre de
Reissner avec K modes. Chaque sortie u[k]

2 (t) du bloc (Tw) est une combi-
naison linéaire des produits (u

[k1]
1 (t) u

[k2]
1 (t)).

La variable u calculée, il ne reste qu’à revenir dans le groupe de Lie
pour calculer les éléments H(X, t) contenant les degrés de liberté de chaque
section. Pour ce faire, l’équation (3.28) est utilisée grâce à la définition de
l’exponentielle dans SE(3)

ebu =

[
ebα Av
013 1

]
, (4.16)
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PSfrag

u
[1]
1 (t)

u
[k]
1 (t)

u
[K]
1 (t)

u
[1]
2 (t)

u
[k]
2 (t)

u
[K]
2 (t)

∑
(k1,k2)∈N⋆2

ρ
[1]
1,1,k1,k2

(u
[k1]
1 , u

[k2]
1 ,Φ

[k2]
1 )

∑
(k1,k2)∈N⋆2

ρ
[k]
1,1,k1,k2

(u
[k1]
1 , u

[k2]
1 ,Φ

[k2]
1 )

∑
(k1,k2)∈N⋆2

ρ
[K]
1,1,k1,k2

(u
[k1]
1 , u

[k2]
1 ),Φ

[k2]
1 )

Figure 4.8 – Détail du bloc Tw.

avec l’exponentielle dans SO(3) calculée grâce à la formule de Rodrigues

ebα = I +
α̂

||α|| sin ||α||+ α̂2

||α||2 (1 − cos ||α||),

et

A = dexpT (α̂) = I +
α̂

||α||2 (1 − cos ||α||) +
α̂2

||α||3 (||α|| − sin ||α||).

4.5 Conclusion

Ce chapitre a mis en valeur la relative simplicité de l’application des
séries de Volterra à la dynamique de la poutre de Reissner, la démarche
est quasiment identique à celle utilisée dans le chapitre 2. La simulation de
cette structure n’a pas encore été réalisée. Une fois implémentée, les valeurs
obtenues devront être corrélées. Il sera intéressant de qualifier et quantifier
l’apport de cette non-linéarité quadratique (troncature de la série à l’ordre
2), du point de vue des couplages entre les degrés de liberté, de l’influence
de l’excitation (degré de liberté où elle est appliquée), ou du résultat perçu
par l’auditeur de la synthèse (contenu spectral, forme d’onde du transitoire
d’attaque...).
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Chapitre 5

Vers un formalisme en noyaux de

Green-Volterra

5.1 Introduction

Les travaux présentés dans le cadre de cette thèse ont tous pour point
commun, une condition particulière sur l’excitation du système. En effet, les
chapitres 2 et 3 ont présenté un modèle excité par un nombre fini d’entrées
u(t) indépendantes de l’espace. A l’avenir il serait intéressant de travailler
sur des excitations de la forme u(x, t) ce qui permettrait de généraliser les
excitations appliquées au système (plusieurs forces en plusieurs endroits, pro-
blèmes de contact...). Pour les problèmes linéaires, le formalisme de Green
répond à ce problème (cf. [6] par exemple).

Ce chapitre présente une approche de ce problème où l’excitation est
définie par une fonction à variables non séparables (i.e. u(x, t) 6= φ(x)f(t))
pour des systèmes non linéaires que l’on sait approximer à l’aide des séries de
Volterra. L’équation des noyaux baptisés « de Green-Volterra » sera établie
pour les deux modèles de cordes présentés dans la section 2.2.1. Pour ce faire
trois méthodes de représentation seront utilisées, la représentation d’état, la
représentation d’Huygens, et les guides d’ondes. Dans chaque cas, les noyaux
seront établis pour des conditions aux limites à l’infini (Sommerfeld) et pour
des conditions de Dirichlet appliquées à un système borné. La méthode des
images sera présentée pour calculer le calcul des noyaux d’un système borné,
connaissant les noyaux du système équivalent à l’infini. Enfin, un tableau
récapitulatif présentera tous les expressions obtenues, équivalentes.
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5.2 Vers des noyaux de Green-Volterra

5.2.1 Introduction

Afin de prendre en compte les non-linéarités spatiales de la dynamique
d’un solide (par exemple : contact), il est nécessaire d’utiliser des noyaux
de Volterra instationnaires en espace. Ces noyaux seront définis comme des
noyaux de Green-Volterra dans le sens, où ils respecteront l’équation linéaire à
résoudre (pour tout ordre n) quand l’excitation est définie par une impulsion
spatiale.

5.2.2 Formalisme de Green : rappels

Considérons un modèle de corde linéaire S soumis à une force d’excitation
f(x, t) et gouverné par

mÿ(x, t) − T
∂2y

∂x2
(x, t) = f(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω × R+⋆ (5.1)

y(x, 0) = 0 y(0, t) = y0

ẏ(x, 0) = 0 y(L, t) = yL

où y est le déplacement transverse de la corde.

Définition 16
La solution de l’équation (5.1) est définie par

y(x, t) =

∫

Ω

∫

R+⋆

G(x, t, ξ, τ)f(ξ, τ)dτdξ

où G est la fonction de Green du système. Il s’agit d’une solution particulière
du problème pour f(x, t) = δ(x− x0)δ(t − t0) (une impulsion au point x0 à
l’instant t0),

mG̈(x, t, x0, t0) − T
∂2G

∂x2
(x, t, x0, t0) = δ(x− x0)δ(t− t0). (5.2)

Le formalisme de Green consiste à utiliser le principe de superposition
pour exprimer une solution y pour f quelconque, comme une combinaison
linéaire de G, la solution particulière si f est une impulsion.

Pour les systèmes d’ordre 2, un exemple de calcul de fonction de Green est
donné dans l’annexe A.1 en utilisant la représentation d’état dans le domaine
de Laplace.

90



Application au problème linéarisé (ǫ = 0)

On considère le problème de la corde de Kirchhoff linéarisé (équation
d’équilibre sur le déplacement)

ü(x, t) − ∂2u

∂x2
(x, t) = f(x, t), (5.3)

où u(x, t) est le déplacement transverse de la corde, f(x, t) est une excitation
distribuée de type force, avec pour conditions aux limites ∀t > 0, u(0, t) =
u(1, t) = 0 et ∀x ∈ [0; 1], u(x, 0) = 0.

Forme d’Euler-Lagrange

Après le changement de variable p = u̇, q = ∂u
∂x

, l’équation (5.3) devient

ṗ(x, t) − ∂q

∂x
(x, t) = f(x, t)

∂p

∂x
= q̇

∀t > 0, p(0, t) = p(1, t) = 0

∀x ∈ [0; 1], p(x, 0) = q(x, 0) = 0

Forme matricielle On définit p = u̇, q = ∂u
∂x

et X = [q, p]t de sorte que
(5.3) devient

Ẋ = A
∂X

∂x
+Bf,

A =

[
0 1
1 0

]
,

B = [0, 1]t,

et

∀t > 0, p(0, t) = p(1, t) = 0

∀x ∈ [0; 1], p(x, 0) = q(x, 0) = 0

Changement d’état : ondes découplées progressives du système li-
néarisé

Ce système de deux équations à deux inconnues peut s’écrire sous la forme
de deux équations d’ondes planes, découplées. Le changement de variable
(q, p) → (q+, q−)
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q+ = 1
2
(p+ q) q = q+ + q−

q− = 1
2
(−p + q) p = q+ − q−

permet d’obtenir un système d’équations grâce auquel peut être calculée la
fonction de Green pour une représentation en guide d’onde :

q̇+(x, t) − ∂q

∂x

+

(x, t) =
1

2
f(x, t)

−q̇−(x, t) − ∂q

∂x

−

(x, t) =
1

2
f(x, t)

∀t > 0, q+(0, t) − q−(0, t) = q+(1, t) − q−(1, t) = 0

∀x ∈ [0; 1], q+(x, 0) = q−(x, 0) = 0

Forme matricielle Les valeurs propres de A dans l’équation (5.4) sont +1
et −1 et deux vecteurs propres associés sont 1

2
[1, 1]t et 1

2
[1,−1]t. Soit Z = PX

où la matrice de passage P et son inverse sont données par

P =
1

2

[
1 1
1 −1

]
, P−1 =

[
1 1
1 −1

]
.

(5.4) devient

Ż = A∂Z
∂x

+ Bf,

A =

[
+1 0
0 −1

]
,

B =
1

2
[1,−1]t.

Les conditions temporelles et spatiales (5.4) et (5.4) sont

∀t > 0, CZ(x = 0, t) = CZ(x = 1, t) = 0 avec C = [1,−1]

∀x ∈ [0; 1], Z(x, t = 0) = [0, 0]t.

5.2.3 Noyaux instationnaires

L’équation (1.32) présentée dans la section 1.3 est un cas particulier,
utilisé jusqu’à présente dans le cadre de cette thèse, de la définition de la
sortie d’un système représenté par une série de Volterra. En effet, jusqu’à
maintenant les noyaux du systèmes étaient considérés comme stationnaires,
i.e. invariants en temps et en espace.
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De manière plus générale on peut écrire (cf. section 1.6.1)

u(x, t) =
∑

n∈N∗

∫

(Ω×R+)n
hn(x, t; ξ, τ)f(ξ1, τ1) . . . f(ξn, τn)dξ1dt1 . . .dξndτn

où les hn(x, t; ξ, τ) sont des noyaux de Volterra instationnaires, i.e. des noyaux
représentant le système qui dépendent du temps et de l’espace.

Les noyaux hn peuvent être vus comme des opérateurs spatio-temporels
(intégraux) qui agissent sur l’entrée (distribuée) qui construisent la compo-
sante non linéaire de degré n de la solution.

Remarque 13
h1 est à ce titre une fonction de transfert pour la partie temporelle et une
fonction de Green pour la partie spatiale (cf. section 5.2.2).

Soient hn(x, t; ξ, τ) les noyaux du système causal d’entrée f et de sortie
Z.

Le problème étant stationnaire par rapport au temps, on s’intéresse aux
noyaux convolutifs sur la variable temporelle qu’on note hn avec

hn(x, t; ξ, τ) = hn(x; ξ, t− τ)

Enfin, on note Hn(x; ξ, s) la transformée de Laplace de τ 7→ hn(x; ξ, τ).

Définition 17
Soit u la solution pour l’excitation f . Soit Tx,t la translation spatio-temporelle
de vecteur xex + tet. Le problème est invariant dans le temps si T0,tu est la
solution pour l’excitation T0,tf et dans ce cas, il existe h̃n tel que

hn(x, t, ξ1:n, τ1:n) = h̃n(x; ξ1:n, t− τ1:n)

Idem pour l’invariance en espace.

5.2.4 Proposition d’une extension d’un formalisme de
Green-Volterra

Dans le cadre de ce manuscrit, le système est stationnaire en temps et
non stationnaire en espace, en effet, la translation spatiale est non invariante
(sauf cas particuliers de système infinis) (cf. section 1.6.1).
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Problème posé et formulation

On se place sur l’espace-temps r = (x, t) ∈ Ω × R+

On considère le problème de la corde de Kirchhoff (équation d’équilibre
sur le déplacement, cf. section 2.2)

ü(x, t) − ∂2u

∂x2
(x, t) = ǫ

(∫ 1

0

(∂u
∂x

(x, t)
)2

dx

)
∂2u

∂x2
(x, t) + f(x, t), (5.4)

où u(x, t) est le déplacement transverse de la corde, f(x, t) est une excitation
distribuée de type force, avec pour conditions aux limites ∀t > 0, u(0, t) =
u(1, t) = 0 et ∀x ∈ [0; 1], u(x, 0) = 0.

Forme d’Euler-Lagrange

Après le changement de variable p = u̇, q = ∂u
∂x

, l’équation (5.3) devient

ṗ(x, t) − ∂q

∂x
(x, t) = ǫ

∫ 1

0

q2(x, t)dx
∂q

∂x
(x, t) + f(x, t)

∂p

∂x
= q̇

∀t > 0, p(0, t) = p(1, t) = 0

∀x ∈ [0; 1], p(x, 0) = q(x, 0) = 0

Forme matricielle On définit p = u̇, q = ∂u
∂x

et X = [q, p]t de sorte que
(5.3) devient

Ẋ = A
∂X

∂x
+N(X,X)

∂X

∂x
+Bf,

A =

[
0 1
1 0

]
,

N(X, Y ) = ǫ

∫ 1

0

XT (x, t)

[
1 0
0 0

]
Y (x, t)dx

([
0 0
1 0

])
,

B = [0, 1]t,

et

∀t > 0, p(0, t) = p(1, t) = 0

∀x ∈ [0; 1], p(x, 0) = q(x, 0) = 0
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Changement d’état : ondes découplées progressives du système li-
néarisé

Ce système de deux équations à deux inconnues peut s’écrire sous la forme
de deux équations d’ondes planes, découplées pour leur parties linéaire. Le
changement de variable (q, p) → (q+, q−)

q+ = 1
2
(p+ q) q = q+ + q−

q− = 1
2
(−p + q) p = q+ − q−

permet d’obtenir un système d’équations grâce auquel peuvent être calculés
les noyaux de Green-Volterra pour une représentation en guide d’onde :

q̇+(x, t) − ∂q

∂x

+

(x, t)

=
1

2
ǫ

∫ 1

0

(q+(x, t) + q−(x, t))2dx
∂(q+(x, t) + q−(x, t))

∂x
+

1

2
f(x, t)

−q̇−(x, t) − ∂q

∂x

−

(x, t)

=
1

2
ǫ

∫ 1

0

(q+(x, t) + q−(x, t))2dx
∂(q+(x, t) + q−(x, t))

∂x
+

1

2
f(x, t)

∀t > 0, q+(0, t) − q−(0, t) = q+(1, t) − q−(1, t) = 0

∀x ∈ [0; 1], q+(x, 0) = q−(x, 0) = 0

Forme matricielle L’équation 5.5 devient

Ż = A∂Z
∂x

+ ρ(Z,Z)N
∂Z

∂x
+ Bf,

A =

[
+1 0
0 −1

]
,

ρ(Y, Z) =

(∫ 1

0

Y (x, t)t
[

1 1
1 1

]
Z(x, t)dx

)
,

N =
ǫ

2

[
1 1
−1 −1

]
,

B =
1

2
[1,−1]t.

Les conditions temporelles et spatiales (5.5) et (5.5) sont

∀t > 0, CZ(x = 0, t) = CZ(x = 1, t) = 0 avec C = [1,−1]

∀x ∈ [0; 1], Z(x, t = 0) = [0, 0]t.
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5.2.5 Équation des noyaux pour un système infini

Soit problème de la corde de Kirchhoff-Carrier (équation d’équilibre sur
le déplacement) avec développement de la racine carrée jusqu’à l’ordre 3 (cf.
sections 2.2 et 2.7).

ü(x, t) − ∂2u

∂x2
(x, t) =

∂ǫ(∂u
∂x

3
)

∂x
+ f(x, t), (5.5)

où u(x, t) est le déplacement transverse de la corde, f(x, t) est une excitation
distribuée de type force. Les conditions aux limites de Sommerfeld sont appli-
quées, stipulant qu’il n’y pas d’énergie en provenance de l’infini. La condition
initiale est u(x, 0) = 0.

Cas 1

L’équation des noyaux du système 5.5 dans le domaine de Laplace est (cf.
section 2.3)

ŝ2Hn(x; ξ, s) −
∂2Hn(x; ξ, s)

∂x2
= En(x; ξ, s), (5.6)

avec

E1 = δ(x− ξ) (5.7)

∀n ≥ 2, En = ǫ∂x
∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∂Hp

∂x

∂Hq

∂x

∂Hr

∂x
(5.8)

Résolution Les conditions aux limites de Sommerfeld stipulent que l’éner-
gie ne peut revenir de l’infini, on a donc

H1(x; ξ, s) =
e−s|x−ξ|

2s
,

et

X1(x; ξ, s) =

[
H1(x; ξ, s)
∂H1(x;ξ,s)

∂x

]
=

[
e−s|x−ξ|

2s
1
2
(e−s(ξ−x)Γ(ξ − x) − e−s(x−ξ)Γ(x− ξ))

]
,

(5.9)
où Γ est la fonction d’Heaviside.
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Cas 2 (Huygens)

Pour Yn = PY XXn =

[
∂Hn
∂x

ŝHn

]
=

[
Hq
n

Hp
n

]
, la solution Y1 s’obtient par

simple produit de la solution (5.9) par la matrice de changement de base :

Y1(x; ξ, s) =

[
Hq

1

Hp
1

]

= PY XX1(x; ξ, s)

=

[
0 1
s 0

] [
e−s|x−ξ|

2s
1
2
(e−sξ−xΓ(ξ − x) − e−s(x−ξ)Γ(x− ξ))

]

=
1

2

[
e−s(ξ−x)Γ(ξ − x) − e−s(x−ξ)Γ(x− ξ)

e−s|x−ξ|

]
.

Cas 3 (Guide d’onde)

De même, l’équation

ŝZ1 =

[
−1 0
0 1

]
∂Z1

∂x
+

1

2

[
1
1

]
δ(x− ξ) (5.10)

a pour solution

Z1(x; ξ, s) =

[
Hp+

1

Hp−

1

]

= PZYY1(x; ξ, s)

=
1

2

[
−1 1
1 1

]
1

2

[
e−s(ξ−x)Γ(ξ − x) − e−s(x−ξ)Γ(x− ξ)

e−s|x−ξ|

]

=
1

2

[
e−s(x−ξ)Γ(x− ξ)
e−s(ξ−x)Γ(ξ − x)

]
.

5.2.6 Équation des noyaux pour un système borné sur
l’intervalle [0 ;1] avec des conditions de Dirichlet

On considère le problème (5.5) avec pour conditions aux limites ∀t >
0, u(0, t) = u(1, t) = 0 et ∀x ∈ [0; 1], u(x, 0) = 0.

Cas 1

Soit Xn =

[
Hn
∂Hn
∂x

]
où Hn(x; ξ, s) sont les noyaux de Green-Volterra du

système dans le domaine de Laplace.
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L’équation des noyaux s’écrit :

ŝ2Xn =

[
0 1
ŝ2 0

]
∂Xn

∂x
+

[
1
0

]
Fn, (5.11)

avec

F1(x; ξ, s) = δ(x− ξ)

Fn(x; ξ, s) = ǫ∂x
∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

[0, 1]Xp [0, 1]Xq [0, 1]Xr

Résolution L’équation (5.11) peut se récrire sous la forme

∂Xn

∂x
=

[
0 1
ŝ2 0

]
Xn +

[
0
−1

]
Fn

∂Xn

∂x
= AXn + BFn.

avec pour solution générale

Xn(x; ξ, s) =

∫ x

0

e(x−ν)ABFn(ν; ξ, s)dν + eAxXn(x = 0; ξ, s),

l’application des conditions de Dirichlet homogènes permet d’écrire (cf. an-
nexe A.1)

Xn(x; ξ, s) =

∫ x

0

−
[

sinh(bs(x−ν))
bs

cosh(ŝ(x− ν))

]
Fn(ν; ξ, s)dν (5.12)

+

[
sinh(bsx)
bs sinh(bs)
cosh(bsx)
sinh(bs)

]∫ 1

0

sinh(ŝ(1 − ν))Fn(ν; ξ, s)dν

Cas 2 (Huygens)

Soit Yn =

[
0 1
ŝ 0

]
Xn = PY XXn =

[
∂Hn
∂x

ŝHn

]
=

[
Hq
n

Hp
n

]
.

L’équation des noyaux s’écrit :

ŝYn =

[
0 1
1 0

]
∂Yn

∂x
+

[
0
1

]
Gn (5.13)

avec

G1(x; ξ, s) = δ(x− ξ)

Gn(x; ξ, s) = ǫ∂x
∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

[1, 0]Yp [1, 0]Yq [1, 0]Yr
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Résolution L’équation (5.13) peut se récrire sous la forme

∂Yn

∂x
= ŝ

[
0 1
1 0

]
Yn +

[
−1
0

]
Gn

∂Yn

∂x
= AYn + BGn.

De la même manière que pour le premier cas, la solution

Yn(x; ξ, s) =

∫ x

0

e(x−ν)ABGn(ν; ξ, s)dν + eAxYn(x = 0; ξ, s),

associée à des conditions de Dirichlet homogènes permet d’écrire

Yn(x; ξ, s) =

∫ x

0

−
[

cosh(ŝ(x− ν))
sinh(ŝ(x− ν))

]
Gn(ν; ξ, s)dξ (5.14)

+

[
cosh(bsx)
sinh(bs)
sinh(bsx)
sinh(bs)

]∫ 1

0

sinh(ŝ(1 − ν))Gn(ν; ξ, s)dν.

Cas 3 (Guide d’ondes)

Soit Zn = PZYYn =

[
Hp+

n

Hp−

n

]
avec PZY = 1

2

[
−1 1
1 1

]
la matrice de

passage entre les variables (p, q) et (p+, p−), qui définit p = p+ + p− et
q = p− − p+.

L’équation des noyaux s’écrit :

ŝZn =

[
−1 0
0 1

]
∂Zn

∂x
+

1

2

[
1
1

]
In (5.15)

avec

I1(x; ξ, s) = δ(x− ξ)

In(x; ξ, s) = ǫ∂x
∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

[−1, 1]Zp [−1, 1]Zq [−1, 1]Zr

Résolution L’équation (5.15) peut se récrire sous la forme

∂Zn

∂x
= ŝ

[
−1 0
0 1

]
Zn +

1

2

[
1
−1

]
In

∂Zn

∂x
= AZn + BIn,
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et a pour solution avec des conditions de Dirichlet homogènes,

Zn(x; ξ, s) =

∫ x

0

e(x−ν)ABIn(ν; ξ, s)dν + eAxZn(x = 0; ξ, s),

Zn(x; ξ, s) =

∫ x

0

1

2

[
e−bs(x−ν)

−ebs(x−ν)

]
In(ν; ξ, s)dν (5.16)

+

[
−e−bsx

ebsx

]
1

2 sinh(ŝ)

∫ 1

0

sinh(ŝ(1 − ν))In(ν; ξ, s)dν.

5.3 Méthode des images

La méthode des images, permet de calculer la fonction de Green d’un
système borné à partir de la fonction de Green correspondante à l’infini (avec
conditions aux limites de Sommerfeld). Cette méthode sera illustrée par le
calcul de la fonction de Green en vitesse (deuxième composante de Y1) pour
une corde avec conditions de Dirichlet homogènes en x = 0 et x = 1.

5.3.1 Méthode

Soit Hp∞
1 (x; ξ, s) la fonction de Green du système infini. L’étude de la

corde sur l’intervalle [0; +∞[ avec une condition de Dirichlet homogène en
x = 0, est réalisée grâce à la fonction

Hp
1 (x; ξ, s) = Hp∞

1 (x; ξ, s) −Hp∞
1 (x;−ξ, s).

En effet, la superposition des effets de deux sources situées en ξ et en −ξ,
annule la différence exprimée ci-dessus pour x = 0 (cf. [6]).

5.3.2 Application

Dans le cas présent, deux conditions aux limites sont nécessaires en x = 0
et en x = 1 (à chaque extrémité de la corde). Il faut donc tenir compte du fait
que la réflexion de la source par une des conditions aux limites est elle-même,
ainsi que la source originale, réfléchie par la deuxième condition. Il y a donc
une infinité de sources à prendre compte pour calculer la fonction de Green
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du système borné :

∀(x, ξ) ∈ [0; 1]2, ∀s ∈ C/Re(s) > 0

Hp
1 (x; ξ, s) =

∑

n∈Z

Hp∞
1 (x; ξ + 2n, s) −Hp∞

1 (x;−ξ + 2n, s)

=





sinh(sξ)
[
cosh(sx) − sinh(sx)

tanh(s)

]
si x > ξ

sinh(sx)
[
cosh(sξ) − sinh(sξ)

tanh(s)

]
si ξ > x

(5.17)

Le résultat dont le calcul est détaillé en annexe E correspond bien à celui de
la deuxième composante de Y1 calculée par la méthode de la variation de la
constante.

5.4 Formulaire

5.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté un nouveau formalisme, sous la forme d’une exten-
sion de celui de Green étendu aux modèles non linéaires grâce aux séries de
Volterra. Après avoir défini les noyaux de Volterra instationnaires en espace,
ces noyaux ont été calculés pour les deux modèles de corde du chapitre 2,
avec cette fois-ci une excitation de la forme f(x, t). Les noyaux obtenus (dans
différentes représentations) sont le point de départ nécessaire à une générali-
sation de l’excitation des systèmes simulés, à travers, par exemple, plusieurs
forces réparties, ou un problème de contact.
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Conditions de Sommerfeld

X∞
1 (x; ξ, s) 1

2

[
e−s|x−ξ|

s

e−s(ξ−x)Γ(ξ − x) − e−s(x−ξ)Γ(x− ξ)

]

Y∞
1 (x; ξ, s) 1

2

[
e−s(ξ−x)Γ(ξ − x) − e−s(x−ξ)Γ(x− ξ)

e−s|x−ξ|

]

Z∞
1 (x; ξ, s) 1

2

[
e−s(x−ξ)Γ(x− ξ)
e−s(ξ−x)Γ(ξ − x)

]

Système borné sur [0; 1]

X1(x; ξ, s)

[
sinh(s(ξ−x))

s

− cosh(s(x− ξ))

]
Γ(x− ξ) +

[
sinh(sx)

s

cosh(sx)

]
(cosh(sξ) − sinh(sξ)

tanh(s)
)

Y1(x; ξ, s)

[
− cosh(s(x− ξ))
sinh(s(ξ − x))

]
Γ(x− ξ) +

[
cosh(sx)
sinh(sx)

]
(cosh(sξ) − sinh(sξ)

tanh(s)
)

Z1(x; ξ, s)
1
2

[
e−s(x−ξ)

es(x−ξ)

]
Γ(x− ξ) + 1

2

[
−e−sx
esx

]
(cosh(sξ) − sinh(sξ)

tanh(s)
)

Système borné sur [0; 1]

Xn(x; ξ, s)
∫ x
0
−
[

sinh(bs(x−ν))
bs

cosh(ŝ(x− ν))

]
Fn(ν; ξ, s)dν

+

[
sinh(bsx)
bs sinh(bs)
cosh(bsx)
sinh(bs)

]
∫ 1

0
sinh(ŝ(1 − ν))Fn(ν; ξ, s)dν

Yn(x; ξ, s)
∫ x
0
−
[

cosh(ŝ(x− ν))
sinh(ŝ(x− ν))

]
Gn(ν; ξ, s)dν

+

[
cosh(bsx)
sinh(bs)
sinh(bsx)
sinh(bs)

]
∫ 1

0
sinh(ŝ(1 − ν))Gn(ν; ξ, s)dν

Zn(x; ξ, s)
∫ x
0

1
2

[
e−bs(x−ν)

−ebs(x−ν)

]
In(ν; ξ, s)dν

+

[
−e−bsx

ebsx

]
1

2 sinh(bs)

∫ 1

0
sinh(ŝ(1 − ν))In(ν; ξ, s)dν

Table 5.1 – Noyaux de Green-Volterra pour une corde infinie (conditions
aux limites de Sommerfeld) et une corde finie avec des conditions de Dirichlet.
Γ est la fonction d’Heaviside.
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Conclusion et perspectives

Ce travail s’est attaché à établir la possibilité de simuler à faible coût
un modèle de propagation d’onde non linéaire. Pour ce faire les séries de
Volterra ont été utilisées. Cette méthode présente l’avantage de permettre
l’identification de structures de simulation simples, laissant envisager la pos-
sibilité de synthèse sonore en temps réel. Par opposition à d’autres méthodes
d’approximation (différences finies, éléments finis...), la spécificité de cet ou-
til est son formalisme en série, laissant la liberté de tronquer l’expression de
la solution à un ordre de non-linéarité donné. La convergence de cette série
peut maintenant être calculée (cf. [25], [26] et [27]), posant ainsi une borne
sur l’amplitude de l’entrée du système destinée à assurer la validité de l’ap-
proximation. De plus, la connaissance de ce rayon de convergence permet de
quantifier l’erreur réalisée par la troncature.

Le chapitre 2 a permis de vérifier l’applicabilité de cette méthode bien connue
en théorie des systèmes, à un problème de dynamique des solides. Pour deux
modèles de cordes associés à deux types de non-linéarité, les noyaux de Vol-
terra ont été établis et identifiés à des structures de simulation. Les synthèses
sonores réalisées ont permis de mettre en valeur plusieurs phénomènes asso-
ciés à la prise en compte de la non-linéarité :

– une modification de la forme d’onde, au début du son, avec une émer-
gence progressive de la réponse non linéaire due à l’excitation ;

– un enrichissement spectral lié au phénomène précédent, principalement
dans les moyennes et hautes fréquences ;

– une variation temporelle de la fréquence fondamentale au début du son.
Ces résultats sont prometteurs du point de vue du temps de calcul. En effet,
la synthèse d’un son de 3 secondes avec 20 modes nécessite entre 15 et 45
secondes (selon l’ordre de troncature et le modèle) secondes dans Matlab
sur un Pentium 4. De nombreuses améliorations sont donc encore possibles
(programmation optimisée, langage compilé, processeur...).

Le chapitre 3 est une réponse aux limitations rencontrées dans les résul-
tats du chapitre 2. La synthèse d’un modèle de corde à un degré de liberté,
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nous prive des phénomènes non linéaires a priori les plus importants dans la
dynamique des instruments à cordes, à savoir, les couplages entre les degrés
de liberté, et la possibilité d’appliquer une excitation sous forme de torsion
(archet). Le modèle de poutre de Reissner est donc la suite logique de ce
travail. La simulation d’un modèle à 6 degrés de liberté a été l’occasion de
découvrir une autre écriture des équations de base de la mécanique du solide
rigide et des poutres, grâce aux groupes de Lie. Ce chapitre consiste donc
au travail nécessaire d’écriture des équations d’équilibre en respectant les
hypothèses liées à l’utilisation des séries de Volterra.

Le chapitre 4 est l’équivalent du chapitre 2, pour la poutre de Reiss-
ner dont l’équilibre est localement exprimé dans l’algèbre de Lie se(3). Une
fois l’équation des noyaux établis, la projection sur une base modale permet
d’établir une structure de simulation, qui n’a pas encore été implémentée.

Enfin, le chapitre 5 présente un nouveau formalisme, sous la forme d’une
extension de celui de Green étendu aux modèles non linéaires grâce aux sé-
ries de Volterra. Il devient alors possible de simuler la dynamique non linéaire
d’un solide soumis à des excitations et des conditions aux limites plus géné-
rales. Un exemple peut être la résolution d’un problème de contact bilatéral.
Si les deux solides sont représentés par des séries de Volterra, un bouclage
entre les deux systèmes représentés par leurs noyaux va apparaître.

Ce travail présente de nombreuses perspectives dans différents domaines.
Tout d’abord, il semble important de valider les approximations obtenues
par une corrélation avec des mesures. Ce travail, difficile avec les modèles de
corde à un degré de liberté, devra être effectué pour la poutre de Reissner.
Les calculs obtenus pour les six degrés de liberté devront être comparés à des
mesures en faisant varier les excitations (torsion, déplacement transverse,
déplacement imposé, vitesse imposée...).

En cas de validation satisfaisante, cette méthode pourra être implémentée
dans le logiciel Modalys par exemple. Deux approches sont possibles :

– un catalogue d’objets pourra être crée, comprenant des structures de
simulation pour différents modèles (poutres, plaques, coques...) dans la
continuité des travaux d’Olivier Thomas et Cyril Touzé (cf. [43] et [44]
par exemple) ;

– intégrer les séries de Volterra dans une méthode de discrétisation (élé-
ments finis par exemple) en vue de simuler la propagation d’onde dans
une géométrie quelconque.

Cette dernière proposition, si elle s’avère réalisable, laisse entrevoir une avan-
cée importante dans le domaine du calcul numérique, bien au-delà de la
synthèse sonore. En effet, des problèmes de dynamique, linéarisés ou non,
se retrouvent fréquemment dans l’industrie mécanique ou le BTP (préven-
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tion des risques sismiques...) par exemple. Cependant, il semble important
de réfléchir à la mise en oeuvre de cette idée en gardant à l’esprit l’avan-
tage de la simulation à faible coût qui peut rapidement disparaître avec des
maillages fins. Des travaux sur la réduction de système pourraient permettre
de contourner cet inconvénient.

Un autre paramètre apparaît en faisant ce parallèle avec l’industrie. Le
travail présenté fait l’hypothèse d’un matériau élastique, linéaire et isotrope.
Cette hypothèse est souvent mise à mal dans le cadre des instruments de
musique. Pour l’exemple de la corde, les composites (cordes de piano), le
procédé de fabrication ou le simple choix du matériau (nylon, boyau...) serait
à prendre en compte.

Cependant, et il s’agit sans doute du travail le plus difficile, toutes ces
pistes ne sont pas forcément utiles dans le cadre de la synthèse sonore. L’ob-
jectif de réalisme affiché en début de ce manuscrit ne consiste pas en une
équation. La finesse de l’audition, de la perception, le fait de savoir ou non
si le son est le résultat d’une synthèse, sont autant de paramètres subjectifs
abordés par la psycho-acoustique. Ainsi, après avoir défini leur objectif, les
chercheurs en acoustique devront savoir comment ce dernier est perçu, avant
de pouvoir enfin chercher les moyens de le réaliser.
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Annexe A

Séries de Volterra

A.1 Fonction de Green du problème linéarisé

L’équation (2.15) peut s’écrire

∀(x, s1:n)∈Ω×
(
C+

0

)n
,
∂X(x)

n (s1:n)

∂x
= A(ŝ1:n)X

(x)
n (s1:n)+B(ŝ1:n)E

(x)
n (s1:n),

(A.1)

où X(x)
n (s1:n)=

[
H

(x)
n (s1:n)

∂H
(x)
n (s1:n)
∂x

]
, ∀s∈C+

0 ,A(s)=

[
0 1[

Γ(s)
]2

0

]
, B(s)=

[
0
−1

1+βs

]
,

dont la solution générale est

X(x)
n (s1:n) =

∫ x

0

e(ξ−x)A( ds1:n)B(ŝ1:n)E
(ξ)
n (s1:n) dξ+ exA( ds1:n)X(0)

n (s1:n), (A.2)

avec exA(s) =

[
E11(x, s) E12(x, s)
E21(x, s) E22(x, s)

]
=

[
cosh

(
xΓ(s)

)
sinh

(
xΓ(s)

)
/Γ(s)

sinh
(
xΓ(s)

)
Γ(s) cosh

(
xΓ(s)

)
]
.

Les conditions aux limites (2.19), [1, 0]X(x)
n (s1:n) = 0 pour x ∈ {0; 1} im-

pliquent, pour l’équation (A.2),

∀(s1:n) ∈
(
C+

0

)n
,

∂H
(0)
n (s1:n)

∂x
=

∫ 1

0

F (ξ, ŝ1:n)E
(ξ)
n (s1:n) dξ,

avec F (x, s) = E12(x−1,s)

(1+βs)E12(1,s)
. Ainsi, en notant 1I(x) = 1 si x ∈ I et 1I(x) = 0

si x 6∈ I, l’équation (2.20) est satisfaite avec ∀(x, ξ, s)∈Ω×Ω×C+
0,

G(x, ξ, s) = −1[0,x](ξ)
E12(ξ − x, s)

1 + βs
+ 1[0,1](ξ) E12(x, s) F (ξ, s),(A.3)

qui est également l’équation (2.21).
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A.2 Modèle (M1) : projection des noyaux de Vol-
terra sur la base modale

La projection de l’équation (2.15) sur les modes spatiaux ek donne :
〈
[
Γ(ŝ1:n)

]2
H(x)
n (s1:n) −

∂2H
(x)
n (s1:n)

∂x2
, ek

〉
=

〈
E

(x)
n (s1:n)

1 + βŝ1:n
, ek

〉
, (A.4)

où E
(x)
n est défini équations (2.16) et (2.17). En développant le premier

membre de l’équation (A.4) et grâce à la linéarité du produit scalaire

〈[
Γ(ŝ1:n)

]2
H(x)
n (s1:n), ek

〉
−
〈
∂2H

(x)
n (s1:n)

∂x2
, ek

〉

=
[
Γ(ŝ1:n)

]2〈
H(x)
n (s1:n), ek

〉
−
〈
H(x)
n (s1:n),

∂2ek
∂x2

〉

=
[
Γ(ŝ1:n)

]2
H [k]
n (s1:n) + (kπ)2

〈
H(x)
n (s1:n), ek

〉

=
([

Γ(ŝ1:n)
]2

+ (kπ)2
)
H [k]
n (s1:n) (A.5)
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Le second membre de l’équation (A.4) est [1 + βŝ1:n]
−1
〈
E

(x)
n (s1:n), ek

〉
où

E
[k]
n (s1:n) =

〈
E

(x)
n (s1:n), ek

〉
est donné par

E
[k]
1 (s1) = 〈φ, ek〉, si n = 1, (A.6)

E[k]
n (s1:n) =

∫ 1

0

E(x)
n (s1:n)ek(x) dx (A.7)

= ǫ

∫ 1

0

( ∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∫ 1

0

[
∂H

(ξ)
p (s1:p)

∂x

∂H
(ξ)
q (sp+1:p+q)

∂x

]
dξ

· ∂
2H

(x)
r (sp+q+1:n)

∂x2
ek(x)

)
dx

= −ǫ
∫ 1

0

( ∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∫ 1

0

[ ∑

(ℓ1,ℓ2)∈(N∗)2

2ℓ1 ℓ2π
2 cos(ℓ1πξ) cos(ℓ2πξ)

·H [ℓ1]
p (s1:p)H

[ℓ2]
q (sp+1:p+q)

]
dξ

·
[∑

m∈N∗

2m2π2H [m]
r (sp+q+1:n) sin(mπx) sin(kπx)

])
dx

= −ǫk2π4
∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∑

ℓ∈N∗

[
ℓ2H [ℓ]

p (s1:p)H
[ℓ]
q (sp+1:p+q)

]
H [k]
r (sp+q+1:n),

if n ≥ 2. (A.8)

Finalement, les équations (A.4) à (A.8) donnent les équations (2.24) à (2.26)
avec la définition (2.27).

A.3 Preuve du théorème 3

D’après la remarque 5, les noyaux H
(x)
n d’ordre n pair sont nuls, ainsi

l’équation (2.36) est naturellement vérifiée par l’équation (2.34) dans la dé-
finition 12.

Pour les ordres impairs, la preuve est établie par induction comme suit.
Pour n = 1, L’équation (2.37) est naturellement déduite par identification
avec l’équation(2.28).
Pour n ≥ 3, supposons les équations (2.36) à (2.38) vérifiées pour tous les
ordres strictement inférieurs à n. Alors, grâce à l’équation (2.17) et sous les
hypothèses standards du théorème de convergence dominée de Lebesgue (cf.

108



e.g. [9]) et de la règle de Leibniz (cf. e.g. [3, (3.3.7)]),

E(x)
n (s1,n) = ǫ

∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∫ 1

0

(
∑

b∈Ap

Hb(s1:p)
∂ek(b)

∂x
(x)




·


∑

c∈Aq

Hc(sp+1:p+q)
∂ek(c)

∂x
(x)



)

dx

·
[∑

d∈An

Hd(sp+q+1:n)
∂2ek(d)

∂x2
(x)

]

= ǫ
∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∑

(b,c,d)∈Ap×Aq×Ar

Hb(s1:p)Hc(sp+1:p+q)Hd(sp+q+1:n)Kb,c,d(x),

où

Kb,c,d(x) =

(∫ 1

0

∂ek(b)

∂x
(x) .

∂ek(b)

∂x
(x) dx

)
∂2ek(d)

∂x2
(x)

= −
(
π2k(b) k(d)

)2 (
δk(b),k(c)

)
ek(d)(x).

A partir des définitions (2.34) et (2.35), il est établi que

∑

p,q,r≥1
p+q+r=n

∑

(b,c,d)∈Ap×Aq×Ar

≡
∑

a∈An

(A.9)

avec b = a1, c = a2, d = a3, p = n(a1), q = n(a2), r = n(a3).
Finalement, à partir des équations (2.24) et (A.9) à (A.9), l’équation

(2.36) est satisfaite en considérant la définition (2.38) pour Ha.

A.4 Démonstration des lois d’interconnexion

Somme de sorties Soit u(t) l’entrée du système représenté figure A.1 telle
que les séries de Volterra {fn(t, τ1,n)} et {gn(t, τ1,n)} convergent. La sortie y(t)
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est définie par

y(t) = yf(t) + yg(t)

=
∑

n∈N

∫

Rn

fn(t, τ1,n)u(τ1)...u(τn)dτ1,n

+
∑

n∈N

∫

Rn

gn(t, τ1,n)u(τ1)...u(τn)dτ1,n

=
∑

n∈N

∫

Rn

(fn(t, τ1,n) + gn(t, τ1,n))

u(τ1)...u(τn)dτ1,n

si les séries sont absolument convergentes.
Le noyau hn(t, τ1,n) est donc égal à la somme des noyaux fn(t, τ1,n) +

gn(t, τ1,n).

y(t)u(t)

yf(t)

yg(t)

{fn}

{gn}

Figure A.1 – Somme des sorties de deux noyaux

Produit de sorties Soit u(t) l’entrée du système représenté figure A.2 tel
que les séries de Volterra {fn(t, τ1,n)} et {gn(t, τ1,n)} convergent. La sortie
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y(t) est définie par

y(t) = yf(t).yg(t)

=
∑

n∈N

∫

Rn

fn(t, τ1,n)u(τ1)...u(τn)dτ1,n

∑

n∈N

∫

Rn

gn(t, τ1,n)u(τ1)...u(τn)dτ1,n

=
∑

p∈N

yfp(t)
∑

q∈N

ygq(t)

=
∑

n∈N

∑

(p,q)∈N2

p+q=n

yfp(t)ygq(t)

=
∑

n∈N

∑

(p,q)∈N2

p+q=n

∫

Rp

fp(t, τ1,p)u(τ1)...u(τp)dτ1,p

∫

Rq

gq(t, τ1,q)u(τ1)...u(τq)dτ1,q.

On définit le changement de variable

(τ1,q) = (τp+1,n).

On peut regrouper les intégrales en une seule car les variables sont sépa-
rées, puis on fait commuter la somme finie et l’intégrale qui est absolument
convergente :

=
∑

n∈N

∫

Rn

∑

(p,q)∈N2

p+q=n

fp(t, τ1,p)gq(t, τp+q,n)u(τ1)...u(τn)dτ1,n

Finalement
hn(t, τ1,n) =

∑

(p,q)∈N2

p+q=n

fp(t, τ1,p)gq(t, τp+q,n)

Cascade avec un noyau linéaire Soit u(t) l’entrée du système représenté
figure A.3 tel que la série de Volterra {fn(t, τ1,n)} converge. La sortie y(t)
s’écrit

y(t) =

∫

R

g1(ξ)yf(t− ξ)dξ

=

∫

R

g1(ξ)
∑

n∈N

∫

Rn

fn(t− ξ, τ1,n)u(τ1)...u(τn)dτ1,ndξ.
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y(t)u(t)

yf(t)

yg(t)

{fn}

{gn}

Figure A.2 – Produit des sorties de deux noyaux

Soit
ξk = τk + ξ,

la sortie devient

y(t) =

∫

R

g1(ξ)
∑

n∈N

∫

Rn

fn(t+ τ1:n − ξ1:n, ξ1:n − ξ)u(ξ1 − ξ)...u(ξn − ξ)dτ1,ndξ

=
∑

n∈N

∫

Rn

[∫

R

g1(ξ)fn(t+ τ1:n − ξ1:n, ξ1:n − ξ)dξ

]
u(ξ1 − ξ)...u(ξn − ξ)dτ1,n.

Le noyau modélisant la cascade s’écrit :

hn(t, τ1,n) =

∫

R

g1(τ)fn(t− τ, τ1,n)dτ1:n.

y(t)u(t) yf(t){fn} {g1}

Figure A.3 – Cascade de deux noyaux

A.5 Séries de Volterra multi-entrées

Une corde associée à des conditions aux limites de type impédance définit
un modèle qui peut également être résolu par les séries de Volterra (avec
une entrée unique f). Dans ce cas, les noyaux dépendent de l’expression des
impédances (cf. [40, chap.4]). Dans cette section, un cas plus général est
étudié : une corde définie par le modèle (M2) (cf. équations (2.8) à (2.10)) et
actionnée par trois entrées, une force f dans Ω, un déplacement u0 en x = 0
et un déplacement u1 en x = 1. Ce problème nécessite de définir les séries
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de Volterra pour un système à trois entrées, comme présenté dans la section
A.5.1. La solution est obtenue dans la section A.5.2 à partir de laquelle une
structure de simulation est identifiée dans la section A.5.3.

A.5.1 Séries de Volterra à trois entrées

Pour des systèmes à trois entrées (eI, eII, eIII) et une sortie u, la définition
des séries de Volterra est généralisée comme suit :

u(t) =
∑

m∈M

∫

R|m|

hm(t
I

1:mI
, t

II

1:mII
, t

III

1:mIII
) eI(t− t

I

1) . . . eI(t− t
I

mI
)

· eII(t− t
II

1) . . . eII(t− t
II

mII
) eIII(t− t

III

1 ) . . . eIII(t− t
III

mIII
)

· dtI1:mI
dt

II

1:mII
dt

III

1:mIII

où le multi-index m = (mI,mII,mIII) ∈ M = N3\{(0, 0, 0)} détaille les ordres
de non-linéarité dus à chaque entrée, tandis que |m| = mI + mII + mIII est
l’ordre de non-linéarité global du noyau hm.

Remarque 14
Pour un problème linéaire, tous les noyaux hm sont nuls si |m| ≥ 2 et,
peuvent être non nuls si |m| = 1. Dans ce cas, les trois index disponibles m ∈
{(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1)} définissent la solution comme la superposition des
trois contributions linéaires : c’est le principe de superposition.

Les lois d’interconnexions (1.33) à (1.35) deviennent, respectivement,
pour tout m ∈ M,

Cm(s1:m) = Am(s1:m) +Bm(s1:m), (A.10)

Cm(s1:m) =
∑

(p,q)∈M2 t.q.p+q=m

Ap(s1:p)Bq(sp+1:m) (A.11)

Cm(s1:m) = Am(s1:m)B1(ŝ1:m). (A.12)

avec les notations 1=(1, 1, 1), p+q=(pI+qI,pII+qII,pIII+qIII) pour (p, q) ∈ M2

et, si p ≤ q (c’est-à-dire pI≤qI, pII≤qII, pIII≤qIII),

(sp:q) = (s
I

pI
, s

I

pI+1, . . . , s
I

qI
, s

II

pII
, s

II

pII+1, . . . , s
II

qII
, s

III

pIII
, s

III

pIII+1, . . . , s
III

qIII
),

ŝp:q = s
I

pI
+s

I

pI+1+. . .+s
I

qI
+ s

II

pII
+s

II

pII+1+. . .+s
II

qII
+ s

III

pIII
+s

III

pIII+1+. . .+s
III

qIII
.

A.5.2 Calcul des noyaux de Volterra pour (M2)

La représentation du déplacement u(x, t) par une série de Volterra {h(x)
m }m∈M

d’entrées eI(t) = f(t), eII(t) = u0(t), eIII(t) = u1(t) et la réécriture de
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l’équation (2.8) en le bloc-diagramme de la figure A.4 permet d’obtenir
l’équation suivante grâce aux lois (A.10) à (A.12) : pour tout m ∈ M et(
x, s1:m

)
∈ Ω ×

(
C+

0

)|m|
,

2.
{h(x)

m }
∂2

∂t2
+ α ∂

∂t
− (1 + β ∂

∂t
) ∂2

∂x2

∂
∂x −ǫ

∫ 1

0
.dx

∂2

∂x2−φ(x)

f(t)

u0(t)

u1(t)

u(x, t) wa(x, t)

wb(x, t)

∂2u
∂x2 (x, t) = wc(x, t)

−φ(x) f(t) = wd(x, t)

0

Figure A.4 – Bloc-diagramme représentant l’équation (2.8).

[
Γ(ŝ1:m)

]2
H(x)

m
(s1:m) − ∂2H

(x)
m (s1:m)

∂x2
=
E

(x)
m (s1:m)

1 + βŝ1:m

, (A.13)

avec

E(x)
m

(s
I

1) = φ(x), si m = (1, 0, 0),

E(x)
m

(s
II

1) = 0, si m = (0, 1, 0),

E(x)
m

(s
III

1 ) = 0, si m = (0, 0, 1),

E(x)
m

(s1:m) = ǫ
∑

(p,q,r)∈M3

p+q+r=m

∫ 1

0

[
∂H

(x)
p (s1:p)

∂x

∂H
(x)
q (sp+1:p+q)

∂x

]
dx

.
∂2H

(x)
r (sp+q+1:m)

∂x2
si |m| ≥ 2.

Les conditions aux limites (2.9) deviennent, pour tout m ∈ M et (s1:m

)
∈(

C+
0

)|m|
,

[
H(x=0)

m
(s

II

1) , H
(x=1)
m

(s
II

1)
]

= [1, 0], si m = (0, 1, 0),
[
H(x=0)

m
(s

III

1 ) , H(x=1)
m

(s
III

1 )
]

= [0, 1], si m = (0, 0, 1),
[
H(x=0)

m
(s1:m) , H(x=1)

m
(s1:m)

]
= [0, 0], si m = (1, 0, 0) ou |m| ≥ 2.

Pour chaque m ∈ M, les équations (A.13) à (A.14) définissent un problème
aux limites linéaire de second ordre qui peut être résolu analytiquement, ou
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par décomposition sur une base, comme dans la section 2.4. De même que
pour (M1), les noyaux H(x)

m sont nuls si |m| est pair.
Plus précisément, les expressions exactes de H(x)

m sont, pour tout m ∈ M,
(s1:m

)
∈
(
C+

0

)|m|
en utilisant les définitions des équations (2.18) et (2.21),

H(x)
m

(s
II

1) = sinh
(
(1 − x)Γ(s

II

1)
)
/ sinh Γ(s

II

1), si m = (0, 1, 0), (A.14)

H(x)
m

(s
III

1 ) = sinh
(
xΓ(s

III

1 )
)
/ sinh Γ(s

III

1 ), si m = (0, 0, 1), (A.15)

H(x)
m

(s1:m) =

∫

Ω

G(x, ξ, ŝ1:m)E(ξ)
m

(s1:m) dξ, si m=(1, 0, 0) ou |m|≥2.(A.16)

Les fonctions ek ∈ B sont les vecteurs propres des problèmes définis par
les équations (A.13) à (A.14) si m = {(1, 0, 0} ou |m| ≥ 2. Les cas m ∈
{(0, 1, 0); (0, 0, 1)} sont associés à deux bases distinctes de vecteurs propres,
même si B définit encore une base orthogonale de L2. Une décomposition
sur une base de L2 assure la convergence vers la solution pour la moyenne
quadratique mais pas forcément à un point x donné : c’est l’effet de Gibbs.
C’est précisément le cas en x = 0 et x = 1 si l’on choisit B pour m ∈
{(0, 1, 0); (0, 0, 1)}. Néanmoins, ce choix simplifie le calcul des solutions. Il
amène le résultat suivant en utilisant la définition équation (2.27), pour tout

m ∈ M, k ∈ N∗, (s1:m) ∈
(
C+

0

)|m|
,

H(x)
m

(s1:m) =
L2

∑

k∈N∗

H [k]
m

(s1:m) ek(x),

H [k]
m

(s
I

1) = φkQ
[k](s

I

1), si m = (1, 0, 0),

H [k]
m

(s
II

1) =
√

2kπ (1+βs
II

1)Q
[k](s

II

1), si m = (0, 1, 0),

H [k]
m

(s
III

1 ) = (−1)k+1
√

2kπ (1+βs
III

1 )Q[k](s
III

1 ), si m = (0, 0, 1),

H [k]
m

(s1:m) = −ǫk2π4Q[k](ŝ1:m)
∑

(p,q,r)∈M3

p+q+r=m

[∑

ℓ∈N∗

ℓ2H [ℓ]
p

(s1:p)H
[ℓ]
q

(sp+1:p+q)

]

·H [k]
r

(sp+q+1:m), si |m| ≥ 2.

La combinatoire peut également être organisée comme une unique somme de
termes élémentaires comme suit.

Théorème 7
Soit Bm l’ensemble des arbres ternaires complets défini par, pour m ∈ M. Si
|m| = 1,

B(1,0,0) =N∗×{I}, B(0,1,0) =N∗×{II}, B(0,0,1) =N∗×{III},
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si |m| est pair,
Bm = ∅,

si |m| ≥ 3 est impair,

Bm =
⋃

(p,q,r)∈M3

|p|,|q|,|r| impair
p+q+r=m

{(b1, b2, b3) ∈ Bp×Bq×Br | /k(b1)=k(b2)},

où, pour tout m ∈ M et b ∈ Bm, la définition de k(b) est la suivante : si
|m| = 1 de telle sorte que b=(k, ι)∈N∗×{I, II, III}, alors k(b)=k ; si |m|≥3
est impair de telle sorte que b=(b1, b2, b3), alors k(b)=k(b3).

Alors, pour tout m ∈ M, les noyaux H
(x)
m sont définis par, pour tout

(x, s1:m) ∈ Ω × (C+
0 )|m|,

H(x)
m

(s1:m) =
∑

b∈Bm

Hb(s1:m) ek(b)(x), (A.17)

où, pour tout b ∈ Bm (avec |m| impair et b = (b1, b2, b3) si |m| ≥ 3),

si |m| = 1, Hb = H [k(b)]
m

, (cf. équations (A.17) à (A.17))

si |m| ≥ 3, Hb(s1:m) = −ǫ [k(b1) k(b3) π
2]2Q[k(b)](ŝ1:m)Hb1(s1:m(b1))

·Hb2(sm(b1)+1:m(b1)+m(b2))Hb3(sm(b1)+m(b2)+1:m),

où m(b) = (mI,mII,mIII) = m est le nombre de feuilles étiquetées respecti-
vement, par I, II et III.

A.5.3 Identification d’une structure simulable et connexion
à un chevalet

Une identifications des équations (A.17) à (A.17) pour |m| ≤ 3 et un
nombre fini de modes (1 ≤ k ≤ K) conduit à la structure présentée figure
A.5, qui donne une approximation en o(ǫ) de la solution. Dans cette figure,
h

[k]
m sont des filtres linéaires (cf. équations (A.17) à (A.17)). Leur simula-

tion peut être réalisée identiquement à celle q[k] (cf. 2.6) avec C = φk [1, 0]
pour m = (1, 0, 0), avec C =

√
2kπ [1, β] pour m = (0, 1, 0), et avec

C = (−1)k+1
√

2kπ[1, β] pour m = (0, 0, 1). C’est également le cas pour
g

[k]
m = −γkq[k] (cf. équation (2.45)) qui peut être réalisé avec C = −γk [1, 0]

pour |m| = 1. Ainsi, tous les filtres de cette structure ont la même com-
plexité, à savoir, N+

h = N+
g = 4 et N×

h = N×
g = 5. La complexité globale

pour une réalisation en temps discret de cette structure avec la version opti-
misée de (Bw) présentée figure A.6(à droite) est détaillée dans la table A.1.
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Figure A.5 – Bloc-diagramme de la simulation en o(ǫ) de (M2) avec K
modes : Les flèches ombragées sont des vecteurs composés de K signaux
tandis que les flèches simples ne transportent qu’un signal. Le premier étage
(S1) correspond aux trois bancs de filtres de dimension K. Le premier banc
de filtres est alimenté par la force f(t), le deuxième par u0(t) et le troisième
par u1(t). Le bloc (Bw) est décrit dans la figure A.6. L’étage (S2) corres-
pond aux produits d’un signal vecteur par un signal scalaire dans le domaine
temporel et (S3) à 3K filtres, chacun alimenté par un signal. L’étage (S4)

additionne six vecteurs de dimension K. Puis, en dehors de la structure S2,
l’étage (S5) multiplie (pour chaque coordonnée) les coordonnées de deux
vecteurs de dimension K, avant d’effectuer une somme à l’étage (S6).

approx. linéaire : approx. troisième ordre :
N = 1, o(ǫ0) N = 3, o(ǫ1)

N+ K(3N+
h +Nx + 2) −Nx K (3N+

h + 3N+
g +Nx + 10) −Nx − 1

N× K(3N×
h +Nx) K(3N×

h + 3N×
g +Nx + 12) − 2

Nflops K(3Nflops
h + 2Nx + 2) −Nx K(6Nflops

h + 2Nx + 22) −Nx − 3

Table A.1 – Nombre d’opérations en virgule flottante pour calculer u(x, t)
pour (M2) avec K modes, à un instant donné et à Nx emplacements distincts
pour (M2) : N+

h est le nombre de sommes nécessaires pour la simulation d’un
filtre h[k]

1 (N×
h pour les produits etN+

g ,N×
g pour g[k]

1 ).
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u
[1,...,K]
r=(1,0,0)u

[1,...,K]
r=(1,0,0) u

[1,...,K]
r=(0,1,0)u

[1,...,K]
r=(0,1,0) u

[1,...,K]
r=(0,0,1)u

[1,...,K]
r=(0,0,1) w2(t)w2(t)

2

Figure A.6 – Bloc-diagramme détaillé de (Bw) : les produits agissent sur
chaque coordonnée séparément tandis que les sommes additionnent tous les
signaux (toutes les coordonnées de tous les vecteurs).

Remarque : En choisissant DK = {∂ek
∂x

(x)}1≤k≤K à la place de BK =

{ek(x)}1≤k≤K on calcule la sortie ∂u3

∂x
(x,t). Ainsi, en x = 0 ou x = 1, il est

possible de connecter la structure à d’autres systèmes à ces frontières, un
chevalet par exemple. Il est à noter que ∂ek

∂x
(x) =

√
2kπ (−1)kx pour x ∈ {0, 1}

et que la convergence est conservée à ces points quand K → ∞.
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Annexe B

Notions pour l’introduction aux

groupes de Lie

Cette annexe a pour but d’introduire les notions de géométrie différen-
tielle permettant de définir les groupes de Lie et de montrer leur lien avec la
cinématique des corps rigides.

B.1 Variété différentiable

B.1.1 Variété différentiable régulière

Une variété M de dimension n est un espace topologique métrisable (qui
peut être muni d’une métrique en conservant la base topologique). Cette
variété est paramétrée par un ensemble de cartes (φ, U), où U est un ouvert
de M est φ une fonction de U dans un ouvert de Rn. Deux cartes dont les
domaines se chevauchent (φ, U) et (ψ, V ) sont C∞-compatibles si ψ−1 ◦φ est
un C∞-difféomorphisme et si φ(U

⋂
V ) est un ouvert de Rn. Une collection de

telles cartes recouvrant M est un atlas régulier. Une variété M est régulière
si elle admet un atlas régulier.

B.1.2 Espaces tangents

Soit C∞(p) l’ensemble des fonctions réelles définies sur un voisinage de
p ∈ M . L’application Xp : C∞(p) → R est une dérivation, si ∀α, β ∈ R et
∀f, g ∈ C∞(p)

Xp(αf + βg) = α(Xpf) + β(Xpg) (B.1)

Xp(fg) = (Xpf)g(p) + f(p)(Xpg) (B.2)
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L’ensemble des dérivations Xp définit un espace vectoriel, c’est l’espace
tangent à la variété M au point p, noté TpM . Les éléments de TpM sont les
vecteurs tangents à M en p.

Soit (U, φ) une carte sur M , de coordonnées locales (x1, ..., xn), l’ensemble
des dérivations ∂

∂xi
forme une base de TpM , ce qui permet d’écrire

Xp = X1
∂

∂x1
+ ...+Xn

∂

∂xn

où le vecteur (X1, ..., Xn) ∈ Rn contient les coordonnées locales de Xp.
L’union disjointe des espaces tangents TpM sur l’ensemble des points p

de M définit le fibré tangent TM de M (cf. figure B.1). C’est une variété de
dimension 2n dont les éléments sont de la forme (p,Xp) où p est un point de
M et Xp un élément de TpM .

M

p
Xp

TpM

Figure B.1 – Variété différentiable régulière M : p est un point de la variété
et Xp l’application dérivation en ce point est un vecteur de l’espace tangent
à M au point p. L’ensemble des couples (p,Xp) sur la variété M constitue le
fibré tangent TM de M .

B.1.3 Applications tangentes, différentielle

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f une
fonction différentiable d’un ouvert de E vers F , sa différentielle en un point
x sera notée Df(x).

Soit φ une carte de la variété M définie en un voisinage du point x ∈M ,
pour tout entier i compris dans l’intervalle [1, n], le vecteur tangent ∂

∂xi
:

D1
x(M,R) → R est défini par

(
∂

∂xi
)f =

∂

∂xi
(f ◦ φ−1)(φ(x))

= D(f ◦ φ−1)(φ(x))(ei) (B.3)

120



où ei est le i-ème vecteur de la base canonique de Rn.
Si M1 et M2 sont deux variétés C∞-différentiables de dimensions respec-

tives n1 et n2, une fonction Φ : M1 → M2 est C∞-différentiable en x ∈ M1

s’il existe une carte ψ1 au voisinage de x ∈ M1 et une carte ψ2 au voisinage
Φ(x) ∈ M2 telles que ψ2 ◦ Φ ◦ ψ−1

1 est de classe C∞ au sens classique des
fonctions de Rn1 dans Rn2.

La différentielle de Φ au point x, notée Φ′(x) est définie par

∀X ∈ TxM1, ∀f ∈ D1
f(x)(M2,R), (Φ′(x)X)f = X(f ◦ Φ). (B.4)

Cette définition étend la notion classique de différentielle entre deux es-
paces vectoriels de dimension finie. En effet, dans un espace vectoriel les dé-
rivées directionnelles associent les vecteurs de l’espace aux dérivations, elles
permettent d’identifier l’espace vectoriel à son espace tangent. On peut alors
écrire

f ′(x) = D(f(x)) ◦Df(x) ◦ (D(x))−1. (B.5)

B.1.4 Champs de vecteurs tangents

Un champs de vecteurs tangents régulier sur une variété M est une ap-
plication régulière X : M → TM , telle que π ◦X = id où π : TM → M est
la projection canonique et id : M → M est l’application identité. Soit X(M)
l’ensemble des champs de vecteurs tangents réguliers de M .

Un champs de vecteurs tangents peut être écrit par rapport à une carte
(φ, U) de la manière suivante

X(x) = X1(x)
∂

∂x1
+ ...+Xn(x)

∂

∂xn
(B.6)

où chaque Xi est une fonction régulière (la fonction coordonnée locale du
champs de vecteurs X) définie sur un voisinage ouvert de x = φ(p).

Les champs de vecteur représentent les équations différentielles sur les
variétés. La courbe c est une courbe intégrale sur le champs de vecteur X si

ċ(t) = X(c(t)).

Soient X un champs de vecteurs tangents régulier et f ∈ C∞(M) une
fonction régulière sur M . La dérivée de Lie de f par rapport à X est la
fonction Xf : M → R définie par

Xf(p) = Xpf.
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Dans la carte (φ, U) et en utilisant l’équation B.6, on peut écrire

Xf(x) =

n∑

i=1

∂f

∂xi
Xi(x)

où les dérivées partielles sont évaluées en x = φ(p).
Si X et Y sont deux champs de vecteurs tangents réguliers, le crochet de

Lie [X, Y ] définit un nouveau champs de vecteurs tangents régulier

[X, Y ]f = X(Y f) − Y (Xf).

Soient M et N deux variétés, X ∈ X(M) et Y ∈ X(N) deux champs de
vecteurs tangents réguliers. X et Y sont F-compatibles si

YF (p) = F∗pXp

où F est un C∞-difféomorphisme et F ′ : TM → TN est l’application push
forward qui définit un champs de vecteurs tangents dans X(N) par

(FX)′q = F ′
F−1(q)XF−1(q).

De même, l’application pull back F ∗ : TN → TM , permet de définir un
champs de vecteur sur M par

(F ∗Y )p = (Fp)
−1′YF (p).

Ces deux applications sont liées par la relation F ∗ = (F−1)′ = (F ′)−1.

B.1.5 Espaces et applications cotangentes

Pour tout espace tangent TpM à une variété M au point p, l’espace co-
tangent T ∗

pM est défini comme le dual de l’espace tangent (T ∗
pM = (TpM)∗),

i.e. l’ensemble de toutes les formes linéaires ωp : TpM → R. Les éléments de
l’espace cotangent sont les vecteurs cotangents.

L’action d’un vecteur cotangent (ωp ∈ T ∗
pM) sur un vecteur tangent

(Xp ∈ TpM) est notée < ωp, Xp >.
Si la base { ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xn
} de TpM est associée à la base (x1, ..., xn) des

coordonnées locales, la base duale de T ∗
pM est donnée par {dx1, ..., dxn},

avec pour tout i et j entiers compris entre 1 et n,

< dxi,
∂

∂xj
>= δij.
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Soit une fonction f : M → R, le vecteur cotangent df(p) ∈ T ∗
pM est défini

par
< df(p), Xp >= Xp(f),

df(p) coïncide avec la différentielle de f .
En prenant en compte la carte (U, φ) de coordonnées locales x = (x1, ..., xn),

df(p) s’écrit

df(x) =
∂f

∂x1
(x)x1 + ... +

∂f

∂xn
(x)xn,

avec x = φ(p).
L’union disjointe des espaces cotangents T ∗

pM sur l’ensemble des points
p de M définit le fibré cotangent T ∗M de M . C’est une variété de dimension
2n dont les éléments sont (p, αp) où p est un point de M et αp un élément
de T ∗

pM .

B.1.6 Formes différentielles

Une forme différentielle régulière sur une variété M est un champs de
vecteurs réguliers, i.e. une application régulière α : M → T ∗M qui satisfait
π ◦ α = id où π : T ∗M → M est la projection canonique et id : M → M est
l’application identité.

En coordonnées locales, une forme différentielle s’écrit

α(x) = α1(x)dx1 + ...+ αn(x)dxn

où chaque αi est une fonction régulière sur M .

B.2 Groupes de Lie

Un groupe de Lie G est un groupe, qui est également une variété régulière
et pour lequel les opérations de composition gh, ∀(g, h) ∈ G2 et d’inversion
g−1, ∀g ∈ G sont régulières (C∞ entre les variétés). L’élément neutre est noté
e.

B.2.1 Translations

Pour chaque élément g de G, on peut définir la translation à gauche
Lg : G→ G par

Lg(h) = gh

avec h ∈ G.
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De même la translation à droite sera Rg : G→ G avec

Rg(h) = hg

avec h ∈ G.
Ces translations possèdent les propriétés suivantes

Lg−1 = L−1
g (B.7)

Rg−1 = R−1
g . (B.8)

La différentielle L′
g−1 d’une translation Lg−1 est un isomorphisme de TgG

vers TeG.

B.2.2 Algèbre de Lie

Une algèbre de Lie est une algèbre dont le produit interne (appelé cro-
chet [., .]) est anti-symétrique ([A,B] = −[B,A] et [A,A] = 0) et respecte
l’identité de Jacobi

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0.

L’ensemble X(M) des champs de vecteurs sur la variété M , muni du
crochet est une algèbre de Lie.

Algèbre de Lie d’un groupe de Lie Un champs de vecteurs X sur un
groupe de Lie G est dit invariant à gauche si (Lg)∗X = X où (Lg)∗ est une
application push forward. L’ensemble des champs de vecteurs surG invariants
à gauche est noté XL(G).

Soient X et Y deux éléments de XL(G), on peut écrire

Lg∗[X, Y ] = [Lg∗X,Lg∗Y ] = [X, Y ].

XL(G) est donc une sous-algèbre de Lie de l’algèbre de Lie X(G).
L’application ρL : XL(G) → TeG est un isomorphisme linéaire, elle trans-

porte les propriétés du crochet dans l’ensemble TeG. TeG est donc également
une algèbre de Lie, et plus spécifiquement l’algèbre de Lie du groupe de Lie
G, on la notera g.

B.2.3 Opérateurs adjoints

Soient g et h deux éléments d’un groupe de Lie G. L’application

Ig : G→ G (B.9)

h 7−→ ghg−1 (B.10)
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est différentiable.
Soit ξ un élément de l’algèbre de Lie. La différentielle de Ig au point e

s’écrit
Adg(ξ) = (Lg ◦Rg−1)′(e)ξ = (TeIg)ξ, (B.11)

c’est l’application adjointe du groupe. Elle représente l’action d’un élément
g du groupe sur son algèbre.

Finalement, on peut définir la différentielle de cette application adjointe
par

adξ(ω) = Ad′(e)ω =
d

dt
|t=0Adexp(tξ)ω (B.12)

où ω est également un élément de l’algèbre, comme étant l’action de l’algèbre
sur elle-même.

Dans le cadre des algèbres de Lie, un lien peut être fait avec le commu-
tateur de l’algèbre, on a en effet :

adξ(ω) = [ξ, ω] . (B.13)

B.3 Application exponentielle

Pour tout élément ξ de l’algèbre de Lie g, l’application φξ : R → G est la
courbe intégrale du champs de vecteurs invariant à gauche Xξ passant en e
à t = 0

φξ(0) = e

d

dt
φξ(t) = Xξ(φξ(t)).

On peut montrer (cf. [34]) que

φξ(s+ t) = φξ(s)φξ(t)

ce qui signifie que φξ est un sous-groupe à un paramètre de G.
L’application exponentielle exp : g → G est définie par

exp(ξ) = φξ(1).

Elle envoie les droites vectorielles de g dans un sous-groupe à un paramètre
de G.

C’est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans l’algèbre vers un voi-
sinage de l’identité dans le groupe. Dans le cas de groupe de Lie matriciels,
il s’agit donc d’une exponentielle de matrice.

Cette application est surjective si G est compact : chaque élément du
groupe peut être exprimé comme l’exponentielle d’un élément de l’algèbre.
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B.4 Exemples

Voici quelques exemples de groupes de Lie utilisés dans le cadre de cette
thèse.

B.4.1 GL(n,R)

Le groupe GL(n,R) des matrices carrées réelles inversibles de dimension
n, muni du produit de matrices, est un groupe de Lie. On remarque donc
que les translations à gauche et à droite ne sont pas égales.

B.4.2 SO(n)

Le groupe spécial orthogonal est un sous-groupe de GL(n,R) défini par

SO(n) = {R ∈ GL(n,R) : RRT = 1, det(R) = 1}.

Pour n = 3, SO(3) est le groupe des rotations dans R3 qui préservent l’orien-
tation.

Les éléments de l’algèbre so(3) sont définis par

R−1Ṙ = ω̂ (B.14)

où ω̂ =




0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


 et ω =



ω1

ω2

ω3


.

Le crochet de Lie est défini par

[ω̂1, ω̂2] = ω̂1ω̂2 − ω̂2ω̂1 (B.15)

et a la propriété suivante

[ω̂1, ω̂2] = ω̂1 ∧ ω2. (B.16)

L’application exponentielle est définie par la formule de Rodrigues

ebω = I +
ω̂

||ω|| sin ||ω||+ ω̂2

||ω||2 (1 − cos ||ω||). (B.17)
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B.4.3 SE(3)

Tous les mouvements d’un corps rigide dans R3 peuvent être définis par :

H(x) = Rx+ p

où x et p appartiennent à R3 et R à SO(3).
Le groupe SE(3) est le groupe dont les éléments sont

H =

[
R p
013 1

]
.

C’est un groupe de dimension 6.
Les éléments de l’algèbre se(3) sont définis par

H−1Ḣ = T̂ (B.18)

où T̂ =

[
ω̂ v
013 0

]
et T =

[
ω
v

]
. Le crochet de Lie est défini par

[T̂1, T̂2] = T̂1T̂2 − T̂2T̂1. (B.19)

L’application exponentielle est définie par

e
bT =

[
ebω Av
013 1

]
, (B.20)

avec

A = I +
ω̂

||ω||2 (1 − cos ||ω||) +
ω̂2

||ω||3 (||ω|| − sin ||ω||). (B.21)
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Annexe C

Calculs des dérivées de

l’exponentielle

C.1 Opérateur dexp

diexp(û) dans SE(3) peut être exprimé en fonction de djexp(α̂) dans
SO(3) ([34]).

Pour u =

[
α
β

]
∈ se(3) avec α̂ ∈ so(3) et β ∈ R3, et w =

[
γ
δ

]
∈ se(3)

avec γ̂ ∈ so(3) et δ ∈ R3 :

exp(û) =

[
exp(α̂) dTexp(α̂)β

0 1

]
(C.1)

dexp(û) =

[
dexp(α̂) 0

d2exp(α̂)(β̂) dexp(α̂)

]
(C.2)

d2exp(û)(ŵ) =

[
d2exp(α̂)(γ̂) 0

d3exp(α̂)(β̂)(γ̂) + d2exp(α̂)(δ̂) d2exp(α̂)(γ̂)

]
(C.3)
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avec

exp(α̂) = 13 +
sin ||α||
||α|| α̂ +

1 − cos ||α||
||α||2 α̂2 (C.4)

dexp(α̂) = 13 −
1 − cos ||α||

||α||2 α̂ +
||α|| − sin ||α||

||α||3 α̂2 (C.5)

d2exp(α̂)(β̂) = −1 − cos ||α||
||α||2 β̂ +

||α|| − sin ||α||
||α||

3

(β̂α̂+ α̂β̂)

+ 〈α, β〉
(
||α|| sin ||α|| − 2(1 − cos ||α||)

||α||4 α̂

− 2||α||+ ||α|| cos ||α|| − 3 sin ||α||
||α||5 α̂2

)
(C.6)

d3 exp(α̂)(β̂)(γ̂) =
‖α‖ − sin ‖α‖

‖α‖3 (γ̂ β̂ + β̂ γ̂)

+ 〈α, β〉
(
− ‖α‖ sin ‖α‖ − 2 (1 − cos ‖α‖)

‖α‖4 γ̂

− 2 ‖α‖ + ‖α‖ cos ‖α‖ − 3 sin ‖α‖
‖α‖5 (γ̂ α̂ + α̂ γ̂)

)

+ 〈β, γ〉
(
− ‖α‖ sin ‖α‖ − 2 (1 − cos ‖α‖)

‖α‖4 α̂

− 2 ‖α‖ + ‖α‖ cos ‖α‖ − 3 sin ‖α‖
‖α‖5 α̂2

)

+ 〈α, γ〉
[
〈α, β〉

(
− ‖α‖2 cos ‖α‖ + 3 ‖α‖ sin ‖α‖ − 8(1 − cos ‖α‖)

‖α‖6 α̂

− 12 ‖α‖ − ‖α‖2 sin ‖α‖ + 3 ‖α‖ cos ‖α‖ − 15 sin ‖α‖
‖α‖7 α̂2

)

− ‖α‖ sin ‖α‖ − 2 (1 − cos ‖α‖)
‖α‖4 β̂

− 2 ‖α‖ + ‖α‖ cos ‖α‖ − 3 sin ‖α‖
‖α‖5 (β̂ α̂+ α̂ β̂)

]
(C.7)
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C.2 Développement de Taylor

Le développement de Taylor des fonctions sin et cos jusqu’à l’ordre ||α||2,
permet d’écrire ∀α ∈ so(3) :

dexp(α̂) ≃ 13 − (
1

2
− ||α||2

24
)α̂ + (

1

6
− ||α||2

120
)α̂2.

En utilisant les propriétés des matrices anti-symétriques dans so(3) i.e. α̂T =
−α̂, on peut écrire

dTexp(α̂) ≃ 13 + (
1

2
− ||α||2

24
)α̂ + (

1

6
− ||α||2

120
)α̂2.

Les expressions de d2exp(α̂)(β̂) et d3exp(α̂)(β̂)(γ̂) sont

d2exp(α̂)(β̂) ≃ ||α||2 − 12

24
β̂ + 〈α, β〉

[
15 − ||α||2

180
α̂+

||α||2 − 21

1260
α̂2

]

+
20 − ||α||2

120
(α̂β̂ + β̂α̂)

d3exp(α̂)(β̂)(γ̂) ≃ 20 − ||α||2
120

(γ̂β̂ + β̂γ̂)

+〈α, β〉
[
15 − ||α||2

180
γ̂ +

||α||2 − 21

1260
(γ̂α̂ + α̂γ̂)

]

+〈β, γ〉
[
15 − ||α||2

180
α̂ +

||α||2 − 21

1260
α̂2

]

+〈α, γ〉
[
〈α, β〉

(
9||α||4 − 280||α||2 + 3360

5040||α||2 α̂

+
−7||α||4 + 288||α||2 − 5040

30240||α||2 α̂2

)

+
15 − ||α||2

180
β̂ +

||α||2 − 21

1260
(β̂α̂ + α̂β̂)

]

C.3 Équation d’équilibre

La simulation par les séries de Volterra étant tronquée à l’ordre 2, il est
alors possible d’effectuer le développement de Taylor des opérateurs contenus
dans ces matrices sans changer la qualité de l’approximation. On utilisera les
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expressions suivantes :

dexp(α̂) = 13 −
1

2
α̂ +

1

6
α̂2 +O(||u||3)

d2exp(α̂)(β̂) = −1

2
β̂ +

1

6
(α̂β̂ + β̂α̂) +O(||u||3)

d3exp(α̂)(β̂)(γ̂) =
1

6
(γ̂β̂ + β̂γ̂) +O(||u||3)

e−bα − 13 = −α̂ +
1

2
α̂2 +O(||u||3)

(e−bα)′ = −e−bα ̂dexp(−α̂)α′ = −α′ − 1

2
̂̂αα′ + α̂α̂′ +O(||u||3)

Les cinq composantes de l’équation (3.38) sont définies par :

A(u, ü) = dTexp(û)Jdexp(û)ü

=

[
dexpT (α̂) d2T exp(α̂)(β̂)

0 dexpT (α̂)

] [
J1 0
0 J4

] [
dexp(α̂) 0

d2exp(α̂)(β̂) dexp(α̂)

] [
α̈

β̈

]

=

[
dexpT (α̂)J1 d2T exp(α̂)(β̂)J4

0 dexpT (α̂)J4

] [
dexp(α̂) 0

d2exp(α̂)(β̂) dexp(α̂)

] [
α̈

β̈

]

≃ A1ü+ A2(u, ü)

=

[
J1 0
0 J4

] [
α̈

β̈

]
+

[
1
2
(α̂J1 − J1α̂) 1

2
β̂J4

−1
2
J4β̂

1
2
(α̂J4 − J4α̂)

][
α̈

β̈

]

B(u, u̇) = dT
exp(û)J(d2

exp(û)u̇)u̇ + dT
exp(û)ad∗dexp(bu)u̇Jdexp(û)u̇

=

[
dexpT (α̂) d2T exp(α̂)(β̂)

0 dexpT (α̂)

] [
J1 0
0 J4

][
d2exp(α̂)( ˙̂α) 0

d3exp(α̂)(β̂)( ˙̂α) + d2exp(α̂)(
˙̂
β) d2exp(α̂)( ˙̂α)

]
u̇

+

[
dexpT (α̂) d2T exp(α̂)(β̂)

0 dexpT (α̂)

]
ad∗2

4 dexp(α̂) 0

d2exp(α̂)(β̂) dexp(α̂)

3
5u̇

[
J1 0
0 J4

] [
dexp(α̂) 0

d2exp(α̂)(β̂) dexp(α̂)

]
u̇

≃ B2(u, u̇) =

[
−1
2 J1

̂̇α − Ĵ1α̇ −Ĵ4β̇

−1
2 J4

̂̇
β − Ĵ4β̇

−1
2 J4

̂̇α

][
α̇

β̇

]

=

[
−1
2 J1

̂̇α + ̂̇αJ1
̂̇
βJ4

−1
2 J4

̂̇
β −1

2 J4
̂̇α + ̂̇αJ4

][
α̇

β̇

]
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C(u, u′′) = −dT
exp(û)Σdexp(û)u′′ − dT

exp(û)ΣAd′e−bu(H−1
0 H ′

0)

= −
[

dexpT (α̂) d2T exp(α̂)(β̂)
0 dexpT (α̂)

] [
Σ1 0
0 Σ4

] [
dexp(α̂) 0

d2exp(α̂)(β̂) dexp(α̂)

]
u′′

−
[

dexpT (α̂) d2T exp(α̂)(β̂)
0 dexpT (α̂)

] [
Σ1 0
0 Σ4

]
Ade−buad−dexp(−bu)u′H−1

0 H ′

0

= −
[

dexpT (α̂)Σ1 d2T exp(α̂)(β̂)Σ4

0 dexpT (α̂)Σ4

] [
dexp(α̂) 0

d2exp(α̂)(β̂) dexp(α̂)

]
u′′

−
[

dexpT (α̂)Σ1 d2T exp(α̂)(β̂)Σ4

0 dexpT (α̂)Σ4

]
e−bu [ad−dexp(−bu)u′H−1

0 H ′

0

]
ebu

≃ C1u
′′ + C2(u, u′′) =

[
−Σ1 0

0 −Σ4

] [
α′′

β′′

]
−
[

1
2 (α̂Σ1 − Σ1α̂) 1

2 β̂Σ4
−1
2 Σ4β̂

1
2 (α̂Σ4 − Σ4α̂)

][
α′′

β′′

]

−
[

1
2 β̂Σ4α̂

′E1

−Σ4(α̂
′E1 − α̂α̂′E1 + 1

2
̂̂αα′E1) − 1

2 α̂Σ4α̂
′E1

]

D(u, u′) = −dT
exp(û)Σ(d2

exp(û)u′)u′ − dT
exp(û)ad∗dexp(bu)u′Σ

[
dexp(û)u′ + Ade−bu(H−1

0 H ′

0) − H−1
0 H ′

0

]

− dexpT ΣAd′e−bu(H−1
0 H ′

0)

= −
[

dexpT (α̂) d2T exp(α̂)(β̂)
0 dexpT (α̂)

] [
Σ1 0
0 Σ4

]

[
d2exp(α̂)(α̂′) 0

d3exp(α̂)(β̂)(α̂′) + d2exp(α̂)(β̂′) d2exp(α̂)(α̂′)

]
u′

−
[

dexpT (α̂) d2T exp(α̂)(β̂)
0 dexpT (α̂)

]
ad∗2

4 dexp(α̂) 0

d2exp(α̂)(β̂) dexp(α̂)

3
5u′

[
Σ1 0
0 Σ4

]

[ [
dexp(α̂) 0

d2exp(α̂)(β̂) dexp(α̂)

]
u′ + Ade−bu(H−1

0 H ′

0) − H−1
0 H ′

0

]

−
[

dexpT (α̂) d2T exp(α̂)(β̂)
0 dexpT (α̂)

] [
Σ1 0
0 Σ4

]
Ade−buad−dexp(−bu)u′H−1

0 H ′

0

≃ D2(u, u′)

= −
[

−1
2 Σ1α̂

′ − Σ̂1α′ −Σ̂4β′ + Σ̂4α̂E1

−1
2 Σ4β̂

′ − Σ̂4β′ + Σ̂4α̂E1
−1
2 Σ4α̂

′

][
α′

β′

]

−
[

− 1
2 β̂Σ4(I − α̂)( ̂α′ + 1

2 α̂α′)E1

(−I − 1
2 α̂)Σ4(I − α̂)( ̂α′ + 1

2 α̂α′)E1

]

= −
[

−1
2 Σ1α̂

′ + α̂′Σ1 β̂′Σ4
−1
2 Σ4β̂

′ −1
2 Σ4α̂

′ + α̂′Σ4

] [
α′

β′

]

−
[

−β̂′Σ4α̂E1

−α̂′Σ4α̂E1

]
−
[

− 1
2 β̂Σ4α̂

′E1

−Σ4α̂
′E1 − Σ4

1
2
̂̂αα′E1 + Σ4α̂α̂′E1 − 1

2 α̂Σ4α̂
′E1

]
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F(u, u̇) = adT
exp(û)Jdexp(û)u̇

≃ F1u̇ + F2(u, u̇) = a

[
11J1 0

0 J4

] [
α̇

β̇

]
+

[
1
2 (α̂J1 − J1α̂)α̇ + 1

2 β̂J4β̇
−1
2 J4β̂α̇ + 1

2 (α̂J4 − J4α̂)β̇

]

= a(A1u̇ + A2(u, u̇))

C.4 Vérification du changement de variable (T,Ξ) →
u

L’équation 3.22 révèle la non commutation entre dérivation temporelle et
dérivation spatiale. La variable u est définie dans un groupe commutatif où
la question ne se pose plus. On a ∂

∂x
∂
∂t
u = ∂

∂t
∂
∂x
u ce qui permet d’écrire

∂

∂x
T − ∂

∂t
Ξ

= dexp(û)
∂

∂x

∂u

∂t
+ d2exp(û)(

∂û

∂x
)
∂u

∂t
− dexp(û)

∂

∂t

∂u

∂x
− d2exp(û)(

∂û

∂t
)
∂u

∂x

−∂Adexp(−bu)

∂t
H−1

0

∂H0

∂x

= d2exp(û)(
∂û

∂x
)
∂u

∂t
− d2exp(û)(

∂û

∂t
)
∂u

∂x

+ad−dexp(−bu)∂u
∂t

(Adexp(−bu)H
−1
0

∂H0

∂x
).

Une généralisation du théorème de Schwartz présentée par Xavier Merl-
hiot dans ce cadre permet d’écrire (cf. [34])

d2exp(û)(
∂û

∂x
)u̇ = d2exp(û)(

∂û

∂t
)
∂u

∂x

+ addexp(bu)∂u
∂t

(dexp(û)
∂u

∂x
) − dexp(û)ad ∂u

∂t
(
∂u

∂x
)

avec ad ∂u
∂t

(∂u
∂x

) = 0 puisque u est sur un groupe commutatif. Finalement

∂

∂x
T − ∂

∂t
Ξ

= addexp(bu)∂u
∂t

(dexp(û)
∂u

∂x
) + ad−dexp(−bu)∂u

∂t
(Adexp(−bu)H

−1
0

∂H0

∂x
)

= adT(Ξ +H−1
0

∂H0

∂x
−Adexp(−bu)H

−1
0

∂H0

∂x
) + adTAdH−1H−1

0

∂H0

∂x
)

= adT(Ξ +H−1
0

∂H0

∂x
).

L’équation (3.22) est vérifiée.
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Annexe D

Principe de Hamilton

D.1 Énergie cinétique

L’énergie cinétique de la poutre 1
2
ρẋT ẋ peut être exprimée dans SE(3)

grâce aux équations 3.7 et 3.9

dEc =
1

2
ρP T ḢT ḢP dV (X, Y, Z)

=
1

2
ρP T (HT̂)THT̂P dV (X, Y, Z)

où P T T̂
T

peut être récrit TTQT .
En effet, en utilisant les propriétés du produit vectoriel, il est possible

d’écrire pour T̂ ∈ se(3) :

P T T̂
T

=
[

wT
0 1

] [ ω̂T 031

vT 0

]

=
[

wT
0 ω̂

T + vT 0
]

=
[

(ω ∧ w0)
T + vT 0

]

=
[
−(ŵ0ω)T + vT 0

]

=
[
ωT ŵ0

T
+ vT 0

]

=
[
ωT vT

] [ ŵ0
T

0
13 0

]

= TTQT .

Finalement,

dEc =
1

2
ρTTAT dV (X, Y, Z)
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avec

A = QTHTHQ

= ρ

[
ŵ0ŵ

T
0 ŵ0

ŵT
0 13

]
.

En considérant A indépendant deX (section constante), la matrice d’iner-
tie étendue est définie comme étant l’intégrale de A sur la section :

J =

∫

section

A(Y, Z)dY dZ (D.1)

Afin d’utiliser le principe de Hamilton, l’expression d’une petite variation
δEc d’énergie cinétique est nécessaire. Cette petite variation est définie par :

δEc =
1

2

∫ L

0

δTTJTdX,

D.2 Énergie potentielle

Soit Σ le tenseur de loi de comportement élastique linéaire, et

Ξ̂ = H−1H ′ −H−1
0 H ′

0 =

[
Π̂ Γ
0 0

]

le tenseur des déformations, avec H0(X) =

[
13 XE1

0 1

]
et H(X, t)−1 =

[
RT −RT r
0 1

]
. H0 est la position initiale de la poutre, i.e. pour tout t ≤ 0

la poutre est droite le long de l’axe E1.
En utilisant la même méthode que pour l’énergie cinétique, la variation

d’énergie potentielle due à la variation δH = eδθ est fonction de δΞ = δθ′ +
adH−1H′(δθ).

Ainsi,

δEp =
1

2

∫ L

0

δΞTΣΞdX
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Annexe E

Détail du calcul de l’application

de la méthode des images

L’équation (5.17) est issue du calcul suivant :

∀(x, ξ) ∈ [0; 1]2, ∀s ∈ C/Re(s) > 0

Hp
1 (x; ξ, s) =

∑

n∈Z

Hp∞
1 (x; ξ + 2n, s) −Hp∞

1 (x;−ξ + 2n, s)

=
∑

n∈Z

Hp+∞
1 (x; ξ + 2n, s) +Hp−∞

1 (x; ξ + 2n, s)

−Hp+∞
1 (x;−ξ + 2n, s) −Hp−∞

1 (x;−ξ + 2n, s)

=
1

2

∑

n∈Z

e−s(x−ξ−2n)Γ(x− ξ − 2n) + e−s(−x+ξ+2n)Γ(−x+ ξ + 2n)

−e−s(x+ξ−2n)Γ(x+ ξ − 2n) − e−s(−x−ξ+2n)Γ(−x− ξ + 2n)

=
1

2

∑

n∈N∗

e−s(−x+ξ+2n)Γ(−x+ ξ + 2n) − e−s(−x−ξ+2n)Γ(−x− ξ + 2n)

+
1

2

∑

n∈Z∗−

e−s(x−ξ−2n)Γ(x− ξ − 2n) − e−s(x+ξ−2n)Γ(x+ ξ − 2n)

+
1

2

[
e−s(x−ξ)Γ(x− ξ) + e−s(ξ−x)Γ(ξ − x) − e−s(x+ξ)

]

= sinh(sx)

[
sinh(sξ)

[
−1 − 2

∑

n∈N∗

e−2ns

]
+ cosh(sξ)Γ(ξ − x)

]

+ cosh(sx) sinh(sξ)Γ(x− ξ)

= sinh(sx)

[
sinh(sξ)

[
1 − 2

1 − e−2s

]
+ cosh(sξ)Γ(ξ − x)

]

+ cosh(sx) sinh(sξ)Γ(x− ξ)

=





sinh(sξ)
[
cosh(sx) − sinh(sx)

tanh(s)

]
si x > ξ

sinh(sx)
[
cosh(sξ) − sinh(sξ)

tanh(s)

]
si ξ > x
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