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Résumé

L’apllication de concepts hérités de la géométrie différentielle a 1’étude
du comportement de systemes dynamiques en considérant les trajectoires
empruntées par ces derniers comme des géodésiques fournit des solutions
générales élégantes tout en s’affranchissant des non-linéarités artificielles in-
troduites par le paramétrage de l'espace ambient a l’aide de systemes de
coordonnées. L’utilisation des groupes de Lie permet alors de considérer
I’évolution temporelle du systeme en fonction des transformations subies
par 'action d’un groupe.

A Taide de ce formalisme, une étude complete du probleme du corps ri-
gide en rotation a été menée tout en prenant en compte les symétries et
invariances du systeme en introduisant ’ellipsoide liée a la conservation de
I’énergie totale ainsi que la sphere engendrée par I'invariance du moment an-
gulaire. L’intersection de ces surfaces fournit ainsi les solutions du probleme
et permettra en outre de se questionner sur la stabilité des états d’équilibre
du systeme. Nous montrerons ensuite, en prenant exemple sur le pendule,
que la prise en compte de 1’énergie potentielle nécessite 'introduction de la
métrique de Jacobi. Cette étape permet de pouvoir a nouveau considérer
une surface traduisant la conservation de l’énergie et déterminer alors les
trajections du systeme. La mise en rotation du pendule permettra finale-
ment de mettre en lumiere un exemple simple de bifurcation non-linéaire.
Afin de conclure, ce manuscrit proposera des pistes mathématiques telles que
I'utilisation des connexions ou des espaces fibrés qui pourraient permettre
de compléter et généraliser la méthode. Nous verrons finalement que le point
du vue adopté ici semble pouvoir apporter d’intéressantes perspectives dans
des domaines tels que la recherche de modes non-linéaires, la synthese sonore
ou l'interaction gestuelle homme-machine.
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Introduction

Les modeles physiques implémentés a I'Ircam dans le logiciel Modalys
sont basés sur la combinaison des modes linéaires d’un instrument ou plus
généralement d’un systeme dynamique. Cependant, quand 'amplitude des
vibrations devient grande, la propagation des ondes devient non-linéaire et
le modele linéaire ne suffit plus. Malgré tout, des vibrations périodiques
ou toutes les coordonnées du systeme atteignent leurs valeurs extrémales
au méme instant restent observables [1] et nous verrons qu’une définition
géometrique de ces modes dits non-linéaires peut étre établie [2],[3]. Ce der-
nier point de vue semble alors permettre de généraliser ’étude du com-
portement d'un systeme dynamique (trajectoires, équilibre, stabilité, com-
portement en fonction des conditions initiales,...) en s’affranchissant d’une
parametrisation de 'espace ambiant introduisant des non-linéarités artifi-
cielles [4].

Le stage présenté ici s’est proposé de revenir aux fondamentaux de la
mécanique (formalisme Lagrangien et Hamiltonien) afin d’évaluer de quelle
maniere les outils de la géométrie différentielle et des groupes de Lie nous
permettent d’aborder la résolution d’un probléeme dynamique. Nous mon-
trerons également que ce point de vue permet d’exploiter les symétries d’'un
probleme afin de simplifier la résolution et I'interprétation des équations du
mouvement.

Pour rendre compte du travail effectué, ce rapport se propose de traiter
premierement des formalismes et divers outils fondamentaux utiles a I’étude
des systemes dynamiques en les illustrant par des exemples simples étudiés
au cours du stage afin de rester clair et de ne pas perdre de vue les buts
physiques recherchés. Nous serons alors a méme d’exhiber, a 1’aide encore
une fois d’exemples simples mais fondamentaux, des comportements parti-
culiers tels que les phénomenes d’instabilités, les bifurcations ou les modes
non-linéaires pour finalement proposer de nombreuses pistes de travail uti-
lisant ces outils dans des domaines variés (synthese sonore, controle gestuel,

).



1 Systemes dynamiques : formalisme et propriétés

1.1 Formalismes Lagrangien et Hamiltonien

Afin d’apréhender les méthodes mises en oeuvre au cours de ce stage, il

est nécessaire de faire un point sur les deux formalismes de bases permet-
tant la description d’un systéeme physique, le formalisme Lagrangien et le
formalisme Hamiltonien.
Le premier nécessite 'introduction d’un espace des configurations Q de co-
ordonées ¢*,i = 1,...,n. Le comportement du systéme étudié peut étre alors
décrit complétement & I’aide du lagrangien L(q’, ¢), fonction des positions
q', des vitesses ¢* et usuellement définit comme 1’énergie cinétique T'(q*, ¢*)
moins I’énegie potentielle V(q%) du systéme avec :

. L, .
T(q,q) = 54" M(a)d (1.1.1)
ot M(q) est la matrice d’inertie du systeme et ¢ la transposée de ¢.
Si on définit ’action comme la fonctionelle :

A= /bL(qi,qi)dt (1.1.2)

la trajectoire choisie par le systeme mis en mouvement minimise cette fonc-
tionelle, c’est a dire qu’elle satisfait I’équation A = 0. Cette condition
constitue le principe dit “de moindre action”. Si on considére une petite va-
riation §q’ de la position (et donc une autre trajectoire infinitésimalement
proche), on peut écrire & 1’aide d’une intégration par parties :

(P OL . OL "L d oL,

On obtient alors les équations du mouvement dites de Lagrange :

doL oL
o og L T hen 1

Dans certain cas, il sera plus propice d’avoir recours au formalisme ha-
miltonien. Pour cela, définissons le moment conjugué :

oL

aq’

i i=1,...,n (1.1.5)

La fonction regroupant les informations du systeme est alors I'hamiltonien
H(q',pi,t), correspondant a I'énergie totale du systeéme, tel que :

n
H(¢',pi,t) =Y _pid — L(¢', ', 1) (1.1.6)
j=1
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Les équations du mouvement peuvent alors s’écrire sous la forme :

dq _ OH
% B Opi
(1.1.7)
dpi . oOH
dt ~ oq

On notera que dans le cas d’un systéme conservatif (sans pertes), I’énergie
totale du systeme est conservée au cours du temps, et I’hamiltonien est donc
constant le long de toutes les trajectoires du systeme.

1.2 Point de vue géométrique

Riemann proposa alors une méthode mathématique permettant de s’af-
franchir des parametrages de I’espace ambient et des non-linéarités qui en
découlent en introduisant des outils de la géométrie différentielle [5],[6]. Bien
qu’ici il semble peu pertinent de détailler tout le formalisme mathématique
inhérent & ces concepts, certaines notions ont besoin d’étre explicitées dans
le but de présenter leur usage dans le cadre physique introduit ci-dessus.

1.2.1 Variété Riemanienne

Afin de mettre en oeuvre la formulation générale de Riemann, il est
nécessaire de se donner un ensemble de points M qu’on appelera variété de di-
mension n si on peut fournir un systéme de coordonées générales (¢',¢?,...,q")
permettant de repérer de facon unique chaque point de M. Cette variété est
une généralisation de ’espace des configurations décrit précédemment. Il est
alors possible d’associer a chaque point P un espace vectoriel Mp dit espace
tangent et correspondant physiquement & I’espace des phases (¢, ¢*). Cet es-
pace permet de définir en chaque point une base de vecteurs (eq, ez, ..., eyn)
associée aux coordonnées générales tel que e; = dq/dq",[7][8].

De plus, soit un point P’ voisin de P et sa base associée (€f,...,e,) , il
est possible de repérer P’ et chaque vecteur €} a l'aide de la forme w =
(dq',dq?, ...,dq") et des relations :

P = P+ule (1.2.1)

e = ei—i—w;-ej 1.2.2

afin de définir la connexion affine :

dP = uW'e; (1.2.3)
de; = wjej (1.2.4)

i
Cette notion est tres importante en géométrie différentielle et a été utilisée
dans de nombreuses applications physiques. Il faut la voir comme la réponse



a la question : “Comment est modifiée ma base de vecteurs si je la déplace
de facon infinitésimale ? 7. Nous proposerons une application de ce concept
au chapitre 4.

L’étude des systemes dynamiques a l'aide de ce formalisme mathématique
considere I’étude des trajectoires du systeme sous forme de courbes sur la
variété. Afin de pouvoir définir et étudier les propriétés de ces dernieres, il
est nécessaire d’introduire la notion de métrique qui est une caractéristique
principale des variétés riemaniennes.

1.2.2 Meétrique

Fondamentalement, la métrique fournit une unité de mesure des dis-
tances dans un espace, qu’il soit plat ou courbe. Si une surface est paramétrée
tel qu'un point est repéré par le vecteur q = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))), alors
d’apres les différentielles :

dr = %du + %dv (1.2.5)
Oy dy

dy = audu + avdv (1.2.6)
0z 0z

un petit élément de longueur sur la surface ds? = dz?+dy?+dz? devient :

2 2
ds®> = (2:;) du? + 2 (g::g;) du.dv + (gz) dv?

= Edu® + 2Fdudv + Gdv?

(1.2.8)

E,F et G sont les éléments de la “premiere forme quadratique fondamen-
tale” et forment le tenseur métrique :

= < v g ) (1.2.9)

Du point de vue physique, lorsque les forces extérieures sont nulles, nous
avons vu que le lagrangien du systeme se réduisait a I’énergie cinétique.
L’action (1.1.2) mesure alors la distance sur la variété munie d’une métrique
ds?® définie par I'énergie cinétique du systéme mise sous la forme :

1 /ds\? 1 o
T=-(2) = Z~id¢ 1.2.1
5 <dt> 57 d'd (1.2.10)



en utilisant la convention de sommation d’Einstein qui sous-entend la som-
mation sur toutes les valeurs d’un indice quand il est répété deux fois.

Le tenseur métrique présenté ici possede des propriétés intéressantes
pour nos applications futures que nous nous proposons d’introduire a ’aide

d’exemples simples.

Exemple 1 : Du caténoide a I’hélicoide : invariance de la métrique

o
N

W
\‘{\\\
2\

il

F1c. 1 - L’hélicoide (a) et le caténoide (b) sont deux surfaces relieés par des
relations d’isométrie

Premieérement, montrons que pour deux surfaces reliées par une relation
d’isométrie (une infinité de transformations infinitésimales continues sans
déchirement [9]), la métrique est équivalente. Prenons I’exemple du caténoide
pouvant étre paramétrée par le vecteur :

q(u,v) = (coshu cos v, cosh usin v, u) (1.2.11)

Les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées s’écrivent :

% = (sinhwcosv,sinhusinv, 1)
ou
(1.2.12)
oq .
3 = (— coshusin v, cosh u cosv, 0)
v

et il est alors possible de déduire les différentes composantes du tenseur



métrique :

2
E = <8q> =1+ sinh?u = cosh?u
ou
Jq Or
F = =__ = 1.2.1
Ou Ov ( 3)

dq 2 2
G = — | =cosh”u
ov

On peut vérifier, en appliquant la méme méthode, que le tenseur métrique
est le méme pour les surfaces déduites du caténoide par des isométries comme
les hélicoides minimaux d’équations :

T = cosacosvcoshu + sinasinvsinhu

cos asin v coshu — sinawcosvsinh u (1.2.14)
= wucosa+vsina
(1.2.15)

ou I’hélicoide droit d’équation :

q(u,v) = (sinvsinh u, cos v sinh u, v) (1.2.16)

Cette propriété permet de ramener I’étude des courbes sur une surface
compliquée a I’étude de celles sur une surface proposant des lois de symétries
(comme le caténoide) ou les trajectoires sont plus simples a déterminer.

Exemple 2 : Indépendance du tenseur métrique au systéme de
coordonnées employé

On peut également montrer le caractere général du tenseur métrique en
prouvant qu’il est indépendant du systeme de coordonnées employé. Par
exemple, dans le plan paramétré par les coordonnées cartésiennes q = (z, y),
il vient directement :

ds® = dz® + dy? (1.2.17)
Si on utilise les coordonnées polaires, x = r cos 0,y = rsin,(1.2.8) devient :
ds® = dr? + r?d6? (1.2.18)

On peut alors vérifier, en remarquant que dx = cosfdr — rsin6df et dy =
sin Odr + r cos 0df et en remplacant dans (1.2.17) que l'on retrouve (1.2.18).
Le tenseur métrique est donc équivalent pour les deux paramétrisations.
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1.2.3 Géodésique

Sur la variété Riemanienne associée a ’espace des configurations, nous
sommes maintenant & méme de comparer les différentes courbes pouvant
étre définies. Les trajectoires du systeme, ou solutions des équations de La-
grange, correspondent alors au plus court chemin entre deux points de la
variété (physiquement entre I’état initial et 1’état final), ce qu’'on appelle
communément les géodésiques de la métrique considérée.

On détermine (voir annexe) leurs équations en injectant (1.2.10) dans
(1.1.4) et il vient :

d*q" . d¢* dg’
i T = 1.2.19
a2 gt dt ( )
ou les :
l gkl
Ui = %5 (9ing + gjki = gk (1.2.20)

sont les symboles de Christoffel de seconde espece [10] .

Ce jeux d’équations est donc équivalent a (1.1.4) mais permet de connaitre
les trajectoires dans un espace qui n’est plus plat (Euclidien) mais courbe
(Riemannien). Les deux exemples présentés ci-dessous montrent que le concept
de géodésique, bien que puissant, est intuitif dans le cas de surfaces bien
connues : le plan et la sphere.

Exemple 3 : Géodésiques du plan

Fi1G. 2 — La géodésique du plan est la droite I'g

D’apres I'équation métrique euclidienne (1.2.17), le lagrangien d’une par-
ticule parcourant un plan muni des coordonnées cartésiennes peut s’écrire :

1 1 1
L=-§T~g==i®+ 3> 1.2.21
5474 = 5"+ 5y ( )

11



et d’apres (1.1.4) on obtient :

=0 z=a Tz—x0=0at
(1.2.22)
=0 y=0 y—y=pt
Les géodésiques du plan sont donc des droites passant par Py = (xq, yo)

et de vecteur directeur («, 3), la ligne droite étant bien entendu le plus court
chemin pour rejoindre deux points dans le plan.

Exemple 4 : Géodésiques de la sphere

Fi1a. 3 — Parametrisation de la sphere en coordonnées sphériques

La sphere peut étre paramétrée par :

x = Rcosbfcos¢p
q(0,¢) = | y= Rsinbcos¢ (1.2.23)
z = Rsing

qui conduit au tenseur métrique :

R2cos’¢p 0
v = ( 0 R ) (1.2.24)

Le Lagrangien pour une particule libre de se déplacer sur la sphere est
alors :

L = R%cos’¢6? + R*¢? (1.2.25)

12



et les équations des géodésiques sont :

di+sind>cos¢>9.2 =0
(1.2.26)

0, 9 i
a(cos »0) =0

La solution de ces équations peut ici étre déterminée géométriquement en
admettant I'unicité d’une géodésique entre deux points.

Supposons que 'arc (C) ci-dessus est la géodésique cherchée. Son symétrique
(C’) par rapport au plan équatorial a la méme longueur et est encore tracé
sur la sphere (car celle-ci est globalement invariante par la symétrie). L’arc
(C’) est donc lui aussi la géodésique, ce qui n’est pas possible (en dehors
du cas o A et B sont antipodaux). (C) n’est donc pas une géodésique et
cet derniere ne peut étre que l'arc d’équateur (de grand cercle) qui relie A
a B. Les géodésiques de la sphere sont donc les grands cercles, c’est a dire
I'intersection avec la surface d’un plan passant par le centre.

Nous reviendrons plus tard sur la signification physique de la seconde
équation mais il peut étre utile de garder en téte la mise en lumiere d’une
équation de conservation.

1.3 Formalisme des groupes de Lie

Il est possible de pousser plus loin la généralisation de 1’étude des confi-
gurations d’un systeme en reprenant 'utilisation des groupes de Lie intro-
duite par Poincaré [11]. En effet, les différentes configurations d’un systéme
peuvent étre vues comme les différentes transformations appliquées par un
groupe (exemple : groupe des rotations dans l'espace & 3 dimensions dans
le cas d’une toupie ou celui des translations pour le mouvement d’un solide
parcourant un plan incliné). L’espace des configurations est alors assimilé a
I’espace des transformations du groupe et il est courbe si le groupe est non
commutatif [12].

On définit formellement un groupe de Lie G comme une variété réelle ou
complexe différentiable munie des opérations “multiplication” et “inversion”
également différentiables et admettant un élément neutre, chaque élément
ayant un symétrique.

Si R est un élément du groupe G, alors le mouvement du systeme est une tra-
jectoire R(t) sur le groupe. Afin de définir les transformations infinitésimales
du systeme, il est nécessaire de se munir d’un plan tangent a l'identité
afin d’introduire I'algebre de Lie § associée au groupe G. L’évolution d’un
systeme peut maintenant étre étudiée directement du point de vue ses trans-
formations qui lui sont appliquées, permettant de rester général sans intro-
duire les parametres du systeme.
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Ce formalisme peut étre introduit d’une facon simple dans le cas d’un solide
en rotation avec un point fixe dans ’espace a trois dimensions. Cet exemple
servira de base aux études menées au cours du stage.

1.3.1 Mouvement d’un solide dans ’espace

Le mouvement d’un solide rigide libre en rotation dans R?® peut étre
observé de deux points de vue, que 'on se considere comme observateur
externe ou sur le solide. On note B la configuration de référence, dont les
points sont repérés par le vecteur X = (X', X2, X3) dans la base mobile
(E1,E9,E3). Au cours du temps, le solide revét différentes configurations
repérées depuis un repere fixe par le vecteur x = (2!, 22, 23) dans la base

(e1,e2,e3).

VIX, 1= R ey, 1) - R} i

L=

E:;

o VIX, n=wvix 1

F1G. 4 — Le mouvement d’un solide peut étre vue dans un repére fixe ou un
repere mobile

Les diverses configurations prises au cours du temps different de la confi-
guration d’origine par le biais d’une rotation, il est donc possible de donner
la position d’un point du solide en fonction du temps par x(t) = R(t)X,
X repérant la position de référence. R(t) est une matrice de rotation ap-
partenant au groupe spécial orthogonal des rotations dans R3, SO3, définit
par :

SO3={Rec GL(3,R) telquu RRT =1 et detR=1}  (1.3.1)
Dans le repere fixe (ou spatial), la vitesse s’exprime par :

Ix(X, t)
ot
= Q. (1.3.2)

v(x,t) =

14



On peut également définir la vitesse dite convective dans le repere du
corps par :

~0X(x,1)

ot
= 0.X (1.3.3)

V(X,t) =

QS = RRT et Qc = RTR sont les éléments de I’algebre de Lie so8 et consti-
tuent des matrices antisymétriques de la forme :

0 —Wws3 w2
0= w3 0 —Ww1 (1 34)
—W2 w1 0

pouvant étre identifiées & R? par :

Ww=wAv VYveR?
(1.3.5)
w = (w1, ws,w3) € R?

Exemple 5 : Sens physique de 1’algebre de Lie pour SO3

Afin d’interpréter physiquement cette quantité considérons une rotation
autour de 'axe e de la forme :

1 0 0
R(t)=1 0 cosf —sind (1.3.6)
0 sinf coséf
On a alors :
00 O
Q. = 00 —0
06 0

(1.3.7)
we = (0,0,0)

On remarque que les éléments de 'algebre correspondent dans le cas de SO3
aux vecteurs de vitesse angulaire, I’axe instantané de rotation étant bien e;.

1.3.2 Actions d’un élément du groupe

L’automorphisme dit ADjoint d’un élément R du groupe considéré sur
un autre élément R; de ce groupe est défini [13] par :
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AD GxG—G: ADRrR;:=RRR! (1.3.8)

Cette application peut étre différenciée et ramenée en l'identité Ry = e
afin de considérer 'action d’un élément du groupe sur un élément £ de
I’algebre de Lie g :

Ad Gx§—§: Adpé:=RER™! (1.3.9)

On peut finalement définir 'action adjointe d’un élément de ’algebre sur
un autre élément de l'algebre par :

ad g X g - g : ad£1§2 = [517§2] (1310)

ou [£1,&] = &€& — §1& est le crochet de Lie traduisant la non com-
mutativité des opérations de l'algebre et entrainant la courbure du groupe
considéré quand il est différent de 0.

Pour SO3, l'introduction de ces actions nous permet d’obtenir (voir an-
nexe) les relations suivantes entre l’algebre dans le repere fixe et celle dans
le repere mobile :

Q. = AdprQ,
Q, = AdrQ.
(1.3.11)
We = RTws
ws = Rwe

L’espace dual (ou espace du moment axial II; et du moment angu-
laire II.) peut également étre introduit grace a 'opération dite co-adjointe
définie & l'aide du produit scalaire matriciel < A|B >= tr(ATB) par <
AdTTQ >=< TT| AdyQ) >.

D’apres [14], cette définition mene aux relations suivantes :

II; = RII,
(1.3.12)
M. = RTTI
Nous nous proposons maintenant de montrer que la description de l’es-

pace physique a ’aide du formalisme des groupes de Lie permet d’obtenir
des équations du mouvement équivalentes aux équations de Lagrange.
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1.3.3 Energie cinétique et principe de moindre action

Premiérement, 1’énergie cinétique (voir annexe) est donnée en fonction
des vecteurs de vitesse angulaire dans le repere mobile par :

1
T = = / dmoxT%dV
2 Ja,

1
= iwCTIch (1.313)
- L 0 0 R
avec I, = fQO dmoXTXdV = 0 I, O la matrice d’inertie et X

0 0 I3

la matrice antisymétrique associée au vecteur de référence X. A noter qu’il
sera toujours possible de définir le repere du corps tel que I, soit une matrice
diagonale.

Dans le repere spatial, 'opérateur d’inertie dépend de la rotation et il

vient : .
T = 5wSTISwS (1.3.14)

avec I, = RI.RT.
Comme Il = [.we, on peut également exprimer ’énergie cinétique en
fonction du moment mesuré dans le repere mobile :

1
T = §HCTIC‘1HC (1.3.15)

En considérant ’absence de forces extérieures et en vertu du principe de
moindre action, on sait que les trajectoires du systeme satisfont I’équation
o fab Tdt = 0. On peut montrer (voir annexe) que les variations du champ
de vecteurs w,. sont régies par :

dwe =N+ weAn (1.3.16)

pour lesquelles /() = R~'6 R est une courbe dans I’algebre de Lie s’annu-
lant aux extrémités : 7(a) = 7(b) = 0. L’application du principe du moindre
action mene alors aux équations d’Euler Lagrange vérifiées par la vitesse

angulaire we :
—Twe+ we A lowe =0 (1.3.17)

Grace a I.w. = II; = (I, Iy, II3), on retrouve 1’équation d’Euler I, =
II. A I~ 'TI. pouvant se mettre sous la forme :

I, = Ml
I, = aoll3ll (1.3.18)
I3 = agl
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avec :

12*13 13*11 11*12
“ I’ 2 LiIs ' “ LI, ’ (1.3.19)

D’apres (1.3.12), le moment dans le repére fixe est alors régi par I’équation :

d
e =0 (1.3.20)

et on remarque qu’il est conservé au cours du temps. Ceci découle de
I'invariance par rotation autour de I'axe instantané de rotation. Nous nous
proposons maintenant de détailler et expliciter le rapport entre symétries et
conservation en commencant par un retour au cas des surfaces afin d’exhiber

un exemple visuel.
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2 Meéthodes géométriques et symétries

2.1 Swurfaces de révolution

F1G. 5 — Surface de révolution d’axe A et de génératrice I'

Une surface de révolution est une surface engendrée par la rotation d’une
courbe appelée génératrice autour d’'un axe dit de révolution. Elle est donc
globalement invariante par toute rotation autour de cet axe et peut étre
paramétrée de facon générale par :

q(8,¢) = (f(¢)cost, f(¢)sinb,g(¢))
ou le parametre 6 est dit longitude et f et g sont des fonctions de la latitude
¢ [15].
A Taide de la méthode employée dans les exemples 3 et 4, on trouve les
équations des géodésiques suivantes :

d .-
%(fQH) = 0 (2.1.1)
é— e Ff 449" — 0
f/2_|_g/2 f/2 _|_g/2

On pourra montrer (cf annexe) que ces équations possedent comme solu-
tions particulieres les méridiens (@=constante) et les paralléles (¢p=constante)
possédant la propriété f'(¢) = 0. (2.1.1) nous informe de la conservation
pour toute surface de révolution de la quantité C' = fzé. C est la constante
de Clairaut et elle correspond physiquement & la conservation du moment
cinétique axial IIg résultant de la symétrie de révolution inhérente a la sur-
face. Dans le premier exemple, nous avions vu que la métrique était inva-
riante pour toute les surfaces reliées par des relations d’isométrie. La sim-
plification des équations des géodésiques et la présence de la constante de
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Clairaut nous encouragent donc a se ramener quand c’est possible a des
surfaces de révolutions.

2.2 Fonction moment

Les lois de conservation tel que (2.1.1) et leur correspondance avec les
symétries du probleme peuvent étre généralisées en revenant au formalisme
hamiltonien et en introduisant la fonction moment définie comme invariante
le long des trajectoires d’un systéeme soumis aux équations d’Hamiltons
(1.1.7),[14]. Cette fonction permet de traduire le théoreme de Noether sta-
tifiant qu’a une symétrie d’un systeme correspond la conservation d’une
quantité : I'invariance par translation dans le temps entraine la conservation
de I'énergie totale, I'invariance par translation dans une direction de ’espace
entraine la conservation de la quantité de mouvement dans cette direction,
I'invariance par rotation entraine la conservation du moment angulaire.

Si ’hamiltonien H(q, p) est invariant par I'action d’un groupe G alors :

H(q,p) = H(a(s),p(s)), avec q(s)=g(s)a, p(s)=g(s)p (2.2.1)

ou g(s) est un élément d’un sous-groupe a un parametre de G, par
exemple g(s) = exp(s€) ou £ est un élément de l'algebre de g. H étant
conservé au cours du mouvement, il vient :

SH(@(s).p(s) = 5L H(@(s).p(s)) 1-a(s) + 5 H(a(s).p(s) S pls) =0

ds oq
(2.2.2)
Pour s =0, q(s) = q et p(s) = p et d’apres (1.1.7) on peut alors écrire :

. d . d
—P£\3=OQ(S) + (I%!s:op(S) =0 (2.2.3)

Oou encore ¢ ¢
oJ o0J d
: 5= & oge 2.2.4
90 4T 5, P o) =0 (2.2.4)

apres avoir posé :

8.J¢ d d
K = —£|s:0p(5) = —alszog(sm =P
(2.2.5)
8.J¢ d d
o = —£|s:0q(5) = —£|5:09(5)q =&q

La fonction J est précisément la fonction moment et est bien conservée
au cours du mouvement. Elle est définie formellement par la relation :

J4(a,p) == (J(a,p)[§) Véeg (2.2.6)
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Exemple 6 : Fonction moment dans le cas d’une rotation SO3
Si on applique une rotation d’un angle 6 d’axe eg a la particule étudié, sa
position est alors : q(6,t) = R(t)q(t). L’invariance de I'Hamiltonien (et donc
la conservation de son énergie totale) se traduit par I’équation :
dH
T

La démarche décrite précédemment mene a réécrire (2.2.5) dans le cas d’une

0 (2.2.7)

invariance par rotation sous la forme :

0 -1 0
aJ¢
e 1 0 0 ]J]q = &£€Aq
P 0 0 0
(2.2.8)
0 -1 0
aJ¢
g = 0 0 )p = —{AP
d 0 0 0
- . . . . 0J¢
Sachant que dériver par un vecteur introduit la notion de gradient B =
a
Vqu, on a:
dJ¢ dJ¢ dJ¢
— = ; —=—— = — ;o =— =0 2.2.9
g p2 9o p1 943 ( )

On vérifie ici que dans le cas d’une invariance par rotation, la quan-
tité conservée est bien le moment axial. Présentons maintenant une in-
terprétation géométrique de la conservation de l’énergie totale et du mo-
ment angulaire permettant de donner des informations sur les solutions de
problemes comportant des symétries. L’exemple du solide rigide en rotation
est pour cela repris.

2.3 Résolution géométrique
2.3.1 L’orbite co-adjointe

L’orbite co-adjointe est la surface décrite au cours du mouvement par le
vecteur IT.. D’apres (1.3.12) et (2.2.9), on peut écrire :

I, = cste = IT. = R cste (2.3.1)

La conservation du moment dans le repere fixe conduit 'orbite co-adjointe
a étre une sphere d’équation :

I5 + 113 + 113 = 113 (2.3.2)
oi1 Iy est la norme du moment initial tel qu’a ¢t = 0,||TI||? = || TI¢|]> =

2.
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2.3.2 Ellipsoide d’énergie

En considérant toujours que le lagrangien est égal a 1’énergie cinétique,
il peut,d’apres (1.3.15), se mettre sous la forme :

moom o m
2E0]1 2E0]2 QEOI?)

correspondant, si [y > Iy > I3, a I'équation d’une ellipsoide de demi

grand axe v/2FEyl1, de demi axe moyen +/2FEyl2, et de demi petit axe /2FEyl5.
Cette surface est déterminée uniquement par le solide rigide étudié (via sa

matrice d’inertie) et sa vitesse initiale.

1 (2.3.3)

2.3.3 Solutions du probléme

Nous cherchons maintenant a connaitre les solutions du probleme selon
le solide considéré.

Une solution triviale peut étre exhibée pour Iy = I = I3. D’apres(1.3.18),
pour les solides vérifiant cette condition, Il., et donc w,, sont constants au
cours du mouvement. Le solide est alors en rotation a vitesse angulaire
constante autour d’un axe fixe.

Pour déterminer les autres solutions, revenons aux deux surfaces construites
précédémment : Iellipsoide d’énergie et la sphere correspondant a la conser-
vation du moment angulaire mesuré dans le repére fixe. La solution du
probleme devant satisfaire les deux lois de conservations, elle peut étre vue
comme la trajectoire intersection des deux surfaces définies ci-dessus. Elle
est obtenue en injectant la troisieme composante du moment de I’équation
de l'ellipsoide dans I’équation de la sphere. C’est une ellipse de demi-axes :

I,(T12 — 2E, I I,(TT2 — 2E, I
a:\/l( 0 — 2Eos) b:\/Z( LLE) (2.3.4)

L — I3 I — I3

CasI{1 =1, > 13

s . . L(T12—2Fo13) .
Ici 'intersection devient un cercle de rayon p = w al’altitude

II3 = constante pouvant étre paramétré par le vecteur :

I}, = pcosAt
I, = psinAt (2.3.5)
I5(2Ey I — 113)
I3 =
I — I3
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ou la vitesse A = azll3 est obtenue grace a (1.3.18). En dérivant (2.3.5), on
trouve que le mouvement est soumis aux équations :

I+ M\lI, = 0

(2.3.6)
I~ All; = 0
qui, en fonctions des conditions initiales, possedent les solutions :
II; = TI;(0)cos At — II2(0) sin At
(2.3.7)

IIy, = TI2(0)cos At + I1;(0) sin At

Dans ce cas, le corps tourne dans le repere du corps a la vitesse angulaire
A autour de 'axe de symétrie du solide.

CasI; > 1y > I3

D’arpes [14], la courbe (2.3.4) peut étre paramétrée a 'aide des fonctions
elliptiques (définies en annexe) par le vecteur :

I, = —acn(ut)
Iy = bsn(ut) (2.3.8)
I3 = ddn(ut)

I3(2Ey 1, — 113)

AtZO, Hl(O) = —a, HQ(O) :()7 H3(O) =) = 1/1‘[%_(12 _\/ 7 -
1 — 43

On utilise & nouveau (1.3.18) afin de déterminer la vitesse angulaire de ro-
tation et on obtient :

(2Bl — T12)(Iy — Is)
- 2.3.

La figure ci-dessous représente les trajectoires (pour différentes condi-
tions initiales) du systéme sur la sphére décrite par Il., on remarque qu’elles
forment des orbites périodiques dont on analysera la stabilité dans la partie
suivante.

2.4 Ajustements nécessaires en présence d’énergie poten-
tielle

En présence d’énergie potentielle il n’est plus possible d’exprimer le
Lagrangien directement sous forme quadratique et ainsi de construire ’el-
lipsoide d’énergie. Il est alors nécessaire de changer de métrique et de faire
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F1a. 6 — Trajectoires sur la sphere des Il engendrées par 'intersection avec
Pellispoide d’énergie

appel au principe de “Maupertuis-Lagrange-Jacobi” [16] : tout mouvement
dans un potentiel V(q) inférieur & 1’énergie totale h est un mouvement
géodésique de la métrique de Jacobi v, = 2(h — V(q))vi; ot m;; est la
métrique initiale. Dans cette nouvelle métrique, le Lagrangien est a nou-
veau égal a 1'énergie cinétique (I'opérateur d’inertie dépendant maintenant
du potentiel) et la méthode géométrique décrite précédemment peut étre
appliquée, a quelques détails pres.

Exemple 7 : Pendule plan

Pour illustrer cette situation, considérons ’exemple du pendule ol I’énergie
potentielle s’écrit :
V = mgx.e,
= (mgX|T) (2.4.1)

ou I = RTe, est le mouvement de la direction verticale vue depuis le repere
du corps. Le Lagrangien du systeme s’écrit alors :

1
L= §wcTIcwc — (mgX|T") (2.4.2)

et il est possible de réécrire le principe de moindre action en présence
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€

Fic. 7 — Pendule plan

d’énergie potentielle afin d’obtenir I’équation du mouvement :

d
—alcwc +Ilwe ANwe+mgI' AN X =0 (2.4.3)

Dans la métrique initiale, ’Hamiltonien est donné par :

1
Hy(T1.) = 5Hchc—lnc +V(X) (2.4.4)
et dans le cas du pendule la matrice d’inertie principale s’écrit :
o mi*> 0 0
IL=mXTX=| 0 m?® 0 (2.4.5)
0 0 0

Dans la métrique de Jacobi, 'opérateur d’inertie vaut maintenant I, =
(h —V(X))I. et on a alors :

1
Hy,(IL,) = 5HCT I7MI, (2.4.6)
1
L’hamiltonien étant conservé le long des trajectoires, Hy = h et §HCTI -1, =

h —V(X) et on remarque alors que :

_h-V(X)

Hp(Ile) = h—V(X)

=1=1I, (2.4.7)
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Il vient alors :

1

Lh - §QthQc
1,02 Q3
= —(—5+ = 2.4.8
SCh+22) (2.4.8)
=1
2 2 1 :
avec a* = W et b° = W et Q¢ les vecteurs de vitesse angu-
- 1 - 2

laire dans la métrique de Jacobi, vérifiant la relation
we = [h =V (X)]Qe (2.4.9)
En présence de potentiel, I’ellipsoide d’energie devient un cylindre de rayon
2/(h — V)ml? dépendant au cours du mouvement du potentiel.

Afin d’obtenir la solution géométrique du probléme, il faut trouver la surface
sur laquelle vit le moment d’inertie Il = I 2 tel que :

1 Ql
Me=| m | = —-V)mi*| Q (2.4.10)
T3 0

La surface cherchée est donc un cercle dans le plan IIs = 0. En utilisant la
relation entre les vitesses et les moments angulaires dans ’équation (2.4.8),
on trouve que le rayon de ce cercle est :

pr(@) = /2(h — V(¢)mi? (2.4.11)

R étant une rotation autour de e, la seule solution pour que (1.3.12) soit
vérifiée est que les deux moments aient une direction fixe dirigée selon ’axe
de rotation. On a donc :

MM, =TI, = ae; avec a=[h—V(X)|mi*Q (2.4.12)

et la composante 2y doit étre nulle. D’apres, (2.4.8), I'intersection est donc
le point de coordonnée :

2
0 = \/ L Qy=03=0 (2.4.13)

(2.4.14)
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permettant d’établir I’équation différentielle

l d
dt = ¢ (2.4.15)
gv2 1,
2o + cos ¢ — cos ¢g
. . . sin ¢ . .
A Taide du changement de variable sin u = N on obtient le portrait
sin(?o)

de phase présenté ci-dessous et décrit par 1’équation :

. d
b= ditb = ﬂﬁ\/;wg + cos ¢ — cos ¢y (2.4.16)

Fic. 8 — Portrait de phase 0(9) pour différents niveaux d’énergie

Ce portrait de phase est bien connu des études classiques sur le pendule
et représente les trajectoires pour différents niveaux d’énergie h. On remar-
quera qu’on a pas eu besoin de procéder a la linéarisation pour le cas des
petits angles comme c’est usuel avec les études classiques.

Les positions pour lesquelles la vitesse est nulle sont les points d’équilibres

et nous nous proposons maintenant d’introduire une méthode permettant
d’étudier leur stabilité.
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3 Equilibre et stabilité

3.1 Définitions, présentation de la méthode

Partons du postulat qu’il sera toujours possible de décrire I’évolution du
systeme sous la forme :
a= F(u) (3.1.1)

Classiquement, u = (¢, ..., ¢", p1, ..., pn) et F est appelée “fonction d’évolution”.
Au cours du temps, I’état du systeme décrit une trajectoire u(t) dans l'es-
pace des phases P, cette trajectoire est unique & une condition initiale
up = u(0) pres. Un état d’équilibre (ou point fixe) ue est alors définit tel que

X (ue) = 0, la somme des forces moments extérieurs agissant sur le systéme
est alors nulle. Si une trajectoire commence a la position ue, alors elle reste

a cette position quand ¢ > 0.

Une fois les points fixes déterminés, I’étude de leur stabilité permet d’ob-
tenir de précieuses informations sur le comportement du systéeme. De facon
concrete, on peut dire qu’un systeme est stable en un point d’équilibre si des
petites perturbations n’entrainent pas de grands bouleversement du systeme.
Bien que les trajectoires puissent restées tres complexes, la stabilité promet
juste de rester proche de I’état d’équilibre. Supposons que le flot possede un
point fixe u = u,, on cherche a linéariser autour de cette position. Pour cela
on pose y = U — Ue et on peut alors écrire :

d
—y =F(u) - F(ue 1.2
Sy = F(w) - F(ue) (3.2
et OF oF
F(u) = F(ue) + 5 (ue)du = F(ue) + 5 (Ue)y (3.1.3)
L’équation linéarisé est alors :
oOF
y = —— (e .14
() (3.1.4)

ol le terme a droite correspond a la dérivée de Lie dans la direction y

F(u+ey) — F(u)

lim (3.1.5)
prise au point ue. Or,

Flutey) = (utey) N[l (u+tey)
= Fu)+elyAIa)+un (T ty))+o(e?) (3.1.6)

On obtient finalement :

y = y/\Iil(ue)'Fue/\(Iily)
= (dI ' —A)y (3.1.7)
= L(ue)y
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ol A est la matrice antisymétrique associée au vecteur I 'ue et L est la
matrice jacobienne de X. L’étude des valeurs propres permet de déterminer
la stabilité du systeme. Si ces dernieres sont toutes imaginaires pures ou si
leurs parties réelles sont négatives, le systéme est stable. Si par contre, une
des valeurs propres possede une partie réelle positive, alors 1’état d’équilibre
considéré est instable et les perturbations ont tendance a grandir au cours
du mouvement.

3.2 Stabilité du probleme de rotation du corps rigide

La méthode décrite précédemment peut étre appliqué au probleme de
rotation du corps rigide décrit précédemment. Pour déterminer la condition
d’équilibre, repartons de 1’équations d’Euler sous la forme :

IT. = I, A we = X (I1,) (3.2.1)

La condtion d’équilibre est alors satisfaite si les vecteurs Il. et w, sont
paralleles. Sans perte de généralité, fixons ces vecteurs selon I’axe e1. Apres
normalisation, le moment angulaire a 1’équilibre correspond au vecteur Ile =
(1,0,0). D’apres (3.1.7), la matrice jacobienne s’écrit alors :

0 0 0
Is— I
o L=l 0
I

Les valeurs propres de (3.2.2) sont :

1
:I:i
VERVILYE

Trois états d’équlibres peuvent étre alors étudiés :
— Rotation selon le plus grand axe : I} > Is, I} > I3, les deux valeurs
propres sont imaginaires pures, cet équilibre est donc stable.
— Rotation selon le plus petit axe : I} < Is, I} < I3, les deux valeurs
propres sont imaginaires pures, cet équilibre est donc stable.
— Rotation selon 'axe moyen : I1 > Is, I1 < I3, les deux valeurs propres
sont réelles et de signe opposées, cet état d’équilibre est alors instable.

V(I — L) (I3 - 1) (3:2.3)

On notera qu’ici, la stabilité considérée est dite spectrale. Il a été montré
que dans certains cas qui ne nous concernent pas ici, ce critere de stabilité
n’était pas suffisant [4]. Des méthodes plus générales nécessitant d’introduire
les fonctions de Casimir permettent de palier & ce probleme mais le temps
nous a manqué pour les comprendre et les mettre en place dans les exemples
étudiés au cours du stage.
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3.3 Le pendule tournant : instabilités et bifurcation

Afin de conclure sur cette partie ainsi que la présentation des différents
travaux effectués au cours de ce stage, nous nous intéressons au phénomene
de bifurcations (évolution des états d’équilibre et de leur stabilité quand
un parametre dit “de controle” est modifié) bien connu de la mécanique
non-linéaire en présentant un cas simple facilitant la compréhension.

i
A

Fi1G. 9 — Pendule plan mis en rotation autour de l'axe eg

Pour cela, le pendule étudié dans l'exemple 7 est maintenant mis en
mouvement autour de I’axe eg a une vitesse W. La position de la bille s’écrit
x(t) = R(a,0)X(t) ou R(, ) est la composée d’une rotation R;(f) autour
de ey et d’une rotation Ry(«) autour de eg tel que & = W :

cosa —sinacosf sinasiné
R(a,0) = Re(a)R1(A) = | sina  cosacosf —cosasind (3.3.1)
0 sin 0 cosf

Cette description du systéme nous permet d’accéder aux équation du
mouvement et de procéder a 1’étude de stabilité. Les développements sont
disponibles en annexe et ils conduisent a des résultats intéressants par rap-
port aux quatres positions d’équilibre :

— En 6, = 0, les valeurs propres sont régies par I'équation \? = ¥2 — ¥2,

Si U < W2 les deux valeurs propres sont imaginaires et 1’équilibre est
stable. Quand ¥ > W2, une des valeurs propres est réelle positive et
I’équilibre est donc instable.

— En 6, = 7, les valeurs propres sont régies par I'équation \? = U2 — 2
et une des deux est toujours réelle positive. Cet équilibre est toujours
instable, ce qui semble logique car si on lache la bille en haut, elle aura
toujours tendance a retomber.
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— Aux deux angles vérifiant cos ., = I’équation aux valeurs propres

9
w2’
2 _ g2 Y . S
est A* = W3(—7 — 1) et sur son domaine de définition ¥ > W, ces

équilibres sont toujours stables.

Le comportement du systéme peut donc se résumer de la facon suivante.
Pour ¥ < ¥, il existe deux états d’équilibre dont un stable. Quand la vitesse
de rotation dépasse V., deux nouveaux états d’équilibre stable apparaissent
et ’équilibre 6. = 0 devient instable. Le phénomene se produisant a ¥ = W,
est une bifurcation.

Les divers chapitres précédents ont permis d’exhiber quelques exemples
ou le formalisme des groupes de Lie et les notions de géométrie différentielle
ont permis une description appropriée et une résolution des équations du
mouvement élégantes. Il est maintenant important de montrer dans quelle
mesure ces méthodes générales pourraient étre appliquées a des problemes
plus complexes.
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4 Perspectives

4.1 Pespectives théoriques
4.1.1 Généralisation et formalisation de la méthode

Il peut sembler que les méthodes employées dans ce rapport sont trop

complexes par rapport a la simplicité des systémes étudiés. Cependant, le
choix de s’exercer sur ces exemples avait pour but de comprendre les diverses
étapes avant de les appliquer a des systemes plus complexes. Dans le cas du
solide rigide, il a été montré précédemment que la description a l'aide des
groupes de Lie permettait une résolution générale du probleme qui pouvait
s’appliquer & n’importe quel solide. L’exemple du pendule a quant a lui
montré que 'on pouvait s’affranchir de la restriction aux petits angles pour
résoudre analytiquement ce probleme.
Il va étre maintenant possible d’étudier des systemes et des mouvements
plus complexes avec une meilleure compréhension. Une précédente étude a
I'Ircam avait permis de déterminer les solutions des corps soumis au groupe
des translations et rotations dans le plan SE2 tel qu'un point du solide puisse
étre reperé au cours du temps par :

x(t) = R)X +v Vv eR? (4.1.1)

ou R € 502.
L’extension & 3 dimensions doit donc pouvoir étre mise en place en s’ap-
puyant sur les travaux présentés ici pour SO3.

dans le cas de plusieurs solides en interaction comme dans le cas de la poutre
de Reisner. L’étude des états d’équilibre et de leur stabilité devrait se révéler
plus ardue.

4.1.2 Apport de la notion de connexion

Il peut sembler pertinent de vouloir évaluer la sensibilité d’un systeme a
un changement de conditions initiales. Dans ce but, nous tentons de revenir
a la notion de connexion sur les surfaces invariantes engendrées par le mou-
vement du solide rigide en rotation. Dans le cas ou I; = I3, reprenons la
paramétrisation (2.3.5) de l'intersection afin de déterminer les vecteurs de
base dans le plan tangent de Iellipsoide. Les résultats sont équivalents quand
on se place dans le plan tangent de la phere. Le vecteur tangent normé s’ob-
tient facilement comme étant la dérivée par rapport au parametre de temps :
e1 = (—sint,cost,0). L'intersection étant une courbe sur la sphere (ainsi
que sur lellipsoide), on peut prendre comme vecteur normal le vecteur Il
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cost sint 1

227 22 RQ.
Jie s e i i

troisieme vecteur de la base s’écrit alors :

qui, une fois normé, s’écrit : eg = (

—cost —sint 1

: , )
R\? R\? I3 >
1 — 1 — 1 —=
\/ +<H3> \/ +<H3> \/ +<R>
D’apres [7],la construction de la matrice A de changement de base constituée

des vecteurs calculés ci dessus permet de déterminer la connexion affine par
la formule & = dAAT. Apres calculs, les relations suivantes sont obtenues :

ez =egNep =

dt dt
deg = — e + €3
1+ E i 1+ % i
113 R
dt
deg = —2e1+ae3 (4.1.2)
R
1 R
" <H3>
dt
de3 = — e; + aes

Nous avons alors mathématiquement 1’évolution des vecteurs de base quand
la condition initiale sur IIy change. Il serait intéressant de voir de quelle
maniére ceci pourrait étre utilisée dans la compréhension du probleme.

4.1.3 Application du théoréme de Poinsot en présence de poten-
tiel : nécessité de ’espace fibré ?

La méthode géométrique faisant appel a l'intersection entre ’ellipsoide
d’énergie et 'orbite co-adjointe a montré qu’elle permettait d’obtenir dans
le cas du pendule les solutions analytiques du probléme. Cependant il a été
nécessaire de recourir a une intégration qui peut parfois poser probleme. En
absence de potentiel, Poinsot a formulé un théoréeme qui permet d’accéder
directement aux trajectoires du systeme.

Pour cela, utilisons la relation :
wslly = wIle. = 2T (4.1.3)

wg vit alors dans un plan perpendiculaire a Ilg d’équation u.Ily =
2T Vu e R3.
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T invariable plane

inertia ellipsoid

F1G. 10 — Théoreme de Poinsot : I’ellipse roule sans glissement sur le plan
correspondant a la conservation de Ilg

On peut montrer que ce plan est le plan tangent a ’ellipsoide d’néergie
dans le repere fixe. Le mouvement du systeme est alors décrit comme le
roulement sans glissement de cette surface sur le plan invariant.

En présence de potentiel, 1’ellipsoide devient un cylindre de rayon va-
riable en fonction du potentiel. Il n’y a donc plus un plan tangent mais une
infinité a chaque valeur du potentiel. La notion de fibré tangent pourrait
résoudre ce probleme. En effet, un fibré peut étre étre vu comme la collection
des plans tangent et défini un espace dans le quel il est possible de travailler.
Cependant, nous n’avons eu le temps au cours de ce stage d’approfondir cette
idée qui demande 'acquisition de nouvelles notions mathématiques plutot
abstraites.

4.2 Modes Non-Linéaires(NNM)

Comme présenté dans I'introduction, quand I'amplitude des vibrations
devient grande, la description d’un état vibratoire a ’aide de la décomposition
en somme de modes linéaires n’est plus possible. Pourtant, des variations
périodiques des coordonnées sont toujours observables. Ce concept de modes
non-linéaire est de plus en plus utilisé pour des structures complexes car 1’es-
timation sur un mode-linéaire est bien plus performante que sur un grand
nombre de modes linéaires.

Dans [17] et [18] , Zhang introduit une définition géométrique de ces
modes que nous sommes maintenant & méme de comprendre. Pour cela, il
part de la constatation que si le mode non-linéaire est une trajectoire du
systeme, alors il correspond a une géodésique. Il faut alors trouver a la-
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quelle de ces trajectoires correspond un mode. Leur caractere périodique
entraine qu’elles doivent étre fermées et le fait que tous les points atteignent
un extremum ou la vitesse (et donc ’énergie cinétique) est nulle définit une
sous-variété correspondant a V(q1, g2, ..., ¢n) = h qui constitue une borne de
la trajectoire.

Un mode non-linéaire associé a des conditions initiales est donc la géodésique
fermée entre ’origine et la sous-variété définit précédemment de I’espace des
configuration munie de la métrique de Jacobi g;; = 2(h—V (x1, 22, ..., £ ))mi;.
Nous disposons donc des outils nous permettant de trouver ces trajectoires.
Cependant, dans les deux articles cités précédemment, les trajectoires sont
ensuite déterminées par des approximations a ’aide de suite de polynomes.
Nous pensons qu’il est possible de poursuivre la démarche géométrique
découlant de la définition des modes afin de résoudre complétement le probléme.

Pour cela, il serait nécessaire d’appliquer notre point de vue a un systeme
masse-ressort non-linéaire afin d’évaluer si il est possible de définir des sur-
faces permettant d’accéder a la solution du probleme.

4.3 Rapport aux trajectoires sonores, symétrie et optimisa-
tion

Les travaux présentés dans ce rapport ainsi que ceux en cours dans
I’équipe acoustique instrumentale de I’'Ircam vont étre mis en application
des septembre au cours d’une these en partenariat avec I’entreprise Dassaut
Systemes. Cette these a pour but d’apporter une composante sonores aux
logiciels permettant le calcul et la simulation des mouvements de systemes
complexes et des phénomenes tels que les frottements. En marche vers tou-
jours plus de réalisme, ’ajout de sons est vue comme un atout majeur qui
doit étre nécessairement implémenté.

L’enjeux va alors étre d’accompagner les trajectoires mécaniques par des
trajectoires sonores. Si on définit un état initial et un état final a I'aide de
descripteurs (fréquence, amplitude, contenu harmonique,..), on peut alors
penser que passer de 'un a ’autre par le biais de géodésiques constitue le
chemin naturel, tout comme “d’aller tout droit dans un espace courbe”. 1l
va alors falloir déterminer a l'aide des descripteurs une métrique qui soit
pertinente du point de vue de la perception.

Cependant, le calcul des trajectoires a la fois mécaniques et sonores nécessitera
des temps de calcul tres importants qu’il faudra optimiser. Pour cela, 1'uti-
lisation des symétries afin de simplifier la résolution peut sembler du point
de vue conceptuel une idée a explorer. La description a 'aide des modes
non-linéaire pourra également réduire I’ordre des modeles employés et donc,
optimiser les temps de calcul et diminuer la complexité des algorithmes.
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4.4 Application au controle gestuel

Les études menées actuellement a I'Ircam au niveau du controle ges-

tuel de la synthese sonore semblent aussi inspirantes dans ’application des
méthodes mises en oeuvre ici. Celles effectuées sur la gestion des textures
sonores semblent assez proches dans les modes d’applications et dans les
méthodes que celles évoquées dans le paragraphe précédent.
Notre point de vue géométrique peut par contre sembler pertinent par rap-
port & apprentissage des gestes. En effet, les questions actuelles se portent
sur la reconnaissance de gestes qui different par un ordre de grandeur ou
une rotation.
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Conclusion

Premiérement, ce stage a permis de mettre en oeuvre une large étude bi-
bliographique concernant I’application des outils de la géométrie différentielle
et des groupes de Lie aux probléemes de mécanique. Celle-ci a alors per-
mis d’évaluer dans quelle mesure certains concepts mathématiques pou-
vaient s’appliquer de fagon pertinente a des problemes dynamiques. L’étude
du mouvement de corps rigide en rotation a alors permis de développer
une démarche considérant I’évolution des systemes dynamiques en fonc-
tion des transformations subies par I'action du groupe SO3, permettant de
déterminer les solutions du probléeme en fonction de ses caractéristiques in-
trinseques et d’analyser la stabilité des états d’équilibres. Cet exemple a
permis de montrer le caractere général et puissant de ces outils.

En présence d’énergie potentielle, nous avons pu voir que la démarche pou-
vait toujours étre appliquée apres avoir introduit une métrique permettant
de garder le lagrangien sous forme quadratique. Dans le cas du pendule, les
solutions analytiques ont alors pu étre déterminées sans poser de conditions
sur 'amplitude des mouvements.

Finalement, les études des phénomenes d’instabilité ont permis de mettre en
lumiere la caractérisation de phénomenes non-linéaires dont la description
semble donc possible par cette méthode.

Cet étude plutdt théorique a néanmoins permis d’acquérir les connais-
sances et la compréhension nécessaire a 1’ébauche de nombreuses perspec-
tives concernant aussi le rapprochement entre le formalisme physique et les
concepts géométriques que les applications. Par rapport a celles-ci, le chal-
lenge va étre maintenant la définition d’une métrique appropriée, que cela
soit pour sa pertinence perceptive ou sa généralité. L’aspect computationnel
de ces méthodes nécessitera également d’étre étudié, mais il semble mainte-
nant clair que le développement du point de vue présenté ici soit pertinent
dans de nombreux cas.
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5 Annexes
De Lagrange aux géodésiques

1 o
En utilisant la définition de la métrique L =T = igijq"q'J dans 1.1.4, on

peut écrire, en 'absence de forces extérieures pour une particule :

1d y 1 o
5%(gquj +gikd" = 59id'd = 0
d i 1 i ed
%(gikql) - igij,kqlq] = 0
9ikd" + gik;4°q" — §gij,kqlqj =0
gikq' + 5(2gik,jqj i —gijxd'¢ = 0
g + 7(9%4 + Gjki — 9ijpd'd = 0
d? , dg* dg?
ou les : .
Tl — 97( o iy 5.0.2
ij = o \Gikyj + Gjk,i — Gij.k) (5.0.2)

sont les symboles de Christoffel de seconde espece.

Solutions particulieres des équations des géodésiques des sur-
faces de révolution

On cherche a montrer que pour toutes les surfaces de révolution, les
méridiens (f=constante, ¢ paramétrée par la longueur d’arc s) ainsi que les
paralleles(¢p=constante) possédant la propriété f’(¢) = 0 sont des solutions
des équations des géodésiques suivantes :

d .
%(ﬁ&) =0 (5.0.3)
(5 - f/Qf_{ g/2 92 + fJLCfIQ ::_—5/29 2 0 (504)

Pour les méridiens, (5.0.3) est vérifiée trivialement. Pour la seconde, il faut

d
noter que le paramétrage par abscisse curviligne entraine la condition || d—r” =
s

1 menant a :

(f?+9%)¢" =1 (5.0.5)

En dérivant une nouvelle fois, on obtient :

To(f? +¢%) +0*(g'g" + f'f") =0 (5.0.6)
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qui est équivalent a (5.0.4). Les méridiens sont donc des géodésiques des
surfaces de révolution.

Pour les paralleles, (5.0.3) donne § = cste et (5.0.4) donne ff'/(f? +
¢?)0% = 0. Comme 0 # 0 et f # 0, il vient f' = 0. Cette condtion est
nécessaire pour que le parallele soit une géodésique.

Principe de moindre action pour S03

On se propose de retrouver ’équation (1.3.17) grace a 'utilisation du
principe de moindre action. Premierement, ’énergie cinétique s’exprime
pour SO3 sous la forme suivante :

1
E. = - / dmoxxdV
2 Ja,

1 . .
= [ dmg(RX)T(RX)dV
2 Ja,

1 R
= = / dmoXT RT RXdV
2 Ja,

1 . .
= - / dmoXT RT RRT RXdV
2 Jay
1 .
- = / dmoXTQL Q. XdV
2 Jay
1
= = / dmg(we A X) T (we A X)dV
2 Jay
= / dmo(X A we) T (X A we)dV
Qo
/ dmo(Xwe) T (Xwe)dV
Qo
wcT[/ dmoXT X dV]we
Qo
wcTIcwc

(Iewe, we) (5.0.7)

NI~ NI~ NI~ N~

Afin d’appliquer le principe de moindre action, nous allons considérer un
second chemin sur le groupe définit de la fagon suivante :

R. = R(t) + 0 R(t) (5.0.8)

Une petite variation du vecteur w. peut, en passant par I’algebre associé,
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s’écrire :
A RETRE — RTR

590 = limg_>0
€

= RTSR+0R'R (5.0.9)

Si ) = RTSR est une courbe sur le groupe alors on peut écrire :

d . .
= RYSR+ RTSR (5.0.10)
et en remplacant dans 5.0.9, il vient
o d . R
6. = i RTSR +6RTR
d . .
= i RTRRTSR — RT6RR'R
= A a— a0
= o+ Qi — e
d o
= 7+ [Q.h 0.11
g1+ (e ] (5.0.11)

Pour SO3, le crochet de Lie correspond au produit vectoriel et les varia-
tion du vecteur w, sont donc de la forme :

dwe =N+ weAn (5.0.12)

Le principe de moindre action peut alors s’écrire :

b
0A=0 = § Tdt:/(SEcdt
b

= / (Iewe|dwe)dt

a

b
= / (Tewe| + we Am)dt
ab
_ / (Lwel i) + (Twelwe A )t

b
= el + [ (= G Teweln) + (Lwe) A el

b
d
= / <_@(Icwc) + lwe A wc"rl>dt (5013)

La derniere ligne s’obtient par intégration par partie en considerant que
les variations aux extrémités du chemin sont nulles et on ’on trouve bien
I’équation recherchée :

— Lo+ Twe Nwe =0 (5.0.14)
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En présence du potentiel, il faut également considérer les variations oT°
du vecteur I' en reprenant les variations de forme (5.0.8) :

Rgeg — RTe3

e

or = lim5_>0

= O6RTes

—RT5RR T e3

= —il

= —nAT

= T'An (5.0.15)

En reprenant les astuces de calcul utilisées pour démontrer (5.0.13), 'ap-
plication du principe de moindre action en présence de potentiel donne :

b
0:6/ Ldt

b
/ (Twe|dwe) — (MmgX|oT)dt
CLb d
= / (=2 Uewe) + Lewe A we,m) — (mgX [T Am)dt

b
d
= / <_%(Icwc) + lwe N\ we, 77> - (mgX/\I‘|n>dt

b
d
= / <_£(Icwc) +Icwc/\wc,’f]+mgr/\X|Tl>6ﬁ.0.16)
a
et I’équation d’Euler du mouvement est :

d
—g(Icwc) + Iwe Nwe,m+mgl AX =0 (5.0.17)

Actions du groupe SO3

Les relations 1.3.11 se démontrent simplement grace a la définition de
lopérateur Adjoint :
AdprQs = RTRRTR=Q.
AdgQ. = RRTRRT (5.0.18)

Les relations entre les vecteurs associés aux éléments de ’algebre sont déterminées
en écrivant :

Q.= AdprQ, = RTQR
Qev = RTQSR.V
We AV = RT(ws ANR.v) = RTws Av
we = Rlw, (5.0.19)
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En procédant de la méme maniere on trouve également :

ws = Rwe (5.0.20)

Fonctions elliptiques

Les fonctions elliptiques utilisées dans le rapport pour paramétrer 1’el-
lipse intersection de l’ellipsoide d’énergie et 'orbite co-adjointe ont été in-
troduites par Jacobi & partir de ’ellipse et peuvent étre vues comme une
généralisation des fonctions trigonométriques quand le cercle devient une
ellipse [20].

.
=

Fiag. 11 — Paramétrisation de ’ellispe permettant d’introduire les fonctions
elliptiques

Il est nécessaire de définir le module et argument d’une fonction ellip-
tique. Pour cela, rappelons I’équation d’une ellipse en coordonnées cartésiennes :

(g)z n (%)2 —1 (5.0.21)

On définit excentricité d’une ellipse par :

C=4/1- <b>2 (5.0.22)

a

On remarquera que ce parametre est égal a 0 pour le cercle et & 1 pour
la parabole. Le module k est alors définit comme 'excentricité de ’ellipse

normalisée (b=1) :
/ 1

L’argument d’une fonction elliptique s’exprime par :

Q
u:/ rdf (5.0.24)
P
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et les 3 fonctions elliptiques utilisées dans le manuscrit s’écrivent alors :

sn(u, k) =y
en(u, k) = % (5.0.25)
dn(u, k) = 2

Ces fonctions peuvent étre notées sans leur module, par exemple : sn(u, k) =
sn(u). Elles vérifient les relations :

enu+ snu = 1

dn’u+ k*sn’u = 1

isn(u) = cn(u)dn(u) (5.0.26)
—ecn(u) = —sn(u)dn(u)

—dn(u) = —k*sn(u)cn(u)

Etude de stabilité des équilibres du pendule tournant

La rotation 3.3.1 utilisée pour décrire le mouvement du pendule tournant
mene au vecteur de vitesse angulaire mesuré dans le repere du corps suivant

we = (0, —&, &ccos ) et on peut retrouver la valeur de 1’énergie cinétique
classique pour ce probleme :

1 1 .
T= iml2(w% +wd) = §m12(62 + asin? 6) (5.0.27)

D’apres (2.4.3), on obtient I’équation du mouvement en fonction de 6 et
du parametre de controle {2 :

10 = a¥?sin 6 cos — gsin (5.0.28)

Les positions d’équilibre se trouvent simplement pour 6= 0,donc 6 =0.
Elles vérifient alors I’équation :

192 sinf cos @ = gsinf (5.0.29)

Les positions 8 = 0, 7, correspondant a la bille en haut ou en bas , sont
donc des états d’équilibres tout comme les positions satisfaisant ’équation :

cos ) = zwi? (5.0.30)

9
;-
Cette position n’est définie que quand ¥ > W.. Pour étudier la stabilité de

nous permettant d’introduire une vitesse angulaire critique ¥, =
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ce systeme, la linéarisation s’effectue en introduisant ¢ = 6 et le systeme

s’écrit :

0 = ¢
¢ = —U2sinh+ U2 coshsind (5.0.31)

et est associé a la matrice jacobienne :

0 1
L= < —V2cosf + W2(2cos?0—1) 0 > (5.0.32)

de polynome caractéristique :

A4+ 02 cosh — W2 (2c0s20 — 1) =0 (5.0.33)
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